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Ex.1

Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :

a)
∑ (2n)!

n!nn
zn b)

∑
(

3
√
n3 + n+ 2−

√
n2 + 1)zn

c)
∑ n2 + n

2n + n!
zn d)

∑
(lnn)nzn

e)
∑

(exp(
√
n+ 1)− exp(

√
n)) zn; f)

∑ (−1)n√
n+ (−1)n

zn

Ex.2

On considère l'équation di�érentielle (E) : x2y′′ + 4xy′ + (2 − x2)y = 1. On
cherche les solutions de (E) développables en série entière au voisinage de 0,

c-a-d les solutions de la forme y : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n dé�nies sur ] − R,R[ avec

R > 0.

1) Montrer que pour tout n ≥ 2, an =
an−2

(n+ 1)(n+ 2)
.

2) Déduire de la question 1) l'expression de a2p et a2p+1 pour tout entier
naturel p.

3) Déterminer le rayon de convergence de la série entière de coe�cients an,
ainsi que son comportement aux bornes de l'intervalle de convergence.

4) Exprimer les solutions obtenues à l'aide de fonctions usuelles.

Ex.3

1) Déterminer le rayon de convergence de :∑ xn

(n+ 2)n!

2) On pose :

vn(x) =
xn

(n+ 2)n!

Calculer la somme W (x), de la série entière
∑
wn(x) où :

wn(x) =

∫ x

0

vn(t)dt
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3) En déduire la somme V (x) de la série entière
∑
vn(x), puis celle de la

série numérique : ∑
n≥0

(−1)n

n!
.

1

n+ 2

Ex.4 On considère la série entière :

∑
n≥1

(
sin

1√
n

)
xn; x ∈ R

a ) Déterminer le rayon de convergence et étudier la convergence en R, et
−R.

b ) En notant S la somme de
∑

n≥1

(
sin 1√

n

)
xn, étudier la continuité de

S.

c) Montrer que :

(1− x)S(x)→ 0 , quand x→ 1−.

Ex.5

a ) Montrer que la série entière ,∑
n≥2

((−1)n lnn)xn;

est de rayon R = 1. On note S sa somme.

b ) Montrer que ∀ x ∈]− 1, 1[,

S(x) =
1

1 + x

+∞∑
n=1

(−1)n+1 ln(1 +
1

n
)xn+1

c) En déduire que

S(x)→ 1

2

+∞∑
n=1

(−1)n+1 ln(1 +
1

n
) quand x→ 1−

d) Calculer :

+∞∑
n=1

(−1)n+1 ln(1+
1

n
); en déduire que : S(x)→ 1

2
ln
π

2
quand x→ 1−.

Ex.6 En utilisant la série entière de terme général : (−1)nxn, déterminer la

somme de la série numérique :

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
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Ex.7 Calculer la somme de la série :

1 +

+∞∑
n=1

(−1)nx
4n−1

4n

Ex.8

Soit f la fonction dé�nie sur Rr {−1} par :

f(x) =
e
−x

1 + x

1) Calculer les coe�cients (an)n∈N du D.S. en série entière de f . Etudier la
suite (|an|)n∈N.

2) Quel est le rayon de convergence de la série entière :∑
anx

n ?

Ex.9

Déterminer le dévelop. en série entière en 0 et donner le rayon de convergence
correspondant , pour les fonctions :

1)

f1(x) = ln

√
1 + x

1− x

2)

f2(x) = arctan

(
1− x2

1 + x2

)
3)

f3(x) =
x2 − x+ 2

x4 − 5x2 + 4

4)

f4(x) =

√
1 + x

1− x
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