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TD3 - SERIES DE FONCTIONS

CONVERGENCES ET THEOREMES D’INTERVERSION

Exercice 1

. N . , . — 2
On consideére la séries E frn deéfinie sur Ry par f,(z) = ze™ " .

neN

1. Etudier les convergences simple et absolue de la série.

2. Montrer que la série ne converge pas normalement sur R.

3. Soit a > 0, montrer que la série converge normalement sur [a, +o0].
4

o . . . 1
. Etudier la convergence uniforme de la série sur Ry. (on pourra s’intéresser a R, ( )

vn+1

Exercice 2

Etudier les convergences simple, absolue, uniforme et normale des séries de fonctions suivantes, définie sur
I’ensemble E.

1. an avec fn(x) = % [z" + (1 —2)"] sur E =[0,1].

n>1
2.3 f avee fule) = ———p sur E =R
. >1n:auvec nm—n2+x2sur =R.
n=z

—nx

xe
3.3 Juavee fulr) = —— sur E=Ry.
n>1
4. Z fn avec fr(x) = (1" sur F =R.
n+ 2

n>1

5. Z fn avec fn(z) = nale V" sur E = R,
n>0
Exercice 3

On considére la série de fonctions E frn définie sur R par
n>1

1
) = T

1. Déterminer le domaine de convergence de la série et montrer qu’elle converge uniformément sur tout
intervalle [a, +oo[ avec a > 0.

2. Calculer lim S(z)et lim S(z)
r——+00 z—0+

3. Question supplémentaire : Calculer lim zS(x).
z—0*t

Exercice 4
1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction définie par

—nx

“+o0
e
: 1"
f an:%( )T

2. Montrer que f est dérivable sur D \ {0}.



Exercice 5

On consideére la série de fonctions Z fn définie sur [0, 1] par
n>1

0 si =0
fulz) = { 2™ In(x) .

si z€]0,1).
n

1. Montrer que la série Z fn converge normalement sur [0, 1].

n>1
2. En déduire que
1 +oo “+o0 1
fo(z)de = — _—
/0 nz::l " nz::l n(n+1)2
o0 1 2
L . L . i
3. Calculer la somme de cette série numérique (on admettra que Z — = —)
—n 6

4. Montrer que pour tout z €]0, 1],

+o0 5 n(z
3 %() — —In(z)In(1 — 2).
n=1

et que la fonction g :  + In(x) In(1 — ) est prolongeable par continuité sur [0, 1].

5. En déduire que

1
/0 In(z)In(l —z)dx =2 — 5

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 6
1
1. = — =R.
an avec fi,(x) — sur E=R
n>1
2. Z fn avec fp(z) = (=D" sur £ =R.
, e
n>1
In(1+ nzx .
3. an avec fp(z) = % sur £ = R*.
n>1

Exercice 7

Montrer que la fonction f définie par

+oo nx
n €
n=0
est dérivable sur R.
Exercice 8
Montrer que la fonction f définie par
—+o0
=
flx) = 2ipn

est de classe C*° sur Ry.



