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SERIES - TD
SERIES NUMERIQUES A TERMES POSITIFS

Exercice 1 :

1. Déterminer en justifiant si les énoncés suivants sont vrais ou faux :
(a) Si Z uy, converge, u, tend vers 0
(b) Si uy, tend vers 0 alors Y u,, converge.

(c) Si S, et R, désignent la somme partielle et le reste d’ordre n de la série Z Up, ON &

Zun:Sn+Rn

n>0

(d) Si R, est le reste d’ordre n de la série convergente Z un, R, tend vers 0

2. A quelle condition sur x € C la série E 2™ converge-t-elle ?
3. Déterminer en justifiant si les énoncés suivants sont vrais ou faux.
(a) Si up, < vy, et si g v, converge, alors E Uy, converge.
(b) Si u, ~ v, avec u, < 0 pour tout entier n, et si E vy, et E v, ont la méme nature de
convergence.

4. Déterminer la convergence de la série

> (ln(l—l— %) - \/n?lﬁ> .

nle™

!
nn (n)

5. Pour n € N*, on pose u,, = . Montrer que la suite (In(uy))nen+ converge.

n
1
6. Déterminer un équivalent a g —.
n

k=1
7. Pour n € N, on pose w, = 27" o Montrer que Z wy, converge et calculer sa somme. On
k=0
+oo
admettra que pour x € R, e* = Z —.
! n!
n=



Exercice 2 :
Etudier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme :
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Exercice 3 :
Etudier la convergence des séries dont le terme général u, est :
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Exercice 4 :
Soit (tn)nen et (vp)nen deux suites numériques vérifiant, pour tout n € N*,

Up = VUp — Un—1-

Comparer la nature de la série Z uy, et celle de la suite (vy)nen.
neN

Exercice 5 :

1. Soit (tun)neN €t (vn)nen deux suites de réels positifs, (v, )pen ne s’annulant pas a partir d’'un
certain rang.

(a) On suppose que Z v, converge.

“+oo “+o00
e Si u,, = o(vy,), montrer que Z U = 0 <Z vk>.

k=n k=n



—+00 “+o00
e Si u, ~ vy, montrer que E U ~ g V-
k=n k=n

(b) On suppose que Z vy, siverge

n n
e Si u, = o(vy,), montrer que Zuk =0 (Z vn>.

k=0 k=0

n

n
e Si u, ~ v,, montrer que E Up ~ E V-
k=0 k=0

n
1
2. Pour tout n € N*, on note H, = Z T
k=1
(a) Montrer que la suite (H, — Inn),en+ converge. On note v (appelée constante d’Euler) sa
limite.

+0o0
1
(b) Si a > 1, déterminer un équivalent de R, = Z T
k=n
c) Pour n € N* on note t, = H, —Inn — . Déterminer un équivalent de ¢,,+1 — t,, puis, un
+
équivalent de t,,.

Exercice 6 :
Soit (a,b) € R%. Etudier la convergence de la série de terme général

Up = vVn+avn+1+bvVn+2.

Lorsque la série converge, calculer sa somme.

Exercice 7 : Série de Bertrand
Soit « et B deux réels. On étudie la série Z Uy, OU
n>2

Cette série s’appelle la série de Bertrand.

1 e
o avec vy = 5 -

1. Etudier le cas o > 1. Indication : Montrer que u, = o
2. Etudier le cas o < 1. Indication : Calculer la limite de nu,,.
3. On étudie maintenant le cas o = 1.
(a) Soit fsz:]1,400 — R la fonction définie par
1
t) =

Montrer qu’il existe ng € N tel que fg soit décroissante sur |ng, +o00].
(b) On suppose § = 1. Montrer, par comparaison avec une intégrale, que la série diverge.
(c) On suppose 8 > 1. Montrer, par comparaison avec une intégrale, que la série converge.
(d) Etudier le cas 8 < 1.



Exercice : [Autonomie]

1. Soit E Uy une série a termes positifs.
n>0

(a) Montrer que la série de terme général v,, = est convergente.

n
1+ n2u,
Un,
14w,
Montrer que : Z Uy, converge < Z wy, converge.
n>0 n>0

2. Soit g Un, E Up, €t E wy, trois séries & termes positifs convergentes.
n>0 n>0 n>0

(b) Pour n € N, soit w, =

Déterminer la nature de la série E zn ol pour n € N,
n>0

Zn = VUnUp + UpWy, + VW,

Indication : Développer (up + vy, + wn)2 et trouver une majoration de z,.
Exercice : [Autonomie]
Pour p € N, on considére la série de terme général
+21+-.-+n!
Uy =
" (n+p)!

1. Montrer que si p = 0, la série E uy diverge grossiérement.
n>1

2. Montrer que si p > 3, la série Z Uy, cOnverge.
n>1
3. Etudier lescasp=1et p=2.



SERIES NUMERIQUES A TERMES QUELCONQUES

Exercice 9 :
Etudier la convergence des séries dont le terme général u, est :
sin(na)
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Exercice 10 :

. . . 1
On considére la série de Riemann Z —ota>0eta#l.
na
n>1
1. Pour n > 1, déterminer un encadrement de

n
1
/ — dx.
n—1 e
En faisant varier n et en ajoutant des inégalités adéquates, déduire un encadrement de
n
1
k=1

2. Pour a < 1, donner un équivalent de .S,, au voisinage de +oo.

+0o0
3. Pour o > 1, trouver un encadrement de la somme S = Z — et donner un équivanlent du
n
n=1
reste R, =5 — 5, au voisinage de +o00.
Exercice 11 :
1. Déterminer la nature de la série Z L
’ n In(n)
n>2
2. Montrer qu’au voisinage de +00, on a :
1
In(l 1)) — In(l ~ .
I (In(rn+ 1)) = In(Inn)] ~ s
S|
En déduire un équivalent de kz_z (k)"

Exercice 12 :

(1!
1. Pour n € N* soit u,, =In | 14+ —F— .
N4
En utilisant un développement limité & l'ordre 3; étudier la nature de la série Z Upy.
n>1
_1)n+1

n

Remarquer qu’au voisinage de +00, u, ~ . Quelle réflexion ce résultat vous inspire-t-il 7



2. Etudier la nature des séries de termes général :
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Exercice 13 :

Pour n € N*, on pose
nle”

n"\/n

1. Montrer que la série de terme général u, converge.

an = et u, =In(ant1) — In(ay).

2. En déduire que la suite (ay,)nen+ converge vers un réel L strictement positif.

2
3. Calculer L en utilisant le rapport In ot 1a formule de Wallis :
a2n
(27n!)? T
im ———— =,/—.
n—+o0 (2n)!ly/2n 2

4. En déduire la formule de Stirling au voisinage de 400 :

n n
n! ~ (—) 2mn.
e



