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et techniques

SERIES

DEVOIR SURVEILLE 2

< Consignes
Durée : 60 mn

» Les documents et les supports électroniques sont interdits.

» L’épreuve est composée d'exercices indépendants.

» Le baréme est a titre indicatif.

» La qualité de la rédaction et la rigueur des justifications seront prises en compte dans la notation.

< Sujet de I'épreuve

Exercice 1
1. Enoncer la définition de la convergence uniforme d'une suite de fonctions.

2. Enoncer le théoréme d’interversion limite-intégrale.

Exercice 2

On considére la suite de fonctions (f,,),en définies sur [0, 1] par

1— "
T)= ————.
12@) = T
1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur [0, 1] vers une limite f & déterminer.
2. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] 7

3. La suite (f,) converge-t-elle localement uniformément sur [0, 1] ?

Réponse. 1. Pour tout z € [0, 1], 'iLETCX.‘. " = 0 done ﬂli_rrrx Fulz) = T Ix
Paur# =1, lm F.(1)="10.

=40
On conclut que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f donnée par

=i & 22l

2. Ou remarque que pour tout n € N la fonction f,, est continue sur [0, 1] comme quotient de fonctions
continues avec un dénominateur non nul, et que la limite simple [ de la suite est discontinue donc la
convergence n'est pas uniforme sur [0, 1].

3. Fixons a €]0,1[ et étudions la convergence de la suite sur [0, a]. Pour tout n € N et x € [0,a] on a

y S_— B llelo i e I‘.Zn, N ;I?'"'(l ke S .'I'”') . a_n.(]_ i a_n.)
1+az20 |

|fn(:"7) = f(7)| = ‘ 1=k .1‘2” - ifiEE L{;Zn = 1

ol |a| < 1done lim a" =0. Ainsi
fi—rco

lim sup |fo(z) = f(@)] < lim a"(14a™)=0
'ri—‘;-l—rx_-IE[”:u; n—+oo

donc la suite (f,,) converge uniformément sur tout intervalle [0,a] avec a €]0, 1], elle converge donc
localement uniformément sur [0, 1].



Exercice 3

On considére la suite de fonctions (f,),en définies sur [0, 2] par
Jale) = n’z(1 - z)".
1. Déterminer le domaine de convergence de la suite (f,,) et sa limite simple qu'on appellera f.

2. Soit @ €]0, 1[. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur [e, 2 — a.

/ﬁ " hulayie

Indication : on pourra faire une intégration par parties ou un changement de variable y =1 — x.

3. Pour tout n € N, calculer

4. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0,1] 7

Réponse. 1. Pour tout x € [0, 2],
0.
Pour = = 2, £,(2) = n®x(—1)" n’a pas de limite quand n tend vers +00. Le domaine de convergence
de (f,) est done [0, 2] et sa limite simple est la fonction nulle.

1—ax| < 1donc lim ';12(1—1.')" = (et onendéduit que lim f,(x) =
= n—-4oc

2 PourtoutneNetr€[o.2—a]: a<2—aet|l—z|<|l-al<ldonc(l—z)" < (1-—a)* Onen
déduit que |f,(z)| < n2(2 —a)(1l —a)", d’on

Im  sup |fu(z)| < Lim n?(2-a)(l—a)" =0

n—+oo .rE[n-,Z—n:] n—r4oo

donc la suite converge uniformément sur [, 2 — a| vers la fonction nulle.

3. Pour tout n € N, avec le changement de variable ¥ = 1 — 2 on calcule

1

i1 yrt+2 ] 1 ??2
0

o1 — e =2 | 2 _
yil—y)dy=n { m+D)m+2)

1 1
, d:z ,.1_,:i1-d;:.._'2 s
/ filz)do=mn [J Hl—g)Pdz =mn / il niB

J0

4. Toutes les fonctions f,, sont continues sur [(J, 1] comme produit de fonctions continues. Or

-;1.2 1 )
Ganhe o7 [ LB =1

n—-4-o00

1
lim /n falz)dz = ”Lj_]fx

donc par négation du théoréme d'interversion limite-intégrale, la convergence de la suite (f;,) ne peut
pas étre uniforme sur [0, 1].



