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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte trois exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
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Exercice 1. [8 points]
A) Déterminer la nature de convergence des séries de terme général :

1\v"
U, = (5) ; v, =2In(n®+1)—In(n?+1)

B) Déterminer la nature de convergence des séries de terme général :
n .s 1 1 "
a, =(=1)"sin(=); b,={1+—| —1; c,=Innxb,
n n3

Correction Exercice 1

2In(n)
A (1) Ona lim n’u, = lim e?MW—vrnG) = |jm eﬁ( v-in@) _ 0 (par croissance comparée).
n—+00o n—+0Q n—+0o

D’oty, par le lemme de Riemann (o =2 > 1), la série > u,, est convergente.
nd+1)? n3+1)>?
AU o gim 2

= lim n*=+o00.Dongc, par

n2+1 n—+oo pZ+4+1  n—+oo

continuité de In, ligrn U, =+00 (#0). D’out X_ v, diverge grossiérement.
n—+00

(2) Onav, =In(n*+1?—In(n*+1)= ln(

B (1) On commence par remarquer que, pour tout n > 1, on a % €]0,1] c]o, 5]. Donc sin(%) >0 (pour
n > 1). D’autre part, (sin(1/n)), est une suite décroissante (comme composée d'une fonction
croissante et d'une fonction décroissante) qui converge vers 0 (par le théoréme des gendarmes).
D’oty, par le critére des séries alternées, »_a,, est convergente.

1

(2) Oncommence par remarquer que b,, > 0 (pour tout n >1).Ona hToo — =0, donc n ln(l + %) ~
n— n

1 1 1

1 _ 1 . . . i nln(H—n—S)_ ~ el

n x -5 = 7. Cela implique que nll)lgloonln(1+ n3) =0.Donce 1 nln(1+ n3) rl

Or). % est convergente, série de Riemann avec ¢ =2 > 1, d’oty, par le théoréeme des équivalences

pour les séries a termes positifs, > b, converge.

Inn
(3) Onnote que ¢, >0 (pour tout n > 1). D’apres'exemple 2., ona c, ~ — = d,.Or hIPoo n®?d, =
n n—

n
liIPoo 1z = 0 (croissance comparée). D’ots, parlelemme de Riemann (3/2 > 1), > d,, est conver-
n— n

gente, et par la suite Y _ ¢, est convergente (par équivalence).
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Exercice 2. [5.5 points]
1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel k, k3=k+3k(k—1)+k(k—1)(k—2).

k3
(b) Montrer que la série E o est convergente et déterminer sa somme.
k=0 "°
2. Mont la séri U ! 2 + ! t te et dét i
. Montrer que la série E U, ot U, =——=—— est convergente et déterminer sa somme.
~ " " Vn—1 vn Jn+l

Correction Exercice 2

1. (a) Il suffit de développer et simplifier k +3k(k — 1)+ k(k —1)(k —2) pour trouver k3.

Kk 3k(k—1) k(k—1)(k—2
(b) SoitkeNtelquekZS.D’aprés(a),F:—+ ( )+ ( X ).

k! k! k!
En simplifiant, on obtient
kK1 L3 1
k' (k=1) (k=2) (k=3)
n k3
SmtSn:ZE.Ona
k=0
n k3
Sn = 5+ZF
k=3
= 5 E—
+kZ:(k—1)!+Z(k—2)!+Z(k—3)!
=3 k=3 -
n—1 n—2 n—3
1 3 1
= 5+ 4> >
= k! per i e

- k! k! Ik
prt k! P k! pry k!
. 1 . _ ) N k3
Or on sait que ). 7 converge vers e, donc lim,, o, S, =5e. D’ol1 ) ;. 77 conerge vers 5e.
2. Soit

< 1
= Z( =

. 1 2-v2 _ . 2-v2
Donc nl_l){LnO<> Sp=1——= .D’ol1 Y., ., u, converge vers =-=.

Exercice 3. [6.5 points]
Soit a €]0, 1] et (u,,),ey la suite définie par :

_ 2
VneN, up =u,—u;
Uy =a
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. Montrer que la série Z ln(

. Montrer que:Vn €N, u, €]0,1[.

Montrer que la suite (u,,),ey €st convergente. Quelle est sa limite?

Montrer que la série E ufl est convergente et déterminer sa somme.
n=0

) est divergente.

n>0 Un

Quelle est la nature de la série Z u, ? (on pourra utiliser la définition)
n>0

Correction Exercice 3

1.

Par récurrence sur n. Soit P(n): u, €]0,1].

Initialisation : P(0) est vraie, car uy = a €]0, 1].

Héridité : Supposons que P(n) est vraie pour un certain n € N.

Montrons que P(n + 1) est vraie, c.a.d, u,,; €]0,1{.Ona u, 4 = u, — ufl < u,,. Or, par hypothese de
récurrence, u, < 1, donc u,,; < 1. D’autre part, u,,; = u,, — ufl = u, (1—uy,). Or, par hypothese de
récurrence u,, >0 et 1—u, >0, donc, par produit, u,, > 0. D’ot1 on a établit que u,; €]0, 1], c.a.d, que
P(n+1)est vraie.

Conclusion:V neN, u, €]0,1[.

Soit n € N. On a, par définition, u,,; —u, = —ufl < 0. Donc la suite (u,,),, est décroissante. Or, d’apres
la question 1., (u,,),, est minorée par 0, d'ou elle est convergente. Notons [ sa limite. Passant a la limite
dans la définition ((la fonction carré étant continue), on obtien [ = [ —[2. Cela implique que [ =0

Par définition, onaV n €N, u2 = u, — tyy;. Donc S, =D uz =3/ (U — Ups1) = Ug— Up41. En

_ 2
utilisant le fait que hm(><> Uy = 0 on obtient que nl—1>£noo S, =a.D'oltlasérie Y ., u? converge vers a.

n

Ona 21 ( ”’C“) Z(ln(uk+1)—ln(uk)) = In(u,4,)—In(a). En utilisant le fait que la limite de u,,
k=0

n
u
est 0 et la continuité de In, on obtient que ligrn(>O ln( s ) =—o00.D'oulas{erie Y, ,In ( e ) est
n— U =
k=0
divergente.

1) = n(1 —
u,). Or lim,_,o, , = 0, donc In(1 — u,) ~ —u,, et par la suite, u, ~ —ln( ”"“) Or > — ln(""“) est
divergente (d’apres la question 4.), donc, par le théoreme des équivalences pour les séries a termes
positifs } . u, diverge.

En utilisant la définiton et que u, > 0, on a M =1—u, > 0. Cela implique que ln(”
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