SERIE EISTI-DEUXIEME ANNEE

Correction du DS1 - Octobre 2018

Exercice 1.

1. Si la suite (up)pnen tend vers 0, alors la série Z Uy, converge.
n>0
La proposition est fausse.
Un contre exemple : Soit (u,)n,en+ la suite définie pour tout n € N* par u,, = %, on a la

suite (u,)pen+ converge vers 0 mais la série E — diverge : il s’agit de la série de Riemann avec
n>1
a=1<1.
2. Si la série E uy diverge, alors la série g ui diverge. La proposition est fausse.
n>0 n>0

Un contre exemple : Soit (uy)nen+ la suite définie pour tout n € N*, par u, = %, on a la
série de terme général u,, diverge (série de Riemann avec @ = 1 < 1), mais la série de terme
général u2 converge (la série de Riemann avec v = 2 > 1.

3. Si la série Z u, diverge, alors la suite (u,)nen ne tend pas vers 0. La proposition est fausse.
n>0
Un contre exemple : Soit (u,)nen+ la suite définie pour tout n € N* par u,, = %, on a la

suite (up)nen+ converge vers 0 et la série E — diverge (série de Riemmann avec a =1 < 1).
n
n>1

4. Si la série E uy, converge, alors la série E ui converge. La proposition est vraie. Preuve :

n>0 n>0
2

La suite (u,)nen converge vers 0, car la série de terme général u,, converge, donc uZ, = o(uy).

On peut déduire qu’a partir d'un certain rang ng € N, que 0 < u2 < uy,.
La série E uy, converge, donc d’aprés le théoréme de majoration (appliqué aux séries a termes
n>0
.. L. 2
positifs) la série E u;, converge.
n>0

Exercice 2.

1. Le terme génaral de la série g uy, converge vers 1 # 0, donc la série E up, diverge.
n>0 n>0

2. La suite (vp)nen est & valeurs positives. On applique la régle de Cauchy, on a
B 2n +5—4\"
- 2n+5

—4 n
= 1
( +2n+5>

enln(l—

3=

(Un)

4
2'n+5)

4 4 : : 4y _ , : 2
Onanln(l—5."%) 3 " 2ags AL suite ngriloonln(l—m) = —2,d’ou ngr_ir_loo(vn)n =e “ <L

Ce qui implique la convergence de la série de terme général v,,.
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(n)?

3. Pour tout entier naturel n, le terme w,, = DIk 3™ est postif. On applique la régle de d’Alembert :

wayr  ((n+ D) (Be)t 3!
Wy (nh)3  (B(n+1))! 3»
) (n+1)?
"(Bn+3)(3n+2)(3n+1)

(n+1)2

(B3n+2)(3n+1)

lim Ynti
n—+oo Wn

Exercice 3

= % < 1, d’apreés la régle de D’Alembert la série de terme général w,, converge.

1. La suite (up)neN est & valeurs positives. On applique la régle de n®u,, pour montrer la conver-

gence de la série g Up. Ona lim n?u, = hm n?(n+1)e”™"B) = 0 (croissance comparée).
>0 n——+00 —+00
n

On a prouvé lexistence dun o = 2 > 1 telle que n?u, tend vers 0, d’ou la convergence de

S .

n>0
“+00
2. On note S la valeur de la série Z Up. On a
n=0
“+o00
1 n+1
gS - Z 3n+l
n=0
—+o00
— n
n=1 3"
B f n 4+ 1 =1
n=1 3" n=1 3"
1 1
- S—wy— -
!
3
- §-2
2

On a alors (1 — £)S = 3 par suite S = §
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Exercice 4.

1. 1.
(a)

(c)

Le développement limité a ’ordre 2 de w,, est
<<n+1>2umﬂ>
in
n Up
<<n +1 ) 2n + 1)
in
n n+3

Wn,

1 1 3
= 2In(l1+—-)+In <n(1 + )) —In (n(l + ))
n n n
1 1 3
= 3In(1+ — | 1+—)) —In(1+ —
a4+ )+ (014 3)) ~ma(1+ )
1 11 1 3 19 1
= 3(=-== ) - (2=
<n 2n? +O(n2)> <n 2n? O(n2)>
1
= o)
1
On déduit alors I'équivalence w, ~ -. D’aprés le critére de Riemann la série g —
oo M n2

n>1

3
_ .o 1 N
converge (o = 2 > 1), donc la série E — converge, de plus (wn)neN €t (57)nen+ sont a
n>1
valeurs positives, en appliquant le théoréme des équivalences, la série E wy, converge.
n>0

On a la série E Wy, = E (Un41 — vn) est une série téléscopique convergente (d’apreés la
n>0 n>0
premiére question), la suite (vy,)nen+ est donc convergente. Soit ¢ sa limite.

En tulisant la relation v, = In(n?u,), on déduit que u,

v .
en—;. la suite (vy,)nens converge

vers ¢, donc la suite (€""),en+ converge vers L = e!. D’ou I’équivalence u, ~ %
“+oo
A T’aide de I'équivalence u, ~ %, ona lim nu,= lim £ =0.
+oo M n—+o00 n—+oo ™
N N
Soit Sy = E Zn = E (n+ Dupt1 — nuy = (N + 1unyg (car il s’agit d’une série télésco-
n=1 n=0
pique).
N
D’aprés la question précédente lim E zpn = lim Sy = lim nu, =0.
n—+o0o n—-+o0o N—+oco
n—=
“+oo
On note S la valeur de la série E Up. On commence par montrer que z, = —2uUpy1 + Un.-
n=0
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En effet, on a

+00
Puisque g zn =0, 0n a

n=0

On déduit alors que S = uy.

(n+ Dupt1 — nuy,

(n+ Dupt1 — (n+ Duy + up,
3

(n+1)1 - 212

-2
(n =+ 1)mun+1 =+ Uy,

_2un+1 + up

—+00 “+o00

n=0 n=0

= —2(S—wup)+S
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