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Analyse dans Rn
① Limite et continuité

Definition :

fimite d'ene fonction en un point

f : = -> E if e .
r . n (t

,
11

. Ile) (f ,
11 .
1

e
)

Act
, f : A - f

,
x A

,
leF

on dit que + limite def lorsque y-> x

Si Mie des propositions stivantes est verifice

1) FE>0
,
7870

, FyCA Ily-xIc[S

=> lif(y)-ell, E

2) #E70
,

5870
, FyeB(x ; J) => f(y) - BCe,

E)

3) F V
=
E (e)

,
5 V- E FE (x) fel que

41 F Ve EVcel ,
I Ve G Ulc tel que

f(V & Al c Us



on ecrit him f(y)=1 , fly)-c2
yxx y

-> x

proposition : Eif e
. v .

n Act

f : A - f
,
at A

Sif admet ene finite en a
,
elle est unique

Remarque :
E

,
f= IR

Pour etudier Dimflech ,
firm flic
x -> cet

firm f(x)
x-> a

-

Silia-f(s) = hi f(x) = 2 = Tim f(x) = 2
x - at x - C

limite Le long d'un chemin



Pro sition : Soit f : M-> the fonction definie au voisinagepo
de xoGIR" Sauf peut être enco,

1) Sif admet me limite ave point o
si La

restriction dof à toute courbe passant par admet une limite

enco et cette limite est &

2) Par contreposée si les restrictions de f à deux courbes

differentes passant par so ont des fimites differentes au point so ,

alors f n'admet pas de limite en 10

Exemple : Soit f(x ,y)=y
firm f(x , y)
(x

, y) -(0,0

- y+0 ,
x = t

, f(t , 0) =* = 0

-x = 0
, y

= t
, f(t , 0) = t

-x =

y
=zf(x ,x) = 2 =

E

-x =

- y = f(x ,

- x) =E =
- E

=> I n'admet pas de limite en (0 ; 0)



Proposition : operation sur la finite

f , g
: A - f

, on Act
,

a Als , 12 f

tel
que him (f(x)) =

21
, tim(g(x) => en

x -> Ce

* FXEIR
, fim (f + xg((x) = 11 + N

x- a

2) 11 f(x) - (1) -> 0 ssif(x)->ta
x - a x - a

(i) (1f(x) - el1 -> 0

car et a sont des

11x - cell - 0 darat de t

* SifcIR ,
fim (f . g) (x) = 21

,
le

x-> a

Si la +o ,
lim (I) (x)=
x -> a

Proposition : 2 = R
,

f= IR
"

f : E - F

x = (x ,;...; xn) - f(x) = (f(x) , fz(x)... .., fu(x)



Cette oplication admet = (2 ,
.

...,
en comme

firmite gland -> a Et
,
Si Fit &1

,
nD

fi : RV->R admet : comme limite quand
x - a

Exemple : f(x ,y) = ( 1x + y(x)
fa(x , y) =

, fu(x , y) = x + y2 x

firm f(x ,y)
(x, y) - (1

, 0)

finfr( , y) =1 = 0

(x
, y) - (1 , 0)

firm fz(x , y) = 1 + 0x1
=

E

(x
, y) - (1

,
0)

=) finn f(x , y)
= (0

.
1) -> R

(x , y) - (1
,
0)

* coordonnées polaire : Soit MER2

Co, I repère canonique
&

yy .......-

,I

0

!
I

x



0[r + y
,
0 [0

, 24]

x = rcos (Ol
, y

= usin &

Cr
,
Ol les coordonnées polairesde

R(x
,y) % - 7

7r = x + y = r=x2+yz

tanO = 1 =) 0 : Arctan (2) < <0
, y>, 0

proposition
: Si f : R-> R me fonction definie au

Voisinage de (0 : 01 Er sauf peut être en (0 ; 0

Si firm &(rcoscol ,
rsin (01)= &EIR

r-> 0

existe independamment de O
,

alors firm f(x , y) = l

(xiy) -> (0 , 0(

Exemple : 8 :lit en
firm f(x , y)
(x

, y) - (0 , 0)

f(rcos(8) ,
rsin (0)) = rcos Ol r sin(Ol

-ol+r"sin(a



-Et sincal = cosical sin" la

firm f(rcos(Ol
,

rsin (0)1 =

F->0

=7 Sim f(x , y) = 0

(x ,y) - (0
, 0)

Exemple : f : R-> R

(x
, y) -c e

Dir f(x ,y(
(x

, y) - (0
, 0)

f(rcoscol , rsin coll =
coscal=

1 Sin (20)

firm f(rcoscO) ,
rsin (0)) = 1 sin (201

r->0

lalimite depend de O=) f n'admet pas de finnie et



Exemple : 1 : R - R

f(x , y) = C
g i

fim f(x , y) !"
(x

, y) - (1 ,
1)

CC- 1 = rcos(8) , y-1 = rsin (0)

f(rcos(0) +1
,
rsin (0) + 1 /

=Ircoscoll(rsincal1
=

rcoscalsin'(0)
rcos(0) +r sin Ol

=rcos(OlsinOl -> 0 FO
r - 0

=> f(x , y) - 0

(x
, y) - (1

, 1)

Caracterisation sequentielle de la limite

Soit f : Act-> F
,
Act

,

Eife . U . n
,

a = A

I admet me firmite -> f quand se -> a

si pour toute site (Cn/nea EA converge vers a ,

ta ste (f(an//nein converge verse



Contraposée :

I deux suites (en)
, (yn) A telles

que
en ->

a ,y
+sn - 3 +1

mais fl la, fit-ta ,
la et

=> fr'admet pas une finite en a

Exemple : f(x ,y) = 1+Syn to

firm f(xiy)
(xiy) - (0 : 0)

Coordonnées polaire

firm f(rcos(0) ,
rsin (0)) = fim (1 +ma)(

=firm (1 + ~cos"cal)

=
1

Caracterisation sequentielle

en
=( (nis 10

, 01

Un
= 10 , 1 =d

(0
, 01



f(un) =

1+2

= 1 + 1 -
n-

f((n) = 1 +

12
=

1

On ne pent pas dire que firm f(x , y)
(x , y) - (0 , 0)

Caractérisation Cartesienne

Chemin 1 :

Chemin 2 : (x
, 01

f(x ,
0) = 1 + 1 = 1 + x -2 1

x - 0

On ne pent pas dire que ta firmite de f est 1 en 10:0

Definition
3

If(x ; y) -11 =

y:



Continuite

-di :

si gadmet une cimite quand x-a et cette limiteest

S(a) .

# 530
, 7810 ,

FRA
, Isalle (8=lig()-f(11

sinon s est discontinue end.

*

I continue a Assi I continue en chaque point a =A.

ensemble de fonction continue de domaine A â

value dans F ,
2 (A,

F) .

---
->

propul

I : A-if continue en a si lune des conditions niwanter et

isifia :

⑦ 20
,
7830 ,

fa A
,
a Bla

, S) = -f(x) + B(f(a),) al

f(B(a, s)) (B(f(a) , 2) .

y ( g(B(a ,
8)) = 7xt B(a

,
8)

f(x) =

y
= 1f(x)t f(B(a , f))

=> f(x) - B(g(a) ,
2)

=y - B(f(a) , E)

-f(B(a , f))cB(f(a) ,
2)

& + Vr VIgCaL - UEE WCaL FatA

x = VE -

-f(x)
= VE

③ f Vr = W(f(a)) 1 - V
=

- Vcal

g(V= nAl c VE



④ I continue en a si im 9(2)= f(a)
na

-> popiété:

I continue en at Essi * it :18 D
Fi : -R est continue en a

I : E - - f

ar-gax) = (1 ,
(a) , f2(x), --pul)

* & continue an AcEssig :
continue su A .

-> popuiti (operations sun les jonctions continues
soint E , ele et ACE .

1) Si I , g :

A -if continues sun A .

=> AxGIR
, I+29 continue sur A

.

21 La compositions d'applications continues est continu

si FcR .

3) S19 : A - -F continue unA alos J.g continue an A .

④ sig Fo mu A , gig cont continues A=I continue

un A
.

- partic (caiberisation séquentielle de la continuite (

I : F
- F

,
AcE

,
a t A

.

I continue en assi = (an) A convergente wes a ty (812n)IntioMEIN



convergente roo &cal .

- dy , /prolongement pon continuitil

J
: E CR"--IR, , 20 E

, xo4E

↳jadmet serr limite I quand se -20

On peut étendre le domaine de dlf de I â

exemple :

1 : 12 410, 073- IR

(2, y) = 2 + cy

27y2

ein I(x, y) =

Ce,y)
-- 0 , a

- at eimesint cos't = 2

l-10

f(x) = f(x) : x + (R2 : 90
, 021E

2 : (2 ,y) = 10, 02

~ theorine : Image , réciproques d'amate
,

de femes (

- l'image récipoque d'un ouvert par une app . continue est

un amert
.

- image



Demonstration :

I : E-F
, une application continue

,
M avet dans F

,
on

vent monter que I-(u)

soit a cf-1(u) , f(u) Ellaert

= ex0, B (f(x) : es) : M .

Icontinue , I 810 , FyGE , Ily-x1173
=> 119(y)-g(n))) <ex

=f(B(x,8)1cB(f(x) , rx) c l
.

= B(x
, 5) cg

-1(l)

= 830
, f(28) e

g
-

(u)

-> j-1(u) est auert .

comparité s

-dy : (E
,

11 : 11) evn ,
ACE

.
On dit que A est compact dan E

sai toute suite de A admet une cons-site convergente dans

A

e R , Un = ~ n'admet par une sous-mite convergente sur 1 .

CC

② Tout forme est compact" .
Fauce car IR same mais pas compact .

③ <[a
, b] , 1 . 1)

. Compact .

-> popuit , E an.

⑧ (ensemble vide not compacte .

① Tout compact de [ est fert it bant
.

③ Toute partie fermie d'un compact de Eest compact .



Démonstrations /

② on doit mq A gene ,
Acc

, x = F
, I (nn) -A tq2n

-12

comme A compact , I (Upcnil converge versy <A-mais (4p(n)
est une sals-site de (n) convergente verz = -(49(n)) -> y)

(2kni) -2 .

Pou l'enicite de la limite =1x = y tA .

=-A c A = A ferie

.

A bone
,

Pou controport, on doit my Aborni
. On suppose que A

n'est pas borne
,

nt/N .
F (an) A , Ilkn1 >

,
-

Pou toute saws-suite (nd(ni) de (ani on a :

5 0 > Ilskan 11 2
, 0(n) 2 , h .

= Ikecnil-t o done holm diverge.

n++0

-A n'est pas compact .

-popriete ,

- Tout espace compact d'un espace rectoil namé est complet .

- Tout rectoi nome de dimension fimi est complet ,

SIR , 11 . 11 7 , CV
,

11 . Il

- < (C,b) , IR) et complet par rapport a la name 11911g =

p ///t))
* (R

,
1-11 , (4 ,

I . K sont des espaces de Banach .

-
2 =

ctiy + & ,
121 : ity .

-popit , I produit cantifien de compacts(

A E
, F 2 evn , AcE

, compact .

BcF compact . - AxB est compact deExF
.

A
I , E -F application continue.



Si A compact det , ICAL est compact deF
-

*Toute union finie decompact est compact
* Toute intersection quelconque de compact est compact .

-theorie :

(de Bolano-weiestrass
Toute mite banie d'un espace rectoire nome de dim (El fine

posséde une sous-mite convergente.

* I = (a, b)

↓(na) tI , URAIN
,
a Un< b

, 7 (k4cni)x-ate de (nn) Cr .

noca
- x

=- = x(n) b

a
= x = b = > x+ I

.

-Ilst compact

-> papiité : elle , dim E=n , ACE-A compact si A fermé
et borie,

Continuité emforme:

-"dy , Soit E ,
Fem , ACE . 9 : A-f : on dit que f est continue

eajornement sen Assi :

- =20 , 7830 , f a A
,

rtA.

11x-all < S = ,1f(x)-f(a))c2 , Span tout h
, at A

.

sin- n'est pas continue unifamement sur IR*.

21 S(n) = Y est continue uniformement nun IRI -



-popriete:

-y : (application cipschiziennel

soit E, Fern
, I : E-if

.
Ondit que I est lipschizienne si :

I k30 , Xx
, y tE

, Kg()-f(y)/Ir KlIn-yle - Kest indépendant de

n, y .

On appelle 8
: E-lipschizieane

Remarques
Toute application O-lipschitienne est constante.

fu
, y (E

,
0 = (f(x) - f(y) = 0.

=Cf(x) -f(y) = 0 = cf(u) = f(y)


