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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications. Le
sujet comporte 3 exercices. L’ordre dans lequel ceux-ci sont traités n’est pas imposé.
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Exercice 1 : limite, continuité, différentiabilité et classe C!. (11.5
points)
Soit I’application f définie par

Fny) = 22 sin (@) si (,y) # (0,0)

0 sinon

1. Montrer que f est continue sur R?. (1.5 points)

2. Sur quel(s) domaine(s) f est-elle de classe C! ? (6.5 points)

3. Sur quel(s) domaine(s) f est-elle différentiable et le cas échéant, quelle est sa différentielle ?
(3.5 points)

1. Montrons que f est continue sur R2.

Sur R2\{(0,0)} : (0.5 point)

1/y/x2 +y? est continue sur R?\{(0,0)} car le dénominateur ne s’annule jamais sur cet
ensemble et que 22 + y? est positif. On déduit de cela que sin(1/+/22 + y2) est continue
sur R?\{(0,0)} comme composée de fonctions continues. Finalement, 2 sin(1//22 + y2) est
continue sur R?\{(0,0)} comme produit de fonctions continues.

En (0,0) : (1 point)
On a

[f(z,y)| =

22 sin B <z — 0
\/ .’E2 + y2 (z,y)—(0,0)

lim z,y) =0= f(0,0
(x,y)ﬁ(o,mf( y) £(0,0)

donc

Finalement f est continue sur R?.



2. Etudions les dérivées partielles premiéres de f :

En (0,0) :
of = lim f(6,0) = /(0.0 = lim1 x t%sin 1) - 0 (1 point)
Ox 00 0 t t—0 1 |t]
o1 = lim 10.4) = /(0.0 =0 (1 point)
a:(} (0,0) t—0 t

En (z,y) # (0,0) :

of
ox

af
dy

1 z3 1
= 2xsin — cos
(z,y) (V$2+y2> (552+Z/2)3/2 (\/562—{—:1/2)

ye’ ! 1 point
ey @R\t pom

Ainsi, les applications dérivées partielles premiéres de f sont données sur R? par

of _ ) wsin <\/:1:21+y2> - (x2+a;32)3/2 cos <\/$21+y2> si (z,y) # (0,0)
o . 0 sinon
I‘Q .
87f = B (12-392)3/2 o8 (\/m21+y2> S1 (‘T’ y) 7& (O’ 0)
oy (@) 0 sinon

Continuité des dérivées partielles premiéres sur R?\{(0,0)} : (1 point)

Comme précédemment 1/+/x2 + y? est continue sur R2\{(0,0)} car 2% + y? est strictement

positif. De ce fait cos(1//a? + y?) et sin(1/y/x? + y?) sont continues comme composées
de fonctions continues. De plus x%/(2? + y?)3/2 et yx? /(2 + y?)3/? sont continues comme

fractions rationnelles dont le dénominateur ne s’annule jamais. Finalement les deux dérivées

partielles sont conitnues sur R?\{(0,0)}.

Continuité des dérivées partielles premiéres en (0,0) : (1.5 point)
Posons, pour simplifier les notations

0
ha.y) = ai

(z,y)

Passons en coordonnées polaires

= ~ pPeos?(9)sin(f) , 1
h(p,0) = L o (%> = — cos?(0) sin(6) cos (p)

qui n’est clairement pas défini quand p tend vers 0. Ainsi f n’est pas C! en (0,0).



3. Etudions maintenant si f est différentiable.

Sur R2\{(0,0)} :
Comme f est C! sur cet ensemble alors f y est différentiable. (0.5 point)

De plus la différentielle est alors donnée par

. 1 z3 1
Pt ()~ e (ot )|

2
yx 1 :
— ho @2 1 22 cos <\/m> ] (0.5 point)
En (0,0) :
D’apreés le cours, f est différentiable en (0,0) si et seulement si
. 1 of of :
lim ———— | f(h1,h2) — f(0,0) — hy = — ho — =0 0.5 point
5 00) i? T f(h1,ha) = f(0,0) = h1 00 2 5y (0’0)] (0.5 point)
notons alors
1 of af
6(h1,h2) = f(hl, hg) - f(0,0) - hl - - h/2 -
hi + h 97100~ Wloo
Dans notre cas, on a
(b1, ha) L 22 (0.5 point)
€(h1,he) = ——— _— .5 poin
NG E e

Passons alors en coordonnées polaires
1
&(p,0) = pcos(0) sin () — 0 (1 point)
p ) rho—0

donc f est différentiable en (0,0).

La différentielle est alors donnée par

Do) f(h1,h2) =0 (0.5 point)

Exercice 2 : Continuité (4 points)

Soit la fonction définie par

|;—‘ sty > |z

f@y) = ity si (v < lal et (2,9) # (0,0))
si (z,y) = (0,0)

)



1. Répresenter dans R?, les domaines sur lesquelles la fonction f ci-dessus a été définie. (1 point)
2. Etudier sur R? la continuité de f. (3 points)

1. Voir ci-dessous la représentation des différents domaines (il manque (0,0)) (1 point)

2. Posons

U={(z,y) eR* Jy>[z]} V=A(z,y) eR® Jy<l|z]} F={(z,y) R Jy=l|z|}

Continuité sur U : (0.5 point)
f est continue sur U comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule jamais
puisque y > |z| > 0.

Continuité sur V : (0.5 point)
f est continue sur V' comme quotient de 2 fonctions continues dont le dénominateur ne s’an-
nule jamais.

Continuité sur F' :
Soit (zo,yo) € F.

A partir de U : (0.5 point)

lz] w0  [wo] 1
! 22 T
@y)—=(zowo) Y2 y5  |wol* w0
A partir de V' : (0.5 point)
4y 4yo

1
lim =
@)= (owo) (2] +1y[)2  (lwol +lwol)*  |zol

donc continue sur F.
Continuité en (0,0) : (1 point)




Prenons yy < 0. Alors

4y 4
- = - — —X
Yy Y y—0

f(0,y) =

donc f n’est pas continue en (0,0).

Finalement f est continue sur R?\{(0,0)}.

Exercice 3 : continuité bis (4.5 points)

Déterminer sur R?, la continuité des fonctions suivantes (1 point + 1.5 points + 2 points)

y3

oz at4y? _ e si (z,y) # (1,0)
hew) =i PO =Gy fg(‘”’“”y)‘{o " i@ =0

3

Soit f(z,y) = xf%yQ :

Pour R?\{(0,0)} : (0.5 point)
La fonction est clairement continue comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
jamais.

En (0,0) : (0.5 point)

_ lwyly?
’f1($,y)’ - l,Q_’_yQ

<ley] — 0
(,9)—(0,0)

donc la fonction est continue en (0,0) et sa limite est 0.

Finalement la fonction est continue sur R2.

2 2

i zoty” .
Soit f(z,y) EEEmE

Pour R2\{(0,0)} : (0.5 point)
La fonction est clairement continue comme quotient de deux fonctions continues dont le dénomina-
teur ne s’annule jamais.

En (0,0) : (1 point)
Passons en polaire

2

3 B p _ P
fa(p,0) = p(lcos(0)] + [sin(B)]) | cos(B)| + |sin(6)]|

or

V0 € R, |cos(9)| + |sin(f)| > 0

d’ott 'on déduit que

fa(p,0) — 0
p—0



et finalement f5 est continue en (0,0) et sa limite vaut 0.

Soit

3

B (1) £ (1,0)
2, — ) (z—1)%+y
f3(z,y) {0 si (z,y) = (1,0)

Pour R?\{(1,0)} : (0.5 point)
La fonction est clairement continue comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
jamais.

En (0,0) : (1.5 point)
Passons en polaire en posant

{x =1+ pcos(h)

y = psin(0)
Alors 5 . 3(9)
= p° sin . 3
0) = - 6) — 0
Js(0:0) = o) 7 sm2(@)) ~ P ) 5

donc la fonction est continue en (1,0) et sa limite vaut 0.



