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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte quatre exercices. L’ordre dans lequel ceuz-ci sont traités n’est pas imposé.
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Exercice 1. (143 = 4 points) - Question de cours.
1. Donner la définition d’un espace séparé.

2. Montrer que tout espace vectoriel normé est un espace séparé.

Exercice 2. (343 = 6 points) - On considere les ensembles suivants :
e A={@yerR/z=01<y<2}.
e B= {(:c,y) eR%/|z—1| <1,|y—1| < 1} U {(0,2;0, 5)}.

e (C=|-5,-1[U]0,5]U{6}.
1. Les ensembles A, B et C sont-ils fermés, ouverts, ni fermés ni ouverts 7 Justifier votre réponse.
2. Pour chaque ensemble A, B et C déterminer I'intérieur, 'adhérence. Justifier votre réponse.

Exercice 3. (1,5+4+0,5 = 6 points) - On note &£ 'espace vectoriel de toutes les suites réelles
bornées. On définit les applications Ny, No par

2" +1

any2)

2" +1 )
est bornée, et trouver ses bornes sup(a,) et
2n 42 neN

(an). Est-ce que pour tout xz € £, Na(z) existe?

Ve = (zp)n € E , Ni(z) =suplz,| et No(x)=sup
neN neN

1. Montrer que pour tout n € N, a,, =

inf
neN
2. Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur £.
3. Montrer qu’il existe «, 5 > 0 tels que : alN7 < Ny < SNVy.



Exercice 4. (1414242 = 6 points) - Soit E un espace vectoriel et 'application ||.|| : £ — R qui
vérifie les trois propriétés suivantes :

e |z]|=0=2=0

o VAER VzeE, Az =z
o Vo€ B, Jo+y| < max (], Iyl

Montrer que Vz € E, on a ||z| > 0.

Montrer que (E, ||.]|) est un espace vectoriel normé.

Soit Vr > 0, Va € E. Montrer que [m € B(a,r)] == [B(a,r) = B(z, r)}

= W o

Soit V(r,8) € (R%)? et V(x,y) € E% Montrer que
B(z,r)N B(y,d) # (Z)} == [B(:c,r) C B(y,0) ou B(y,0) C B(x,r)}.

Indication : Pour la question 4, on pourra utiliser la question 3.



