TECH CYCLE PREPARATOIRE - PREMIERE ANNEE
@ ANALYSE 1T - 2021/2022

Equations Différentielles

Exercice 1

Donner une équation différentielle dont la fonction f est une solution.
X

1. f(x):lj_ew.
2. f(x):rcez; u celR
3. f(:v):1+1+xx2.
4. f(x):%; ot a€eR
Solution
e’ 1 by e’ B ;L
L) = o = 1 ) =~ = S S ¥ =1+ )
pon_cet el +1-1) ¢ c - 1 5
2 fle)= (1+er)? (1+er)?  1+e (14em)? J(@) = 2 J @)

Exercice 2
Résoudre les équations différentielles. Préciser le domaine de validité des solutions :

a) y = —2y, b) yy' = —t. c) y =ty,

d)y =ev. e) t*y = —y, f) (1+8)y =1+y%
/ y 2 !/ 1+y2 . !/ y
-7 h) (1+#2)y = = .

8y =17 ) (L+2%)y 3 Dy =1"7%

j) v =eYtant.

Solution

a) On applique le cours a une équation linéaire du premier degré a coefficients constant :
Les solutions de I’équation différentielle sont @ — Ae 2", A € R.

b) Onay?’=XA—t>, A€ R" (si A <0, 3 < 0 faux)
doncy=vVA—t2ouy=—-v\—1t2

c) y =ty
t2
f(x):Aeflztdt:AeE, AeR
d) y/:etfy@yley:et<:>ey:€t+A<:>y:1n(€t+A)



e) ty' =~y

1
Pour t # 0,y = L

e e !
fle)=Ae ~ t* =Aet, A€R

f) (1+¢)y =1+
Equation a variables séparées

t3
/ 3 t+—+A
(1+t2)y’:1+y2<:>1$ 2:1+t2<:>ln(1+y2):t+§—|—A<:>y2:e 3 -1
Y
t3 t3
t+—+A t++A
Donc f(t)=\e 3 —louf(t)=—\e 3 -1
Ensemble de définition a revoir...
r_ Y y/ _ 1 2\ _ _ arctan
g)y—1+t2@1+y2—1+t2@1n(1+y)—arctant(:)t—:lz\/l—e tant
1+y? v 1 1 1 t
h 1 tQ /: Rt fr @1 1 2 _ — — — PR
) L+8)y' =5 1+2 B8 n(+y) =g -5t
N y y 1 Y 1
= &= = s t=——"
VY =1p®, "1op y 11
@y/ ! + ! < Iny 11\1 t|+1111+t|
— = njyl =—=In|l— —In
v 20—1)  20+0) =73 2

j) ¥ =eVtant & y'e? =tant < ¥ = A —In|cosz| & y = In(A — In|cos z|)

Exercice 3
Résoudre les équations différentielles :

1. 2%y = ay® + 2%y + 21°,
2. 2y =y + xcos <g>,
T
3. 2%y = xy — 5y,
4. xyy = x* — 2y + >
Solution
Dans tout cet exercice on reconnait des équations homogenes.
1. 23y = 2y + 2%y + 247,
On pose zz =y alors 2z + z = ¢/
L’équation devient 2°(2'z + z) = zz%2” + 2*xz + 22°2°
Donc 2/ = —z2+ 22+ 24223 =224+ 223



Z 1 2z
D ——=1d - —
oney (14 222) one (z 1+ 222

z
6ac+A

S — =
V1422

o 22 _ €2x+2A(1 + ZQ)

1
>z’:1<:>lnz—§ln(1+2z2):t+/l

2x+2A
2 e
&= T oA
€2a:+2A
Y= c2eren

Bien compliqué...
2. xy =y + zcos (g>,
x

On pose z = Y done y=zr doncy =z2'z+ 2
x

o Yy / _ 2.0 2 1
xy =y+xcos (=) ex(fr+z)=zx+axcosz e 2 =xcosz & = -
x cosz T
On pose w = sin z docn w < 1d’olt w’ = cos z 2/
2 1 w' 1 1 |14+w 1+w 9 9
=—-& =—<&—-In =Inlaz| & |——| =a‘x
cosz T 1—w?2 2 2 1-— 1—w
, 9 o a’z? —1
Soitu €] = L1 (1+w) =a 2" (1 —w) S w=—5F5—
a*r® +1
Catx?—1
2z = arcsin
a2x23L1
v a’r® —1
= garcsin ————
Y a?x? +1
3. 2%y = xy — 5%,
Onposez:ydoncy:zx donc y/ = 2w+ 2
T
2z 5 1 1
P2rlr+rtz=022-5e =2 - =_fhre =
22 z z 5lnz
T
Donc y =
4 5lnxz

4. xyy = a® —xy + >
On posez:g donc y = zx donc v/ = 2’2 + 2
x
zzr(r+2) =2~z + Pt e v+ A=l e =12

! 1 1 1
:—<:>(—1+ )z'z—@—z—ln(l—z):ln:c—i-A,AE]R
x

2z
1—2 1—2 T

Exercice 4
Résoudre les équations différentielles, par la méthode de variation de la constante. Préciser
le domaine de validité des solutions :

1
a)y = —2y +1t by =2

c) Yy = —ytant + costsint d) y = A + exp (—)



Y
e) y':—t2_1+t2 f) o =2ty — (2t — 1)’
g) y’:_%_l h) ¢ cost + ysint = cost + tsint
2t —1 .
i) y’—(tz_l)yﬂ D=1y +(+1)y=3+2¢
Solution

a) Equation homogene : y(t) = Ce ™"’

Solution particuliere (constante) : y = 3

1
Donc solution générale : f(t) = 5 +Ce¥, CeR
dt 1
b) Solution de I'équation homogene : x — Ae’ t* = Ael

On cherche des solutions de la forme A(t)e%

1

- 1 e
A(t)et = —5 donc A'(t) = — 3
et , | dt
On a 3 dt on effectue le changement de variables : u = —3 d’ou du = =
. 1 1
— / 67?dt = — /ue“du = —ue" +¢e" = le_g et
B B ot

Donc ’ensemble des solutions de 1’équation est ’ensemble des fonctions :
1 1
T — T 1+ Aet

¢) Solution du systéeme homogene : ¢ — A cos(t)
Variation de la constante A'(t) cost = costsint
donc A'(t) = sint
et A(t) = —cost
Donc f(t) = Acost — cos®(t), A€ R
d) Solutions du systeme homogene :
dt 1
f:xt—)Ae_ft_QerZ, AeR
Variation de la constante : on cherche des solutions de la forme A(t)e™
A(t)er = et done A'(t) =1

Donc 'ensemble des solutions de 1'équation est f(t) = te

o=

1 1
t t

4+ Ae

f) Les solutions du systéme homogeéne sont ¢ — Aet?

Variation de la constante : g(z) = A(t)e"
At)e? = —(2t — 1)e! & A'(t) = (=2t + 1)e'"
Donc A(t) = e~ + A

Donc I'ensemble des solutions de I’équation est f : ¢+ e’ + Ae”.



A

g) Les solutions de I’équation homogene sont f(z) = Ae” JEtdt = pe=tn®) — T On
Alt
recherche des solutions de la forme g(x) = %

t
Donc A'(t) = —t donc A(t) = 5+ A AeR.

L’ensemble des solutions de I’équation est donc ’ensemble des fonctions de la forme :

t— t+A
2t

Exercice 5
Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

a)zy —y=zety(l)=1
b) 3 —ycost = 2cost — sin’tcost et y(0) = 1
o)y +2y+2°=0et y(0)=0y0)=0

[oW

Yy —y=cosx+e"sin2z et y(0)=0
) (z -1y +y=a; et y(2)=2
) tt—1))y — Bt =1y =—t>(t+1) ety(2)=0

/

h)y —y=sinhz et y(0)=

g) 4y —y=cosz et y(0)=0
) 1
i) ey +y=0 et y(0)=1
Solution
Loy —y=mx;et y(l) =1
On cherche des fonctions continue et a dérivées continues.
On a vu que les solutions générales de 1’équation homogene sont = +— ax définies

sur R
Pour 2 # 0, la méthode de la variation de la constante aboutit & 2?a’(t) = x donc
1
a(x)=—
() = -

Une primitive est a(z) = In |z|

Donc x +— z In[z| est une solution particuliere de ’équation.

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est [ : xz +— z(In|z| 4+ a)
On résout f(1) =1 donca =1

On a raisonné pour x # 0, on remarque que la fonction obtenue est continue en 0
mais non dérivable.

L’unique solution du probleme de Cauchy sur ]0; +00| est donc
fx— z(ln|z| 4+ 1) définie sur |0; +o0]



2.y —ycost =2cost —sin®tcost; et y(0) =1
Les solutions de I’équation homogene sont f : t +— Ae*™! avec A € R
On utilise la méthode de la variation de la constante :
A'(t)e™ = 2cost —sin® tcost < A'(t) = cost (2 — sin’t) e >

At) = / cost (2 — sin®t) e~ *™dt on effectue un changement de variable u = sint

et du = costdt
(Regles de Bioche)

A(t) = / (2—u?) e "du= (u®+2u) e " + A= (sin’t + 2sint) e "’

Donc les solutions sont de la forme f: ¢~ sin®t 4 2sint + Ae™ 5"
L’unique solution du probleme de Cauchy est donc f : t + sint + 2sint 4 e~ *?

3.y +2%y+2°=0; et y(0)=0y(0)=1
3
T

Les solutions de I’équation homogene sont f : z — Ae 3 avec A€R

On observe que la fonction constante y = —1 est solution donc
3
Donc les solutions sont de la forme f: ¢t+— —1+ Ae 3

ZES

L’unique solution du probleme de Cauchy telle que f(0) =0est f: t— —1+e 3
4.y —y=cosx +e"sin2z; et y(0)=0
Les solutions de 1’équation homogene sont f: z +— Ae” avec A € R

La méthode de la variation de la constante donne A’'(x) = e (cosx + €” sin 2z) =

e Tsing + sin 2z

1 : 1

Or e “sinx = 56’9” (% —e7) = = (eli7De — ¢ilet))

2
1 6(ifl):): e(i+1)x 1 ) )
- i _ _ = -z 1) — (G+D)z, 1
2(¢—1 z'—l—l) g (TR - e - )
Une primitive est — _Z(c~%(cosz + isinz)(i + 1) — e*(cosz + isinz)(i — 1)

= (e‘%cosx —sinz) — €*(— cosx — sin x))
5. (x—1)y +y=a; et y(2)=2

Les solutions de I’équation homogene sont f : = —

] avec A € R.

La méthode de la variation de la constante donne A'(z) = z(z — 1)
2

donc A(z) = %—i—A, AeR
A x?

Donc f - AeR
onc f x»—>x_1+2(x_1)7 =
Il vient f(2) = A+ 2
2
—4
Donc la solution, unique sur |1; +00] telle que f(2) =2est f: = — 2? 1)’ Ae
x —_—

R. Elle n’est pas prolongeable en 1.



6. t(t — 1)y’ — (3t — )y = —*(t + 1);

3t—1
Les solutions de 1’équation homogene sont f: z +— Ael @ avec A € R.

ona St-1 1. 2
na =—-4+ —
tt—1) ¢ t—1

1

Ael et = 4\ = At = Ap(t — 1)?2
On cherche un solution particuliere en at? + bt + ¢
t(t—1)(2at +b) — (3t — 1) (at® + bt +¢) = —t*(t + 1)

2a —3a = -1 a = 1
—2a+4+b +a—3b = -1 N b = 0
—b—3c +b = 0 b = 0

c = 0 c = 0

Un solution particuliere est  — ¢
Donc les solutions de 'équation sont de de la forme x — At(t — 1)? + ¢*

7. 4y —y=cosz; et y(0)=0y(2)=0

t
Les solutions de I’équation homogene sont f : =+ Ae4 avec A € R.
t
1 -
La méthode de la variation de la constante donne A’(t) = —e¢ 4 cost

t

1 —— . )
On cherche la partie réelle de la primitive de Ze 4t = e(_%“)t

T S AT o Y (I S W o N S
n primitive es BT (cost+isint) —3 ) =7 (g cost +sint )+
—cost +4sint
Donc A(t) = s
17
t+4sint
Les solutions de '’équation sont donc f: z +— Ae? + cost 2sint avec A € R.

17

r _ T

8. y/—y:sinhx:%; et y(0)=1

Les solutions de I’équation homogene sont f : =+ Ae® avec A € R.
On sépare les deux solutions :
e—l'

2

On cherche des solutions en ae™
ae”* +ae Tt = ¢ donc a = L
2 4

Y —y=

x

6:1:

/ [ gp—
) y_2

On cherche des solutions en bxe”
xT

1
be® + bxe® — bxe® = c done b = -
2 2

9. "y +y=0; et y0)=1



Exercice 6
Résoudre les équations différentielles :

1. 23y = 2%y + y* — 27

1

)2

2y=y -5

3.9 —y+ay> =0

4.y —y4+azy* =0
4

5. xy’—y—l—%zo

3
6. vy — V= (92 — 3)y°

Solution

Exercice 7
Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

y
x
2. (1+2%)y =y"—1; ety0)=2
3.2y =y* —3xy—1; et y(3)

1
Ly + —yz—l—ﬁ:O; et y(—1)=-2

=9
1
V3

4. vy = —y+ay®; et y(l) =

Solution

Y

1
1. y'+;—y2—|—ﬁ:0; et y(—1)= -2

1
On remarque y = — est solution de I’équation.
x

Sinon, on peut effectuer le changement de variable v = zy donc v’ = 2y’ +y

1 2 1 !
—<u'—?—L>+£2—u—2+—220<:)a:u’—u2+1:0(:) 2u =
Il vient * 137 xl ., :131 1u -1z
U
& — —=—-<(1 —1|+1 1= =1
<u—1 u—|—1)2 ; (Infu— 1]+ Infu + |)2 n|az|
— 2
Donc = ax donc 1——1:ax donc =1—ax
U
2 1+ ax
= —1d =
u(@) 1—ax onc /(z) (1l — ax)

2. (1+2%)y =y*—1; ety(0)=2
Les variables sont séparées :
/
1
1 2 — 2 1 Y _
(L+2%)y =y y2—1 1+a?
1

N 1 1 y
y—1 y+1)2 1422




- —1
Donc In |a” = (arctan z)? donc Y = ae®@ ) done f(z) =
y+1 y+1
1+a 1
0) = =2 d ——
f(0) T onc a = g
3.y =y* —3xy—1; et y(3)=9
z:y——ﬂcaulorsz’:y’—§
2 2
3 3\ 3 9
x(z’+§) = (z+§x> — 3w (z—|—§) — 1 donc zz’:z2+1x2——x——
1 /
On pose u = — d’ou 2/ = —%
z u
zw' 1 9, 3 9 , 9 2 1\ , 1
donc—ﬁzﬁ Zx—ix—é—ldoncu:é—l(m—g—;)u -
1\ ., 1 9 2 1 1\ 1
r)=|z+— r)=1——Ona = - - = 1+ = — =
fo) = (o4 7) 1) =15 2(=-3-2) (1+3) 41
4oy = —y+ay’; et y(1)= 7
1 2y’
Onposez:—zdoilz':——%3
Y Y
Y 1 -2 z
Onaz= =—— 4z doux =—z+zdouz =2--2
vy &
Les solutions du sytéme homogene sont g(x) = Ax? et z = 1 est une soution
particuliere donc
g(x) = 1+ Az? est une solution de I’équation en z
€
donc les solutions de I’équation sont f(r) = ———= avece=1oue= —1
‘ 0= A

et AeR.

1+ ae(arctan x)?

Exercice 8
Résoudre les équations différentielles :

a) y" — 6y +9y =0
)y =2y +2y=0
)
)

g) y" —6y +10y =0

e) y' +4y =0;
i) v +5y +6y=0
k) v — 2y + 2y = te' cost
m)y” —y = —6cost + 2tsint
o) y'" =2y +y=cesint

a) x> A’ 4 Bte”

b)y" +4y — 16y =0

d)y' —y=1t"++¢

f) v +2y +y=¢

h) 4" + 2y +y = e' + cost
j)
)

) o 43y + 2y =e*(t+1)

y// + 2y/ +4y — t2et

n)y’ —3y +2y=¢e (£ +1)
p) Y’ +y — 6y =e(2t+1)

1 — gelarctanz)?



b) rP+4r—16=0«< (r+2)>-20=0
donc I'ensemble des solutions de 1’équation est f:x — Ae(-2r2vB)t + BAe(-2-2V5)t
c¢) L’ensemble des solutions de I'équation est f : z + e'(Acost + Bsint)
d) Un solution particuliere : g(t) = —t* + at® + bt + ¢
On a ¢"(t) = =6t + 2a
—6t +2a+t* —at® — bt —c =t + ¢
Ilvient :a=—-1,b=—6¢et c=—2
g(t) = —t* —t* — 6t — 2
Donc I'équation différentielle admet comme solution :
r— Acost+ Bsint —t3 —t* — 6t — 2
e) r?4+4=0<1r=2i our=—2i, Pensemble des solutions de ’équation est
frxr— Acos2t+ Bsin2t, Ac Ret BeR

f) ? +2r+1=0« 7= —1, —1 est une racine double.

L’ensemble des solutions de 1’équation est

fix— Ae '+ Bte!, AcRet BER
g) P —6r+10=0<(r—32+1=0

donc I'ensemble des solutions de 'équation est f : x + e*(Acos+Bsint)
h) 724+ 2r+1=0<« (r+1)* =0 donc -1 est racine double.

on utilise le principe de superposition :

1
On cherche une solution particuliere en Ae’, on obtient Zet

1
On cherche une solution particuliere en Acost + psint, on obtient 3 sint

donc I’ensemble des solutions de 1’équation est

1 1
fioz— Z—let—kgsint—i—e’t(A—kBt)

—5+1
i) 2 4+5r+6=0A=25—4-6=1 Les solutions sont r; = 2+ =—-2etry=-3

donc I'ensemble des solutions de I'équation est f : x — Ae 2 4+ Be ™3

N~ .

=

— — — ~— ~—

y' — 2y +y=e'sint

)

L’équation caractéristique est 72 — 2r + 1 = 0 de solution double 1

On cherche une solution particuliere de la forme g(t) = e’(asint + bcost)
g (t) =e'(acost — bsint + asint + bcost)

=¢c'((a — b)sint + (a + b) cost)

et



g (t) = e'((a —b) cost — (a+b)sint) + (a — b)sint + (a + b) cost
= e'(2acost — 2bsint)
On résout donc
q" —2¢ +g=c¢e'sint
& 2acost —2bsint — 2((a+ b) cost + (a — b)sint) + (asint + bcost) = sint
S2a—2a—2b+b=0et —20—2a+2b+a=1
Sb=0eta=-1
Donc une solution particuliere est g(x) = —tsint
L’ensemble des solutions est donc f : x — —tsint + Ae' 4+ Bte' avec A € R, et B € R
Exercice 9
Résoudre les problemes de Cauchy suivants :
Ly'—y —2y=0; et y(0)=19(0)=5
2. y"+4y +3y=0; et y(0)=2,40)=0
3.y +4y' +4y=0; et y(0)=14(0)=1
4. 9"+ 10y +25y =t et y(0)=1,94(0)=1
Solution

Ly —y —2y=0; et y(0)=14(0)=5
L’équation caractéristique est 72 —r —2=0&r=1our =2
L’ensemble des solutions est f(x) = Ae® + Be*
Onrésout A+ B=1let A+2B=5donc B=4et A= -3
f(z) = 4e* — 3¢”

2.y +4y +3y=0; et y(0)=2,4(0)=0
L’équation caractéristique est 72 +4r +3 =0<7r=—1lour = —3
L’ensemble des solutions est f(z) = Ae™" + Be "
On résout A+ B=2et —A—3B=0donc B=—-1et A=3
flz)=3e"—e™

3.y +4y +4y=0; et y(0)=1,4(0)=1
L’équation caractéristique est 72 +4r +4 =0 r = —2
L’ensemble des solutions est f(x) = (Ax + B)e **
Onrésout B=1let A—2B=1donc B=1et A=3
f(x) =1+ 3z)e

4. 9" +10y + 25y =t*; et y(0)=1,4(0)=1
L’équation caractéristique est 72 4+ 10r +25 =0 < r = —5
L’ensemble des solutions est f(x) = (Ax + B)e ™

1
Solution particuliere : g(t) = 2—5753 +at* + bt + c

3 6
") = —t>+2 ") = —t+2
g'(t) 2525 +2at + b et g"(t) 25t+ a

6 3 1
g +gdt)+gt) = —t+2a+10 —t* +2at +b | +25 —=t> +at®> + bt + ¢
25 25 25

D’ou



+25a =0

| ool o

55 200 1925b =0
20 +10b +25¢=0

6
a = ——
1g°
R R
G
3125

L’ensemble des solutions est f(x) = (Ax + B)e ™ +

a

6
P
125

Exercice 10

Résoudre les équations différentielles :

a) y" —y" =2y =0
b) % + 3ty +y =0
c) y" + 4y +3y" =0
d) 2" +ty +y =0

Exercice 11

Résoudre les systemes différentiels linéaires suivants :

¥ = 3x
Yy = 5r — 3y

0 {

¥ =2x — 3y
) { Yy = 4x — 6y

x =2x— 3y
e) r_

Yy =—=3x+ 2y

¥ =4x — 3y
8) { y = —x+2y

¥ =2r+y
i) { y=—-z+¢

d=x+y+=z

Solution

)
1. 7= Ae* et y = Be™ B'(t)e® = 54¢* donc B(t) = 66635 +5b

5
donc y = 663“ + Be™3*

2. 7' +y = 3(x +y) donc 2’ +y = Ae* donc 2’ = 44e* donc x(t)

A

y(t) = —§€3t

6 6
= _—— a = _——
94 125 f§5
2 qosp=0<<4 b - ——
25 12 26 625
106 +25¢ = — 2 12 195¢=
+106 +25¢=10 125 +125 +25¢ =0

Ly 6, 18 24
25 125 625 3125
"=dx +4
b){x,_ x + 4y
y =-—x—y
Q) r=x+y+t
y = 21+ 4y + €'
¥ =br—4y+1
£) § ./ _ _ ¢
Yy =—z+2y+e
¥ =2r—y
h){y’:—x+2y
4
= —Ae* et
3



Exercice 12

Trouver les trajectoires orthogonales des courbes y suivantes :
c

a)y=—; ou ceR b) yy =1+t
x

c)y=cr’;, o ceR d) yy =112

e) y = —2ty, f) 3 = eYtant.

g) t*y = —y7,

Exercice 13
Déterminer les solutions de y” + 21y = 0 valant 1 en 0 et de limite nulle en +oo0.
Exercice 14
Résoudre I’équation différentielle suivante : " +y = |z| + 1.
Exercice 15
Soit x et y des fonctions de la variable ¢. Résoudre les systeme différentiels suivants :
=y 4t ¥=-Tr+y+1 2’ = 2tx — y + tcos(t)
a){,__2 b){ c){,_ :
y=x—1 Yy = x + 2ty + tsin(t)
On pourra poser u = = + y et v = x — y pour le systeme 1 , trouver une équation
différentielle du second ordre satisfaite par x pour le systeme 2 , et poser u = x 4 iy pour
le systeme 3 .
Exercice 16
On considere sur R* I'équation différentielle d’Euler (E) : at®y” + bty + cy = f(t), ou
a,b,c € R (a # 0) et f une fonction continue de ]0, +oo[ dans R.
1. Posons z(z) = y(e®). Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est
solution d’'une équation différentielle du second ordre a coefficients constants en la
variable x.

2. Résoudre I'équation d’Euler t*y” + ty + y = cos(21n(t)) pour ¢ > 0.
3. Résoudre I'équation d’Euler t*y” — 2ty’ 4 2y = 2t*sin(2t) pour ¢ > 0.
Solution

1. On considere y une solution de (E) sur R} Cest done une fonction deux fois
dérivable, qui satisfait :

at?y/(t) + bty (1) + ey(t) = £(2).

Pour tout ¢t € RY, il existe un unique z € R tel que ¢ = e”. En reportant dans
I’équation précédente, on obtient :

an:cy// (ez) +bexy' (e:c) —|—cy (ex) — f(eoc)

Posons z(z) = y (e¥). z est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables,
et pour tout x € R, on a :

ZI($) — ea:y/ (eaz) et ZH<£L‘> — e2a:y// (ex) + e;cy/ (€I>



Des lors, y est solution de (£) sur R si et seulement si
ae® " (¢) + bey (€) + ey (e) = f (€*)
soit encore en reportant :
az"(x) + (b—a)'(z) + cz(x) = f (")

. On pose donc z(x) = y(e®). Par ce qu'on a fait précédemment, on est ramené a
résoudre I'équation
2"+ z = cos(2x).

Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions de la forme :
x +— Acos(z) + Bsin(x)

avec A, B € R. On cherche a présent une solution particuliere de I’équation, en
utilisant le principe de superposition :

2ix 6—22'90

(Bp): 2"+ 2= 5 of (Ep): 2"+ 2=
Pour (E}), 2i n’est pas solution de 1’équation caractéristique. On cherche donc une
solution particuliere sous la forme 2;(z) = ae**. En reportant on obtient a = ~5

1.,
et donc z(x) = —662””. Une solution particuliere de (FEs) s’obtient en prenant
le conjugué : z(x) = —ge’m. Finalement une solution particuliere de (E) est

1

2(z) = z1(x) + 29(x) = ~3 cos(2z). Ainsi, les solutions de 2" + z = cos(2z) sont les

1
fonctions de la forme x — —3 cos(2x) + Acos(x)+ Bsin(z) avec A, B € R. Et les

1
solutions de I’équation de départ sont les fonctions de la forme ¢ — —= cos(21n(t))+
Acos(In(t)) + Bsin(In(t)) avec A, B € R.

Exercice 17
Résoudre 'équation suivante sur | - 1, 1] :

(1-2?)y" —ay' +y=0

On pourra poser x = sin(t).
Exercice 18
Soit (E): (1+a)y" —2y + (1 —2)y = (1+z)°", 2 € R.

1. Montrer que x +— e* est une solution de I’équation homogene associée.

2. Soit y une solution de (F) et z définie par y(z) = z(x)e” (on reconnait la méthode

de variation de la constante), montrer que y est solution de (F) si et seulement si
z est solution d'une équation différentielle (E;) que l'on résoudra.



3. Donner les solutions de (F).

4. En utilisant la méthode mise en oeuvre précédement, résoudre sur |0, +o0o [ 'équation
différentielle zy” + 2(z + 1)y’ + (x + 2)y = 0 en notant que = — i est solution de
de cette équation.

Solution
On va résoudre 1'équation sur I =] — 1,400 [, intervalle sur lequel le coefficient en y” ne
s’annule pas (il faudrait faire un raccordement pour obtenir les solutions sur R.. ).

1. Il suffit de le vérifier.

2. Soit y une solution de (£) sur I. Alors y est deux fois dérivable sur I, et z(x) =
e "y(x) l'est aussi par produit. Pour tout z € I, on a :

Y(z) =€ (2(z) + 2'(2)) et y'(x) = e” (2(x) +22'(x) + 2"(x))

En reportant dans I’équation, on obtient que y est solution de (F) si et seulement
si 2 est solution de I’équation

(Ey) : (1 +2)u + 2zu = (1 + x)°.

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 , qu’on peut normaliser sur [ :

2x
+x

u'—i—l u=(1+m)°

2
Une primitive de 1 T st —2 In(|z+41|)+2x. Les solutions de I'équation homogene

+z
sont donc les fonctions de la forme :

T )\621n(|x+1|)72x _ )\([IZ’ + 1)26721

avec A € R. On cherche a présent une solution particuliere par la méthode de
variation de la constante, de la forme y(z) = A(x)(z + 1)%e™>* avec A une fonction
de classe C! sur I. On a en reportant :

N(z)(x+1)%e2 = Az + 1)?

2z 1 2
soit N(z) = e **. On prend \(x) = %, et y(x) = @ Ainsi les solutions de
I'équation (F;) sur [ sont :
1 2
z = Nz +1)%e + —(xz )
. / 2 —on  (@+1)° . . :
3. On obtient alors z'(x) = Az 4+ 1)%¢™** + ———— dont il faut déterminer une
primitive. On procede par intégration par parties :
(z + 1)

On obtient alors 2/(z) = Az + 1)%e 2 + 5 dont il faut déterminer une

primitive. On procede par intégration par parties :



+ (x + 1)2 6—2x
- e
e 2x
2(x +1) —
2 N -
4
e—ZJ:
_ 0 _
™ 8
Les fonctions x + (z + 1)? et 2 — e~ sont de classe C*. On obtient donc :
1)? 1)? 1 1
Z($) — )\/‘(.73—%1)26214—%(133 — _)\%e2x_)\x‘; 621—)\16214‘( G

avec A\, € R. Finalement les solutions de ’équation de départ sur I sont les
fonctions (A, p € R) :

1) 1 1 1)3
T <—)\%6_2$ — /\x—2|— e — )\16_% + % + u> e”.

Exercice 19
On considere ’équation différentielle

y —e"e’ =a

Déterminer ses solutions, en précisant soigneusement leurs intervalles de définition, pour
1.a=0
2. a = —1 (faire le changement de fonction inconnue z(z) = = + y(x) )

Dans chacun des cas, construire la courbe intégrale qui passe par 'origine.
Solution

1. L’équation différentielle 3y’ — ee? = 0 est & variables séparées : en effet, en divisant
par €, on obtient —y'e™¥ = —e”. Le terme de gauche est la dérivée de e ¥(y est
une fonction de z ), celui de droite est la dérivée de z — —e® :

Les dérivées étant égales, cela implique que les deux fonctions sont égales a une
constante additive pres : ainsi y est solution sur [ si et seulement si elle est dérivable
sur [ et dc e R)Vex € [,e¥ = —e” 4 c. Ac fixé, cette égalité n’est possible que si
—e” + ¢ > 0, c’est-a~dire si ¢ > 0 et x < Inc. On obtient ainsi les solutions :

ye(x) = —In(c—¢€") (pourz € I. =] —oo;lnc|)

ol ¢ est un parametre réel strictement positif. Pour que 'une des courbes intégrales
passe par l'origine, il faut qu’il existe ¢ > 0 tel que 0 € I.. et y.(0) = 0 : autrement
dit, ¢ > 1 et ¢ — 1 = 1. Il s’agit donc de y5 : x — —In (2 — %), la courbe intégrale

r+1)>»



cherchée est son graphe, au-dessus de Uintervalle I, =] — oo;In2[. Sa tangente en
Porigine a pour pente y4(0) = e%¥® = 1, c’est la premiére bissectrice. Comme par
construction g, est a valeurs strictement positives, la fonction y, est strictement
croissante.

. Posons z(z) = z+y(x) : z a le méme domaine de définition que y et est dérivable si
et seulement si y I'est. En remplagant y(z) par z(z) —z dans I’équation différentielle
y' —e"e? = —1, on obtient 2’ —e* = 0, c’esta-dire z’e % = 1. Il s’agit de nouveau d’une
équation a variables séparées : en intégrant cette égalité, on obtient que z est solution
sur J si et seulement si elle est dérivable sur J et dc € R,Vx € J, e % = —x + c. A
c fixé, cette égalité n’est possible que si ¢ > x. On obtient ainsi les solutions :

Ye(x) = 2o(z) —x = —x —In(c —x) ( pour z € J. =] — 00;¢|)

ol ¢ est un parametre réel. Pour que I'une des courbes intégrales passe par 1'origine,
il faut qu'il existe ¢ € R tel que 0 € J. et y.(0) = 0 : autrement dit, ¢ > 0 et ¢ = 1.
Il s’agit donc de y; :  — —z — In(1 — ), la courbe intégrale cherchée est son
graphe, au-dessus de l'intervalle J; =] — 0o;1[. Sa tangente en l'origine a pour
pente 7} (0) = e%e¥® — 1 =0 : elle est horizontale.

Exercice 20
On consideére une solution y de I’équation différentielle ty” — 2y’ — ty = 0 avec t > 0.

1. Montrer que y est indéfiniment dérivable pour tout ¢ > 0.

. En dérivant cette équation, montrer que y vérifie une équation différentielle linéaire
du 4° ordre a coefficients constants.

. En raisonnant comme pour les équation du second ordre a coefficients constants,
résoudre cette équation et en déduire les solutions de I’équation différentielle initiale.

Exercice 21
On considere une fonction indéfiniment dérivable f : [0, 7/2] — R et 1’équation

y' +y=f(x)

On cherche les solutions y sur [0, 7/2] vérifiant y(0) = y(7/2) = 0 et on pose a cet effet :

F(z) = — cos(x) /Ow f(t)sin(t)dt + sin(x) ' f(t) cos(t)dt

w/2

1. Préciser les solutions de I'équation différentielle

y' +y=0

vérifiant

y(0) = y(x/2) =0

2. On envisage ici les deux cas particulier f(z) = 1 et f(z) = x. Exprimer dans ces

deux cas F () sans symbole intégral, puis F”(z) + F(x). En déduire dans ces deux
cas les solutions y de y” +y = f(z) telles que y(0) = y(7/2) =0



3. On revient au cas général. Montrer que F est deux fois dérivable, expliciter F'(z)
et F"(z), puis exprimer F”(z) + F(x) en fonction de f(z). En déduire les solutions
y de v +y = f(z) telles que y(0) = y(w/2) = 0.
Exercice 22

Soit f une fonction de classe C? sur R. On définit ¢ par ¢(x) = f(z) — / (x —t)f(t)dt.
0
1. Montrer que ¢ est C* sur R et calculer ¢”.
2. Donner I'ensemble des fonctions C? satisfaisant Vz € R, f(x) —/ (z—t)f(t)dt = 2*.
0

Exercice 23
On considere une fonction y de classe C* de R dans R telle que :

Vi € R,y'(t) = exp(at)y(—t)

avec a € R fixé.
1. Montrer que y est indéfiniment dérivable sur R.

2. Montrer que y vérifie une équation différentielle du second ordre a coefficients
constants.

3. En déduire toutes les fonctions y de classe C' qui vérifient la relation précédente
sur R.



