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Intégration

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur [0, 4] par

-1 siz=0
1 si0O<z<l1
flz) = 3 siz=1

-2 sil<zx<?2
4 si2<ax<4.

4
1. Calculer/ f(t)dt.
0

2. Soit z € [0,4], calculer F(z) = / f(t)dt.
0
3. Montrer que F' est une fonction continue sur [0, 4]. La fonction F est-elle dérivable
sur [0,4]?

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes :

a) /13 |2t — 5| dt, b) /07r VE(t) dt, (E partie enticre)
) /ﬂ min(2, 1) dt, a) /2 1t] dt.
Exerci(Z:e 3 B
a) /1fx2d:c b) /3xmda: c) /xlia:dx
) / 1 f’;x dz ) / cos(z) sin(z)dz f) / E :ﬁ ol
g) \/%dm h) /xln;(ﬂ)dx i) /(395—1) (327 — 2z + 3) da
j) /ln?xd:n k) /(1 — cos(3z))dx 1) /xsin (2°) dz

m)/ \/zl_xdx



Exercice 4 (Intégration par parties)
Calculer les primitives suivantes :

1
a) /ew cos xdx b) /ﬂdm‘ avec n > 1 c)

I?’l

x arctan zdx

(Inx)*dz

— —

d) /(x2 +z+1)e"de e) /e_" sin zdx f)
g) /arctan$d1: h) /m?’ sin zdx

Exercice 5
Calculer les primitives suivantes :

dv, (t=+v2+x) b) /(arcsina:)Qda:

1
2 /\/2+x+\3/2+x
c) /ﬁmdx. d)/<3+€mez dx

)ver —1

e) / cos v/Tdz. £) / H\/e;dx

6tanac 5(73
——=d h —d
) | Gt | =
Exercice 6
Calculer les intégrales suivantes :

1 t a T
a dt b / Va2 — 2 dt c / t2sint dt
)/0 V1—1t2 ) 0 ) 0

1 L | T dt
d V1—1tdt dt f
)/_ﬁfcos °) /_11+t2 )/0 2+ sint

1t 4y 1
dt h i t(arctan t)?dt
0 [ [ ) [ tarctant

Exercice 7

In2

Considérons l'intégrale I = ver —ldx
0
Effectuer le changement de variables u = v/e* — 1 et calculer I.
Exercice 8
1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

Montrer que /bf(a:)dx = /bf(a +b—x)dx

s

En déduire le valeur de l'intégrale / ' In(1 + tan(z))dx
0

@ 1 1
/ (1 + —2> arctan zdz = T <a — —)
1 T 2 a

1
pour a > 1, (Indication : utiliser la formule arctan x 4 arctan — = 5 pour z >0 ).
x

2. Montrer que



Exercice 9
Décomposer les fractions rationnelles suivantes ; en calculer les primitives.

x3 4z 3t+1
. b) ——. _—
W @oa ) 2P TR
1 3+ 2 x+1
d) —— o T2 L,
B+1 (z+1) z(z —2)
x? — 2 ) 3xt — 93 + 1222 — 1l + 7

RNCERIRrEaY

Exercice 10
1

Soit I, = / (1 —t*)"dt.
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,.q.
2. Calculer I,,.

o= (=DEn
3. En dedun"ekZ:%Zk_{_l i)
Exercice 11 Intégrales de Wallis

3
Soit I,, = / sin™ tdt.
0

(e = 1P + 1)

Etablir une relation de récurrence entre I,, et Lo
En déduire [2]) et IZerl.
Montrer que (I, )nen est décroissante et strictement positive.

En déduire que I, ~ I, 1.

AN I

Calculer nl,I, 1.
6. Donner alors un équivalent simple de I,,.

Exercice 12

1 n
Soit In:/ * dx
0 1+I

1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,,)nen — 0.

2. Calculer I,, + I,,44.

(1)
3. Déterminer Lim —_—
n——4o00 k

Exercice 13 Séries de Riemann

Calculer :
1
. n ka E . n 6_ %
o i I1(1+33) D) Jumn )



Exercice 14
Calculer les limites suivantes :

L fg LEV2EVBA

u n
2. lim —_.
n—00 pzl n2 —+ p2

Exercice 15
Sans calculer les intégrales, montrer que

w/2 w/2
/ sin"z dr = / cos" x dx.
0 0
Exercice 16

Soit f € C°(R). On définit g : R* — R, z + l/ f(t)dt.
T Jo

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.
(k+1

)T T
2. On suppose [ T-périodique. Montrer que : Vk € N, / ft)dt = / f(t)dt.
k 0

T

1 nT 1 T
3. Ecrire g(x) sous la forme — / f)dt+ — / f(t)dt pour un entier n bien choisi,
T Jo T Jnr

et en déduire que g admet une limite en +oo.

Exercice 17
Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(z) = / f(t)dt.
0

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes :
1. F' est continue sur R.
F' est dérivable sur R de dérivée f.
Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.
Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.

A AN R S

Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.
7. Si f est paire alors F' est impaire.
Exercice 18
b
Déterminer les fonctions f continues sur [a, b] telles que / f(t)dt = (b—a)sup|f]|.

[a,b]
Exercice 19

1 X
Soit f € C°(R). On définit g : R* = R, x> 5/ f(t)dt.
0

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.
(k+1)T T
2. On suppose f T-périodique. Montrer que : Vk € N, / ft)dt = / f(t)dt.
k 0

T

1 nT 1 x
3. Ecrire g(z) sous la forme — / ft)dt + - / f(t)dt pour un entier n bien choisi,
T Jo L Jnr

et en déduire que g admet une limite en +oo.



