
Cycle Préparatoire - Première Année
Analyse II - 2021/2022

Intégration

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur [0, 4] par

f(x) =


−1 si x = 0

1 si 0 < x < 1
3 si x = 1
−2 si 1 < x 6 2

4 si 2 < x 6 4.

1. Calculer

∫ 4

0

f(t) dt.

2. Soit x ∈ [0, 4], calculer F (x) =

∫ x

0

f(t) dt.

3. Montrer que F est une fonction continue sur [0, 4]. La fonction F est-elle dérivable
sur [0, 4] ?

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes :∫ 3

1

|2t− 5| dt,a)

∫ π

0

√
E(t) dt, (E partie entière)b)∫ π

0

min(2, t) dt,c)

∫ 2

−1
t|t| dt.d)

Exercice 3∫
x

1 + x2
dxa)

∫
3x
√

1 + x2dxb)

∫
1

x lnx
dxc)∫

e3x

1 + e3x
dxd)

∫
cos(x) sin2(x)dxe)

∫
1− x2

(x3 − 3x+ 1)3
dxf)∫

x− 1√
x(x− 2)

dxg)

∫
1

x ln (x2)
dxh)

∫
(3x−1)

(
3x2 − 2x+ 3

)
dxi)∫

lnx

x
dxj)

∫
(1− cos(3x))dxk)

∫
x sin

(
x2
)
dxl)∫ √

lnx

x
dxm)



Exercice 4 (Intégration par parties)
Calculer les primitives suivantes :∫

ex cosxdxa)

∫
lnx

xn
dx avec n > 1b)

∫
x arctanxdxc)∫ (

x2 + x+ 1
)
exdxd)

∫
e−x sinxdxe)

∫
(lnx)2dxf)∫

arctanxdxg)

∫
x3 sinxdxh)

Exercice 5
Calculer les primitives suivantes :∫

1√
2 + x+ 3

√
2 + x

dx, (t = 6
√

2 + x)a)

∫
(arcsinx)2dxb)∫

x2
√

1 + x3dx.c)

∫
ex

(3 + ex)
√
ex − 1

dxd)∫
cos
√
xdx.e)

∫
1 + e

√
x

√
x

dxf)∫
etanx

(cosx)2
dxg)

∫
x3√

1 + x2
dxh)

Exercice 6
Calculer les intégrales suivantes :∫ 1

0

t√
1− t2

dta)

∫ a

0

√
a2 − t2 dtb)

∫ π

0

t2 sin t dtc)∫ 1

1−π2
4

cos
√

1− t dtd)

∫ 1

−1

t− 1

1 + t2
dte)

∫ π
2

0

dt

2 + sin t
f)∫ 4

1

1−
√
t√

t
dtg)

∫ 4

1

dt

1 + et
h)

∫ 1

0

t(arctan t)2dti)

Exercice 7

Considérons l’intégrale I =

∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx

Effectuer le changement de variables u =
√
ex − 1 et calculer I.

Exercice 8

1. Soit f : [a, b]→ R une fonction continue.

Montrer que

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(a+ b− x)dx

En déduire le valeur de l’intégrale

∫ π
4

0

ln(1 + tan(x))dx

2. Montrer que ∫ a

1
a

(
1 +

1

x2

)
arctanxdx =

π

2

(
a− 1

a

)
pour a > 1, (Indication : utiliser la formule arctanx+ arctan

1

x
=
π

2
, pour x > 0 ).



Exercice 9
Décomposer les fractions rationnelles suivantes ; en calculer les primitives.

x3

x2 − 4
.a)

4x

(x− 2)2
.b)

3t+ 1

t2 − 2t+ 10
.c)

1

t3 + 1
.d)

x3 + 2

(x+ 1)2
.e)

x+ 1

x(x− 2)2
.f)

x2 − 2x

(x− 1)2 (x2 + 1)
g)

3x4 − 9x3 + 12x2 − 11x+ 7

(x− 1)3(x2 + 1)
.h)

Exercice 10

Soit In =

∫ 1

0

(1− t2)ndt.

1. Établir une relation de récurrence entre In et In+1.

2. Calculer In.

3. En déduire
n∑
k=0

(−1)k

2k + 1

(
n

k

)
.

Exercice 11 Intégrales de Wallis

Soit In =

∫ π
2

0

sinn tdt.

1. Établir une relation de récurrence entre In et In+2.

2. En déduire I2p et I2p+1.

3. Montrer que (In)n∈N est décroissante et strictement positive.

4. En déduire que In ∼ In+1.

5. Calculer nInIn+1.

6. Donner alors un équivalent simple de In.

Exercice 12

Soit In =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (In)n∈N → 0.

2. Calculer In + In+1.

3. Déterminer lim
n→+∞

n∑
k=1

(−1)k+1

k
.

Exercice 13 Séries de Riemann
Calculer :

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

) 1
n

a) lim
n→∞

n
n∑
k=1

e−
n
k

k2
b)

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k

n2 + k2
c) lim

n→∞

n−1∑
k=1

1√
n2 − k2

.d)



Exercice 14
Calculer les limites suivantes :

1. lim
n→∞

1 +
√

2 +
√

3 + · · ·+
√
n

n
√
n

.

2. lim
n→∞

n∑
p=1

n

n2 + p2
.

Exercice 15
Sans calculer les intégrales, montrer que∫ π/2

0

sinn x dx =

∫ π/2

0

cosn x dx.

Exercice 16

Soit f ∈ C0(R). On définit g : R∗ → R, x 7→ 1

x

∫ x

0

f(t)dt.

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

2. On suppose f T-périodique. Montrer que : ∀k ∈ N,
∫ (k+1)T

kT

f(t)dt =

∫ T

0

f(t)dt.

3. Ecrire g(x) sous la forme
1

x

∫ nT

0

f(t)dt+
1

x

∫ x

nT

f(t)dt pour un entier n bien choisi,

et en déduire que g admet une limite en +∞.

Exercice 17

Soit f : R→ R une fonction continue sur R et F (x) =

∫ x

0

f(t)dt.

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes :

1. F est continue sur R.

2. F est dérivable sur R de dérivée f .

3. Si f est croissante sur R alors F est croissante sur R.

4. Si f est positive sur R alors F est positive sur R.

5. Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

6. Si f est T -périodique sur R alors F est T -périodique sur R.

7. Si f est paire alors F est impaire.

Exercice 18

Déterminer les fonctions f continues sur [a, b] telles que

∫ b

a

f(t)dt = (b− a) sup
[a,b]

|f |.

Exercice 19

Soit f ∈ C0(R). On définit g : R∗ → R, x 7→ 1

x

∫ x

0

f(t)dt.

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

2. On suppose f T -périodique. Montrer que : ∀k ∈ N,
∫ (k+1)T

kT

f(t)dt =

∫ T

0

f(t)dt.

3. Ecrire g(x) sous la forme
1

x

∫ nT

0

f(t)dt+
1

x

∫ x

nT

f(t)dt pour un entier n bien choisi,

et en déduire que g admet une limite en +∞.


