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TD 5 - Analyse asymptotique

Partie I - Comparaison des suites :

Exercice 1. -
Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1. Si uy, = o(vy,) alors u, = O(vy,) .
. Siup, = O(vy) et v, = O(uy,) alors u, ~ vy,.
3'n

.= =02

2
3. Si up ~ v, alors u, — v, = o(v,) et (uy, —v,) = 0 quand n — +oo.
4

Exercice 2. -
Donner des équivalents simples des suites ci-dessous :

1. un:1n<1+1) 3. wn =14++/n
n

4. x, = Vn3+2n2 — V/n3 + n2

5 L n2+n+1
2. vnzln(n+~/n2+1) . Yp = SIn 7’[’1—{—1 T

Exercice 3. -
Déterminer les limites suivantes en utilisant des équivalents.

; T\" >+ 2n+3
1. lim (1+—),x€R ; L
N30 n 3. nETooSHl( ] us
2. lim Vn? 4. lim (\/n2—|—2n—|—3—\/n2+n—|—1)
n—-+400 n——+o00

Exercice 4. Déterminer un équivalent le plus simple possible de chacune des suites suivantes quand n
tend vers +oo.

L (1+4y/n)~vm 3.1+ 520 -1

2. In(cos 1)(Insin 1). 4. eVnti-vin

n

n
Exercice 5. Montrer que Zk! ~ nl
k=0

Exercice 6. - 1
Soit s, une suite de réels de limite 0 et telle que : s, + Sp+1 ~ —.
n

1
1. On suppose que (s,) est décroissante, montrer que s, ~ 7
n

=
NG

1
2. En considérant la suite (2 + ) , prouver que ce résultat est en défaut si (s,,) n’est pas
n n>1

décroissante.




Partie II - Comparaison de fonctions :

Exercice 7. -
A quelle condition sur f et g a-t-on ef ~ e97?
a

Exercice 8. -
Soient f et g équivalentes au voisinage de a et strictement positives. Montrer que si f admet en a une
limite dans R différente de 1 alors In f ~ Ing.

a

Exercice 9. -
Calculer les limites suivantes :

1. fim 0@
z—0 x + 32

m sin(x?)
2 i—m z(tan(z) — sin(x))

3. lim \/41‘4—1111(1— a:—l—l)

T—+00 x+ 2

2
|

i feos@)

2+ 3%+

. lim
z—0 213 + 22

3ev” — bt

Cim ————
Pt In(722) + 2z

Exercice 10. -
Calculer les limites de

sinzIn(1 + 22) 3. (In(e+ z))* en 0.

T en 0. .
xtanz ey L
In(1 + sin z) 4. (In(1+e7 %))z en + co.
———F———en 0.
tan(6x)

Exercice 11. -
Déterminer les limites suivantes :

3 _ 9,2 _ 1
L lim * 20° + 2z -1 5. lim n (cos z)
a1 23 —a2 4 —1 z—01 — cos 2z
] 1 1 zlnx
9. lim 20T 6. lim (n(lir )>
=01 —coszx preo ne
3 ()
. N . _ 3 . _—
3. lim f(@)ouf (@)= (@w+1) - Vo +1) % cosa
o
1_ .
e e ) S tim_o? (e —e?)
z—0 x z—+00

Exercice 12. Calculer la limite et I’équivalent des fonctions suivantes :

\3/x3+x2—\3/x3—x2 en + oo

\/x2+\/x4+l—x\/§ en + oo

tan(ax) — sin(ax)

tan(bx) — sin(bx) en 0

( ff)t (z+ 1) T
x 1 an(xr 1 en4

cos(z) — sin(x) on T
(42 — ) tan(x) 4



tan(z — x cos(x))

0
sin(x) + cos(z) — 1 o

1
1 1T+2 In(x) en 0

1
(22® =3z + 1) tan(rz) en 3

V1422 x

1
sin(2) n(ac +1

) en + o0

Partie 111 - Développements limités :

Exercice 13. -
Déterminer les ordres pour lesquels les fonctions suivantes admettent un DL en O :

1. o — /x.

17
2. x> xa.
3.z —> |z|™

Exercice 14. -

—1
1. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) =0si x < 0et f(z) = exp (—) sinon. Calculer, pour
x

tout n € N, le développement limité de f en 0. Quelles conclusions en tirer ?

2. Soit g : R — R la fonction définie par g(0) =0 et, siz # 0: g(z) = at%in(%). Montrer que g a un
développement limité d’ordre 2 en 0 mais n’a pas de dérivée seconde (en 0).
Exercice 15. -
Soit f(z) = (cosz)* pour x €] — %, 5[\ {0}.
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
2. Déterminer un DL de f en 0 a l'ordre 2.
3. Etudier la dérivabilité du prolongement de f.

Exercice 16. - 5

Soit f lapplication de R dans R définie par f(z) = %. Calculer (™ (0) pour tout n € N.
x

Exercice 17. -

Déterminer les développements limités suivants :
1. DL3(0) de fi(z) = a* — 2% + 1.
2. DL3(2) de fi(z) = 2% — 22 + 1.
3. DL3(1) de fa(z) = (Vz — 1) Inz.

Exercice 18. -
Donner les développements limités en 0 des fonctions suivantes :

1. fi(z) = tan(z), a U'ordre 4. 3. fa(xz) =V 1+ V1422, alordre 4.

2. folw) = UFT)

sz a lordre 3. 4. f4(x) = cos(x?)sinz, a l'ordre 6.

Exercice 19. -
Donner le développement limité en 0 des fonctions :

1. x — exp(sin(x)) (& ordre 3).



x +— sin(tan(z)) (a Uordre 3).
z+ (In(1 +x))? (2 Vordre 3).
x +— exp(cos(z)) (& Uordre 4).

Al

x + sin®(x) (& Pordre 9.)

Exercice 20. -

Déterminer les développements limités suivants :
1. DLy(1) de fi(x) = cos(lnx).
2. DL3(%) de fa(x) = In(tanz).

Vr—1

Inx
Exercice 21. -
Déterminer :
- 1/ 1+ 32)5 —1—si
1. lim (cosz) 4 lim( +3x)5 sinz
z—0 " 250 1 —cosx
1/z
1
2. lim (2 5 lim (L — In(1 + z)
z—=0\1—2x z—=0 \ ¥ 2
_ 1 1
3. 1im Y2 VE 6. lim (2111 <Sm“>)
z—e Inx—1 z—=0 \ T x

Exercice 22. -

Etudier, au voisinage de 1, la fonction définie par g(z) = = + 2/ — /2 + 2.

On demande de déterminer la tangente, la position de la courbe par rapport a cette tangente et I’allure
de la courbe au voisinage de 1.

Exercice 23. -
On sait que la fonction définie par f(xz) = arctan(z), réciproque de la fonction tangente, est de classe

C® sur R. Sa dérivée est donnée par : f'(x) = o2
x

1. Donner un développement limité d’ordre 5 en 0 de f.

2. Montrer que Vz > 0, arctan(z) + arctan(L) = %

3. En déduire un développement asymptotique d’ordre 3 de f au voisinage de +oo.

Exercice 24. -
Rechercher si les courbes suivantes admettent une asymptote en +o0o et déterminer la position s’il y a
lieu :

1. y=+yz3(z+1). 5. y = (x + 1) arctan(1 4+ 2/x).
2. y=+z(z+1). 6. y = x.arctanz.e'/*.
3. y= ;—_31 7. y = e*/*\/1+ z2 arctan z.

4. y:(xQ—l)ln(m—H). 8. y:ﬁexp(ril)



