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Devoir Dérivabilité

Exercice 1

On appelle arcsin, arccos, arctan les fonctions réciproques des fonctions sin, cos, tan.
Déterminer les ensembles de départ et d’arrivée pour pourvoir définir ces fonctions réciproques
et en tout réel pour lesquelles ces fonctions sont dérivables, exprimer la dérivée de la fonction

réciproque sous une forme qui n’utilise pas sin ou cos.
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Indication : on obtiendra arctan’(x) =

Solution

1. Fonction sin :
Tout d’abord, la fonction sin prend ses valeurs dans R ;| et ses images se situent dans
I'intervalle J = [—1;1] .
On restreint la fonction sin a ’ensemble de définition I = [—g; g] et I'ensemble d’arrivée
J=[-1;1].
La fonction sin est dérivable de dérivée cos. Donc la dérivée est strictement positive sur I

(sauf en deux réels) donc la fonction est strictement croissante. Comme elle est continue,
elle est bijective de I sur J.

T
dot f : [_5’5} ~ 1.1
T — sinx
On a donc
T
R (S [——, —}
7t =111 22
T — arcsin
Cherchons a présent une écriture de la dérivée de arcsin :

On utilise la lecon et on obtient
1

cos x(arcsin x)

(arcsinx)! =

On utilise la formule trigonométrique :cos® x + sin®z = 1

— cosz’(arcsinz) = 1 — sin®(arcsinz) et y/cos 22(arcsinz) = /1 — sin(arcsin x)2

— cosz(arcsinz) = V1 — 22
1 1

d’oll en revenant a 'expression : (arcsinx)/ = =

cosx(arcsinz) /1 — 2

2. Fonction cos :
Tout d’abord, la fonction cos prend ses valeurs dans R , et ses images se situent dans
I'intervalle J = [—1;1] .
On restreint la fonction sin a 1’ensemble de définition I = [0; 7] et ensemble d’arrivée
J=[-1;1].
La fonction cos est dérivable de dérivée — sin. Donc la dérivée est strictement négative sur

I (sauf en deux réels) donc la fonction est strictement croissante. Comme elle est continue,
elle est bijective de I sur J.

Lot f - {[o,w] — [~1,1]

T — CoST
On a donc

{0 o

T — arccos T
Cherchons a présent une écriture de la dérivée de arccos :



On utilise la lecon et on obtient
1

sin z(arccos z)

(arccos z)! =

2

On utilise la formule trigonométrique :cos® x + sin’z = 1

— sinz?(arccos ) = 1 — cos®(arccos ) et +/sinz2(arccos x) = /1 — cos(arccos )2

—> sinz(arccosz) = V1 — a2
1 1

d’ou1 en revenant a lexpression : (arccosz)/ = = —

— sin z(arccos z) V1—a2

Etude de la fonction tan
sin x

Tout d’abord rappelons que tanx =
cos T

donc le domaine de définition de tan est R\{z/cosx # 0}

x:z—i-[kar], avec k € Z
cosr = 0= 2

(s

z=-3 + [2k7], avec k € Z
donc la fonction tan est définie sur R\ {g + [k7] avec k € Z}

Tm

I=]-——-]—R

On pose [ : ] 2’2] :
r — tanx
Cette fonction est dérivable sur I de dérivée : f/'(z) = 1 + tan’z > 0 donc elle est
strictement croissante sur I.
De plus lim tanxz = 400 et lim+ tanx = —oo (car quotient de sin et cos
=5 T—=—3

Comme f est continue sur I, elle réalise une bijection de I sur f(7)
R -] s 7r]
On peut donc définir :arctan : 272
T — arctanx

On peut utiliser la propriété du cours ou bien utiliser 'expression : z = tan(arctan(z))

x/ = (tanarctan z)/ = 1 = (arctan)/ (1 + tan® arctan z)
= 1 = (arctan)/ (1 + z?)

— (arcta ! =
(arctan x) e

Exercice 2
On définit deux fonctions sh et ch de R dans R par

W N

et —e* e* +e "
shx:Tetchx:—
. Démontrer que ch est paire et sh est impaire.
. Déterminer les dérivées de ch et sh et les exprimer en fonction de ch et sh.
. Démontrer que ch’z — sh’z =1

(a) Démontrer que ch permet de définir une bijection de R* dans un ensemble E que
I'on déterminera.

(b) On appelle argch la fonction réciproque de ch définie de £ dans RT. Etudier la
dérivabilité de arcsh sur E. Et exprimer argch/(z) en fonction de z (sans utiliser sh
ou ch).

(¢) Soit g : x + In(x + Va2 —1). En utilisant la dérivation, montrer que g = argcosh.
(a) Démontrer que sh permet de définir une bijection de R dans R.

(b) On appelle argsh la fonction réciproque de sh définie de R dans R™. Etudier la
dérivabilité de arcsh sur R.

(c) Soit f:x+ In(z + V2?2 + 1). En utilisant la dérivation, montrer que f = argsh.



sh
6. On appelle th la fonction th = e Etudier la fonction th, déterminer sa dérivée et son
c

sens de variation.

7. (a) Démontrer que th permet de définir une bijection de RT dans un ensemble F que
I’on déterminera.

(b) On appelle argth la fonction réciproque de th définie de F' dans R™. Etudier la
dérivabilité de argth sur F. Et exprimer argth’(x) en fonction de z (sans utiliser sh
ou ch ou th).

1.1
(c) Soith:xr—>§ln1+$

. En utilisant la dérivation, montrer que h = argth(z).
-

Solution

1. La fonction ch est-elle paire?
e 4 6—(—x) €% 4 et

Vo € R, ch(—z) = 5 = 5 = ch(z),donc la fonction ch est paire.
e —e (7T e _e?
Vr € R, sh(—z) = 5 = 5 = —sh(x),donc la fonction sh est paire.
2. Dérivée de ch(z) :ch/(z) = (6 +2€ > y=¢ _26 = sh(x)
R T _ T ] T —x
Dérivée de sh( x) :sh/(z) = (%) y= ¢ 62 (1) =6 +2€ = ch(x)
3. On écrit :
T —z\ 2 x _ —x\ 2 T —z\2 z _ ,—x)\2
e shte— (€€ (e —e :(e +e ) (e"—e)
2 2 4 4

62:1: + 2eTe~% + 672x - (621: — 2e%e™% + 6721)

4
62m + 20Tt + 6—2:p _ (6237 — QeTe™ 7 + 6_2I) 623: + 2 + e—2m _ (e2m -9 + e—Qm)

4

B €2x+2+e—2x_€2x+2_6—2x

4 4
= — = 1

4

Donc ch® z — sh? z = 1.
4. (a) Soit ch:z — %
2 1
ch est continue sur R et dérivable sur R de dérivée ch'(x) = sh(z) = ‘ 5 >0<
61‘

x>0
eo—l—eo_l—i—l
2 2

ligl_l ch(x) = +oo on peut appliquer le théoreme de la bijection a cette fonction
T—r—+00

continue et ch réalise une bijection de R* dans [1; +oo|

Donc ch est strictement croissante sur R™, comme ch(0) = =1let

(b) On observe que sh ne s’annule pas sur ]0; +oo[ donc argch est dérivable sur [1; +o0],
de dérivée :
1 1 1

- sharccosh(x) - \/sh2arccosh(z) — 1 N Va? —1

arccosh’(x)

(c) On a

Lt s _ 2 1

Ny) = —E2—— =1+
9/(x) r+vVr2 -1 2Vt — 1o+ Va2 —1
VA —1+ 2 1 2 (Va2 —1+x) 1 1

WiE—1 z+va2—1  2iE—1 a+val-1 VaZ-1

On observe que ¢'(x) = arcosh/(z) or g(1) = 0 et argcosh(1) = 0 donc g = arcosh




et +e”
2
1
Onrésoutx:coshz<:>2x:y—|——ety:ez<:>y2—2xy+1:06ty:ez
Yy

N=z>-lety=c+vVa2-letyy=a—Va2-1
Donczzln(x+\/x2—1> ou z:ln<x—\/a;2—1>

1
Orz—va2—1=———etpourxz >1, x+vVa?—1>1doncer—vVar?—-1<1
r+ Va2 -1
donc la arccoshz = In (a: + vV — 1)

T

On peut aussi remarquer que cosh(x) =

—X

et —e
Soit sh:x —
2
: - PRy e +e”
sh est continue sur R et dérivable sur R de dérivée sh'(z) = ch(z) = o 0&
6(1}

x>0
Donc sh est strictement croissante sur R.

lim sh(x) = —o0 et hIE sh(x) = +oo on peut appliquer le théoréeme de la bijec-
T—r—00 T—>+00

tion a cette fonction continue et sh réalise une bijection de R dans R

On observe que ch ne s’annule pas sur R donc argsh est dérivable sur R, de dérivée :
k() 1 1 1
arcsinh'(x) = = =
ch arcsh(z) — \/sh2arcsh(z) + 1 2+ 1

On a
1+ 2 o 1
fr(z) = — 2/l Vaitl

=1+
r+vr2+1 v+l + Va2 +1
C2Vz2 1422 1 2 (Va2 +1+x) 1 1

2vaz? + 1 x+\/a:2+1: 2vz? + 1 a:+\/:1c2—|—1:\/x2—|—1
On observe que f'(x) = arcsh/(z) or f(0) =0 et sh(0) =0 donc f = arcsh

ef —e®

2
1

Onrésout r =coshz < 2r=y——ecty=e"<1y> —2zy—1=0ecty=ce
Yy

On peut aussi remarquer que sh(z) =

z

N=z*+letyy=x+Va2+lety=0—Va2+1

Or va2+1> |z doncx — Va2 +1<0
Doncz:1n<x—|—\/a:2+1)

donc la arcshx = 1In (a: +Va? 4+ 1)

La fonction th est dérivable comme quotient de fonctions dérivables.
ch © ch x — shx shx 1

on ath = = 3 =—0 > 0 donc la fonction th est strictement
) ch?x ch?x
croissante
ef—e " T —x z -
— et —e 2 et —e
thy = —2— = = donc
et4+e % 2 ex + e~ er _|_ e~
2
2 0 0 2x
) . et —e . . e’ —e
lim tht= lim ———=—-1let lim thr= lim — =1
T——00 z——oc0 2% | 0 z—+00 z—4o00 eV 4 22

Comme th est continue sur R et strictement croissante, elle réalise une bijection de
R dans | — 1;1]

B 1

1 —th%(arcth(z))

La fonction th étant bijective et de dérivée nulle, argth'(x)

1
1 — 22




(c) h(zx) = %(ln(l + ) —In(1 —x))
donch'(x)zl( ! + ! ) !

2\1+z " 1—2) 1-2
On obtient la méme dérivée que argth or h(0) = 0 et arcth(0) = 0 donc h = arcth(0)

1
h(z) = —(In(1 +2z) —In(1 — x))
x
r __ ,—T 293_1 1
Remarque:yzth(x)@yz%@y:ih_i_l<:>e2‘”:11_—z<:>x:
1. 1+y
Zln—7

2 1—-y



