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Intégrale d’une fonction en escalier

Intégrale d'une fonction en escalier
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Intégrale d’une fonction en escalier

Subdivision

On appelle subdivision d'un segment [a, b] toute suite finie
s = (x0,X1,-..,Xn) de nombres réels tels que :

a=x<x3<---<Xx,=b.
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Intégrale d’une fonction en escalier

Fonction en escalier

Définition (Fonction en escalier, subdivision adaptée)

On dit qu’une fonction f : [a, b] — C est en escalier si pour une
certaine subdivision (xg, . .., x,) de [a, b], dite adaptée a f on a

Pour tout i € [0,n— 1], f est constante sur |x;, xi11 [ -
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Intégrale d’une fonction en escalier
e d’une fonction continue (par mo ]

Notation Au besoin on utilisera la notation

Elap) = {0 1 [ b] — R en escalier sur [a; b] }

Théoréme (Propriétés élementaires des fonctions en escalier)

Soient f : [a,b] — C et g : [a, b] — C en escalier.

o Lorsqu’on ajoute un nombre fini de points & une subdivision de [a, b]
adaptée a f, le résultat est encore une subdivision de [a, b] adaptée a
f.

A fortiori, la réunion d’une subdivision de [a, b] adaptée a f et d’une
subdivision de [a, b] adaptée a g est une subdivision de [a, b]
adaptée a f ET a g.

@ Pour tous \, i € C, \f + ug est une fonction en escalier sur [a, b],

de méme que |f|, Re(f), Im(f) et fg.
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Intégrale d’une fonction en escalier

Théoréme (Intégrale d’une fonction en escalier)

Soit f : [a, b] — en escalier.
Soit en outre (xg, - . -, X,) une subdivision de [a, b] adaptée 4 f.
Si pour tout i € [0, n — 1], on note y; la valeur de f sur |x;, xi+1[, alors le

n—1
nombre complexe : E yi (xit1 — x;) ne dépend pas de la subdivision

i=0
(X0, - - -,Xn) choisie.
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Intégrale d’une fonction en escalier

La valeur du théoréme précédent est appelée intégrale de f sur [a, b],

b
notée / fou/ f(t)dt ou/ f(t)dt.
[a7b] [ayb] a

Y1

Zo
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Intégrale d’une fonction en

Théoréme (Propriétés de I'intégrale d'une fonction en escalier)

Soient f : [a,b] — C et g : [a, b] — C en escalier.
Q Linéarité : Pour tous

)\7MEC:/ ()\f—i—ug):)\/

f+ u/ g.
[a,b] [a,b] [a,b]
|
[a,b]

< / 1.
[a,5]
© Relation de Chasles : Pour tout

c € [a,b]: = f+ f.
[a,b] [a,c] [e,b]

Q Lien avec les parties réelles et imaginaires :

/ f:/ Re(f)+i/ Im(f).
[a,5] [a,b] [a,b]
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Intégrale d’une fonction en escalier

Donnons-nous A\, i1 € C, ¢ € [a, b] et une subdivision (xg, ..., X,) de [a, b]
adaptée a f ET & g - mais donc aussi a \f + ug, |f|, Re(f) et Im(f).
Valeur de Af+pug

n—1

Xi + X

(1) : b](/\f +pg) =Y (M + pg) (Tﬂ) (Xi+1 — xi)

Eh i=0

n—1 n—1

Xi + Xi Xi + X
= )\Z f (%) (X,'Jrl — X,') aF ,ng <T+1> (X,'+1 — X,')
=0 i=0

= A/ f+,u/ g
[a,b] [a,b]
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Intégrale d’une fonction en escalier

@ D’aprés I'inégalité triangulaire sur C :

n—1
Xi + Xit+1
f f (7) Xi. — X
/[a,b] 2 2 Gt =)

i=0

n—1
gZ’f(%)’(xm—Xi):/ If].
i=0

[a,b]
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Intégrale d’une fonction en escalier

© Quitte a ajouter le point ¢ a la subdivision (xo, ..., Xs), on peut supposer
que : xx = ¢ pour un certain k € [0, n].
La fonction f, o est alors en escalier sur [a, c] de subdivision adaptée
(x0,...,xk), et la fonction fi ; I'est sur [c, b] de subdivision adaptée

(Xk, ... ,xn)_
Enfin : 1
S i + X
/[;,b] f= ’.Z:; d (%) (Xi+1 — xi)
— i + X n—1 iy
= ’Z:; f (%) (Xi+1 — x;) + ; f (%) (et — )

- / Fef
[a,c] [e,b]

O
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Intégrale d’une fonction en escalier

©Q Cela découle de la linéarité de I'intégrale pour A =1 et u = 1.
On peut aussi le démontrer directement :

n—1
fou? =55 (2

i=0
n—1 n—1
= S Re(F) () (i — )+ 3 Im(F) (255 (301 — x)
i=0 i=0

- /[a’b] Re(f) —&-i/[&b] Im(f)
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Intégrale d'une fonction continue
(par morceaux)
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Théoréme

Soient f : [a, b] — R continue sur [a, b] et € > 0.
Alors il existe 6 : [a, b] — R en escalier telle que

Vx € [a, b], [f(x) = O0(x)| < €

Démonstration.
Admis.
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tégrale 1e fonction en e e
Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Soit f : [a, b] — R continue sur [a, b].
Pour tout € > 0, il existe deux fonctions p, 1 € £([a, b],R) telles que :

p<F<Y et 0<y-y<ec

— Je=02
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

D’apreés le théoréme précédent, on a 6 en escaliers telle que
Vx € [a, b], |f(x) — 0(x)| < g 0(x) — g < Fx) < O(x) + g On pose

. . € € :
alors les fonctions en escalier ¢ = 6 — 5 et =0+ 5 pour obtenir le
résultat. O
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Intégrale d’une

On suppose a présent que f : [a, b] — R est une fonction bornée
quelconque.

Théoreme
Si f : [a, b] — R est continue, alors :

Q A, b](f {/ d(x)dx | ¢ en escalier et ¢ < f} admet une borne

supérieure,

Q .A[a b](f {/ Y(x)dx | ¢ en escalier et f < 1/;} admet une
borne inférieure, et ces deux bornes sont égales.

Notation Au besoin on utilisera les notations

5 (f) = {¢ en escalier sur [a; b] telle que ¢ < f}

+
e
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tégrale 1e fonction en e
Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)
L g

Démonstration.

La fonction f étant continue sur le segment [a, b], elle est bornée sur
[a, b].
Posons m = inf f(x)et M= sup f(x).

x€[a,b] x€|[a,b]

° .A[_a b](f) est non vide puisqu'il contient la fonction constante m.
Ainsi A, b](f) est une partie non vide de R.
De plus pour tout ¢ € A[;b](f), onap< <M.

Donc :
/ o< [ M=M@b-a)
[a,b] [a,b]

L'ensemble A b](f) est donc une partie non vide de R et majorée

(par M(b — a) ). Il posséde donc une borne supérieure que I'on note
.

@ De méme, AE; p(f) est une partie non vide de R et minorée par
m(b — a). Il posséde donc une borne inférieure que I'on note f.
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Démonstration.

@ Supposons 3 < a.
Alors, comme « est la borne sup de A, il existe ¢ en escalier tel

que¢<fetﬂ</ p < a.
[a,b]
Alors pour toute fonction v en escalier tel que f < ), on a

p<F<Y

/ @S/ (
[a,b] [a,b]

Donc / i < B Ce qui est contradictoire avec 5 < / . Donc
[a,b] [a,b]

donc

a<p
]
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Autre démonstration

@ Puisque pour tout ¢ en escalier telle que ¢ < f et ¥ en escalier telle

quef<¢,ona<p<¢,on8/ <,0</ Y.
[a,b] [a,b]

Ainsi 1 est un majorant de A~ (f), la borne supérieure o de
[a,5]

A~ (f) est donc plus petite que ).
[2,5]
On obtient :

Pour toute fonction en escalier ¢ telle que f < ¢, o< /
[a,b]

De méme, « est un minorant de A[t’b](f), et (3 est le plus grand des
minorants de cette partie. Donc o < 5.
O
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tégrale 1e fonction en e e
Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)
ul Intég

Démonstration.

@ Soit € > 0.
On sait qu'il existe ¢ € S[Q;b]( ety € & b](f) telles que
¢ < f < 1 telles que pour tout x € [a, b], ¥(x) — ¢o(x) < e

On a alors :
[ o= e<db-2
[a,5] [a,b]

Or par définition de « et 3, on a :

/ wéaéﬂé/ (]
[a,b] [a,b]

D’ou pour tout € > 0,

on a
/ / 3)
[a b] [a, b]

Finalement, on a bien o =
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ntég er
Intégrale d’une fonction ci r morceaux)

Définition

Soit f : [a, b] = R une fonction continue.

On appelle intégrale de f sur [a, b] le nombre réel noté / f défini par :
[a,b]

/ f:sup{/ go|<p€5[;b](f)} :inf{ ¢|¢Eg[—;b](f)}
[a,b] [a,b] [a,b]

Proposition (Linéarité)

Soient f, g : [a, b] — R continues et (), 1) € R?.

/ (/\f+ug)=/\/ f+u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]
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ntégrale d’une alier
Intégrale d’une fonction cont morceaux)
ul Intég

Proposition (Lemme)

Soit € > 0.
Si f :[a,b] = R continue et § € &, telles que |f — 0] < ¢, alors

i
[a,6] [a, 6]

Onaf—e<f<0+e, dou (par définition de I'intégrale) :

/(9—a)</ f</ @ +)
[a,b] [a,b] [a,b]

Par linéarité de l'intégrale des fonctions en escalier :

/ /
[a,b] [a,b]
|
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< (b—a)e

Démonstration.

< / e < (b—a)e.
[a,5]




tégrale 1e fonction en e e
Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)
ul Intég

Démonstration.

On définit

61 tel que |f — 01| < e
0, tel que |g — 02| < €
h= X+ ug

0 = \01 + b

= / 0= )\/ 0; + u/ 0> (par linéarité pour les fonctions
[a,b] [a,b] [a,b]
en escalier).

Ona:

|h— 0] < |A(f —01) + (g — 02| < (JA] + |ul)e

Par le lemme :
/ h—1 / h— / 0
[a,b] [a,b] [a,b]
D. Cransac Analyse
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Ona:
/\/ f+ u/ g—1
[a,b] [a,b]
<[ feuf e-n| t-uf o
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

ML L)l L)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

<Al = a)e + [ul(b — a)e

< (b=a)(IAl+ |p)e
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Finalement on obtient :

A:/ (/\f+,ug)—</\/ f+u/ )

[a,b] [a,b] [a,b]

=/ (Af+ug)—/+</ u/ g)‘
[a,b] [a,b] [a,b]

:/ (M + pg) =1 I —A f—,u/ g)‘
[a,b] [a,b] [a,b]

< 2(b—a)(|Al + |ul)e.
Comme c'est vrai quelque soit € > 0, on en déduit A = 0, et donc la
linéarité de I'intégrale. O

+
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tégrale ! ! er
Intégrale d’une fonction con par morceaux)

Proposition (Relation de Chasles)

Soient f : [a, b] — R continues et ¢ € [a, b].

[ =] ] v
[2,6] fac] [c.b]

Démonstration.

Soit ¢ € E[Q,b](f).
On a alors :

Pla,c] € 5[;,:]('() et Ple,b] € E[Z,b](f)-

Par définition de I'intégrale, on obtient :

[T Sy IRy R
[a,b] [a,c] [e,b] [a,c] [e,b]

D. Cransac Analyse
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Ainsi / f+/ f est un majorant de A, b](f).
[2:c] [c,b] ’

Par définition de la borne supérieure :

[or<f r4f s
[a,5] [a.q] [e,b]

En appliquant (linéarité) ce résultat & —f, on en déduit |'inégalité

inverse, et donc :
/ F= / f /
[a,b] [a,c] [e,b]
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Notation.

Soient a et b deux réels quelconques (en particulier on ne suppose plus
nécessairement a < b).

Soit f une fonction continue entre a et b.

b
On définit le réel / f(x)dx par :
b a
° sia<b,/ f(x)dX:/ f(x)dx;
a [a,b]

b
° sia:b,/ f(x)dx =0;

b
@esib< a,/ f(x)dx = —/ f(x)dx.
a [b,a]

La relation de Chasles et la linéarité sont alors vraies pour a, b, ¢
quelconques.
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Approximations d’inté

Proposition

Soient f,g : | — R continues sur un intervalle | et a,b € I.

QrFf>0etas< b= / x >0 (positivité de I'intégrale)
b

Q< <b :/ / g(x)dx (passage aux inégalités)
a

Q@ as<b= / f(x)dx g/ |f(x)|dx (inégalité de la norme)

Q Sia<betm<f< M entre a et b, alors

b—a)g/bf(x)dng(b—a)

Attention Bien vérifier a < b.
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

@ Puisque f > 0, alors ¢ = 0 est une fonction en escalier sur [a, b]
telle que @ < f.
Par définition de I'intégrale de f sur [a, b], on en déduit que

b b
/ f(x)dx 2/ o(x)dx = 0.
a a
@ On applique le point précédent a la fonction h=g —f >0 :

/ab h(x)dx > 0 = /ab g(x)dx > /ab f(x)dx

par linéarité de l'intégrale.
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

@ On a pour tout x € [a, b], —|f(x)| < f(x) < |[f(x)]. Dot par
croissance de l'intégrale :

—/ab|f(x)|dx</abf(x)dX</ab|f(X)|dX

/ab f(x)dx| < /ab|f(x)|dx.

@ |l suffit de prendre I'intégrale dans les inégalités m < f < M.

Ainsi, on obtient

O]

Remarque. La majoration suivante, vraie également si b < a, peut étre
utile :
b b
/ f(x)dx / |f(x)| dx
a a

D. Cransac Analyse
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Définition

La valeur moyenne d’une fonction f : [a, b] — R continue est :

=
p= f
b—a Jian

Remarque. La valeur moyenne est la constante p qui vérifie

Joo” =
[a,b] [a,b]

D. Cransac Analyse



ntégrale d’une fonction en escalier
Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)
ul Intég

techerche de primitives

Proposition

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et positive alors

/ f =0 si et seulement si f est nulle sur [a, b].
[a,b]

Démonstration.

< Si f est nulle, son intégrale est nulle.
= Par contraposition, supposons que f n'est pas nulle sur [a, b] : Ic € [a, b] tel que
f(c) > 0.

f
D’aprés la définition de la continuité de f en ¢ avec € = (26) :
Ja<a<B<bVxE[ab]l,x€la,f] = |f(x)—f(c)]<e

¢
Ainsi pour tout x € [e, (], on a f(x) < Q

En prenant |'intégrale, on en déduit donc que :
b B B
/ f(x)dx > / f(x)dx > / edx = (B8 —a)e > 0.
a [e3 [e3

O
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Intégrale d’une fonction continue (par morceaux)

Remarque. Si f n’est pas supposée continue, le résultat est faux : par
exemple f(x) =0 sur ]0,1[ et £(0) = (1) = 1 est positive, non nulle
1

mais/ f=0.
0
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Primitives

Calcul Intégral [Eile (9

Intégration par pékie
Changement de variables

Calcul intégral
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Erimitives v(x)
Etude de x — / f(t)dt
Intégration par pékie
Changement de variables

r morceat
Calcul Intégral

Définition

Soient | un intervalle et f : | — K une fonction continue.
On appelle primitive de f sur | toute fonction F de classe C* sur | dont
la dérivée est f.

Proposition (Lien entre deux primitives d’'une méme fonction)

Deux primitives d'une méme fonction sur un intervalle différent d’'une
constante c'est a dire :
Si Fy et F, sont des primitives de f alors

HCEK,F;[—FZZC

Démonstration.

Si F; et F, sont deux primitives de la fonction F sur /, alors
(FL — F,)' = F] — F = f — f = 0 donc la fonction F; — F, est constante
sur /. O
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Primitives v(x)
Etude de x — / S f(t)dt
Intégration par ‘péttie
Changement de variables

n ux)
Calcul Intégral

Proposition (Théoréme fondamental de I'analyse)

Soient | un intervalle de R, f : | — K une fonction continue, et a € |.
I —- K
H a X ’ - . e
Q La fonction F : X / F(t)dt est l'unique primitive de f
a

s’'annulant en a.

Q@ Pour toute primitive F : | — K de f, on a

/ax f(t)dt = F(x) — F(a)
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Erimitives v(x)
Etude X > / f(t)dt
Intégration par pékie
Changement de variables

@ La fonction F est définie pour tout x € / car f est continue sur [a, x]
ou [x, a] (selon que x > a ou x < a).
Soit xg € I, montrons que F est dérivable en xp et que
F/ (X()) =f (Xo).
On a pour tout x € / :

r morceat
Calcul Intégral

W—f(xo): x—lxo /Xf(t)dt_f(XO)
- x_lx /Xf(t)_f(XO)dt

D’ou avec I'inégalité de la moyenne (on vérifie que cette inégalité est
aussi vraie si x < xp ) :

F(x) = F (%)

X — Xo

- o) = 525 [ IO =7 o)l

A suivre L]



Erimitives v(x)
. X > f(t)dt
Calcul Intégral ko iy / ‘

Intégration par pékie
Changement de variables

© (suite) Or f est continue en xg, donc :
Ve >0,3a>0,Vte l, |t —xo| < a=|f(t) — f(x)| <e

Alors pour tout x € I, |x — xp| < a, on a pour tout
t € [x0,x],|f(t) — f (x0)| < € et en reportant :

F(x)— F 1
M—f(&))‘: / edt < e.
X — Xo X — Xo X0
F(x)— F
Ainsi on a montré que lim Fix) = F (o) = f (x0). Donc F est
X—rXo X — Xo

dérivable en xq et F' (xp) = f (x0). Puisque c'est vrai pour tout
Xo € | et que f est continue, on en déduit finalement que F est de
classe C! et que F' = f.

A suivre O

D. Cransac Analyse



Primitives v(x)

Calcul Intégral Etude de x > [ f(t)de

Intégration par pékie
Changement de variables

Q (suite)
Reste a montrer que F est |'unique primitive de f qui s'annule en a.
Si G satisfait aussi ces propriétés, alors on a vu qu'il existe C € K
tel que F = G + C.
En évaluant en x = a, on obtient C =0, et donc F = G.

@ Soit h: x +— F(x) — F(a). Alors h est dérivable sur / comme
combinaison linéaire de fonctions qui le sont, et pour
x € I,h'(x) = F'(x) = f(x). De plus h(a) = 0, donc h est une
primitive de f s'annulant en a. D’aprés |'unicité du point précédent,

on a pour tout x € /, h(x) :/ f(t)dt. D'ou le résultat.
a
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Primitives

Calcul Intégral [Eile (9

Intégration par pdb
Changement de variables

Notations.
@ Le symbole /f(x)dx (introduit par Leibniz) désigne une primitive

quelconque de f. Elle est donc définie a une constante additive prés.

X
e La fonction x |—>/ f(t) dt est la primitive de f s’annulant en a.
a
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ntégrale d’une fonction e Aottt
P ! Primitives )

e d’une fonction co e (par morc £ v(x
i'une fonction continue (pa Etude de x s f(e)dt
Intégration par e
Changement de variables

Proposition

Soient I J deux intervalles de R, u,v : | — R de classe C* telles que
u(l),v C J et f : J — K continue. Alors la fonction

giX— / f(t)dt est définie sur |, de classe C' et

Vx € 1,8 (x) = f(v(x))v'(x) — f(u(x))u'(x).

Démonstration

|

Pour tout x € /, on a u(x), v(x) € J et J est un intervalle. Donc [u(x), v(x)] C J et
g(x) existe pour tout x € /.

La fonction f : J — K étant continue sur J, elle admet une primitive F de classe ct
sur J. On a alors pour tout x € /,

g(x) = F(v(x)) = F(u(x))

La fonction g est donc de classe C! en tant que différence et composées de fonctions
de classe C*, et pour tout x € /, on a :

g'(x) = V/()f(v(x) — v' () (u(x))
O
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E’rin]itives v(x)
Etude de x — / f(t)dt
Intégration par partie
Changement de variables

Calcul Intégral

Proposition (Intégration par parties)

Soient f et g sont deux fonctions de classe C* sur [a, b] 4 valeur dans K.
b b
[ roeod = [roel - [ re' 0

Démonstration.
On a

b b b
/ F(t)g(t)dt + / F(£)g!(t)dt = / (F()g(t) + F(t)e'(1)) dt

b
_ / (fe) (t)dt = [F(£)g(t)]:

puisque fg est C comme produit de fonctions qui le sont. OJ
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Primitives

Calcul Intégral

pa
Changement de variables

(suite) On a

[ rede+ [ rog@d= [ (060 + fog'(e) de

_ / (fg) (t)dt = [F(t)g(t)]"

puisque fg est C' comme produit de fonctions qui le sont. O
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Primitives v(x)
Etude de x — S f(t)dt
Intégration par ‘péttie
Changement de variables

=11] \
Calcul Integral

Proposition (Changement de variable)

Soient | un intervalle de R et f : | — K une fonction continue sur .
Soient  : [a, b] — | une fonction de classe C* sur [a, b]. Alors

/cpt::) b= /ab f(e(t)g' (t)dt.

On dit qu’on a effectué le changement de variables x = o (t).

|

Démonstration

Si F est une primitive de f, alors F o o est une primitive de f o x ¢’ et on a :
(b) o(b)

[ f00dx = [FOOIE = Fle(8) - F(s(a)).
7

b
/ f o p(t)' (1)dt = [F o p(t)]s = F(p(b)) — F(¢(a))-
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Primitives

Etude de x —
Intégration par
Changement de variables

Intégrale d’une inue (par m
Calcul Intégral

En pratique, il faut modifier trois éléments
o la variable x = ¢(t),
o I'élement différentiel dx = ¢'(t)dt,
o les bornes de I'intégrale : si t varie entre a et b, x = ¢(t) doit varier

entre ¢(a) et ¢(b).

Proposition

Soit f : R — K une fonction continue.
Q si f est périodique de période T, alors pour tous a,b € R :

/abf(t)dt:/:: f(t)dt,/aa” f(t)dt:/bbJrT F(t)dt

Q si f est une fonction paire, alors pour tout a € R :

/_aa f(t)dt =2 /Oa f(t)dt.

© si f est une fonction impaire, alors pour tout a € R : / f(t)dt = 0.

—a
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Intégration des éléments simples

Intégration des fonctions trigonométriques

Recherche de primitives

Recherche de primitives
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Recherche de primitives

Rappelons au cas ol que nous savons primitiver aisément un certain
nombre de fonctions classiques :

@ les fonctions de la forme x — €™ cos(bx) ou x — e sin(bx) avec
a, b € R* grace a I'exponentielle complexe,

@ les fonctions de la forme x — sin™ x cos” x avec m, n € N par
linéarisation,

@ les fonctions rationnelles par décomposition en éléments simples.

Les tableaux ci-dessous donnent enfin la liste des quelques primitives qu'il
faut connaitre a tout prix.

Fonction Primitive
e e
In x xInx —x
1
= In |x]|
X
Xa+1
x%(a # —1
(@#-1) | ~ 1
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des éléments simples

des fonctions trigonométriques
Recherche de primitives es fonctions trigonométriques

Intégration des éléments simples
P(x)

Soit ) une fraction rationnelle, oi P(x), Q(x) sont des polyndmes a
X
coefficients réels.

P(x)
Q(x)

(la partie entiére) et d'éléments simples d'une des formes suivantes :

Alors la fraction s'écrit comme somme d'un polynéme E(x) € R[x]

gl ou ax+f i

— ———— —avec b® —dac <0
(x — x0) (ax2 + bx + ¢)

ol a, 3,7,a,b,c € Ret ke N\{0}.

Q Intégration du polyndme E(x). On sait faire.
B
(x —x0)"
ax +pf
(ax2 + bx + c)*’

D. Cransac Analyse
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Intégration des éléments simples

P— Intégration des fonctions trigonométriques
Recherche de primitives = 8 4

Intégration des éléments simples

v
(x —x0)*
o Si k:lalors/ o =~In|x — xo| + co (sur ] — oo, xo[ ou
X — Xo
X0, +00[ ).
@ Si k> 2 alors

/% :7/(X—Xo)7k dx = 7k’7+1 (X—Xo)ikJrl + (sur

1- oo,ixofou | %0, +00[)-

@ Intégration de I'élément simple
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Intégration des éléments simples

P Intégration des fonctions trigonométriques
Recherche de primitives & q

Intégration des éléments simples

ax + f

———————— On écrit cette fraction
(ax? + bx + ¢)*

© Intégration de I'éléement simple
sous la forme
ax + 3 B 2ax + b 1

= -
(ax? + bx + ¢)* ’y(axz + bx 4 ¢)* (ax? + bx + ¢)*

2ax+ b
(ax? + bx + ¢)*
!
© Sik=1, calcul de/fa)<7+bdx:/u(x)dx:
ax?2 + bx+c u(x)
n\u(x)|+c0:In}ax2+bx+c‘+co.
2ax + b u’(x)
3 2dx:/ kdx
(ax2 + bx + ¢) u(x)

u(x)"F 4o = 1 (ax® + bx+¢c)~ .

@ Pour le terme

@ Si k> 2, calcul de

1
—k+1
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Intégration des éléments simples

P— Intégration des fonctions trigonométriques
Recherche de primitives = 8 4

Intégration des éléments simples

1
@ Pour le terme ————
(ax2 + bx + ¢)

1

Si k=1, calculde | —————
° / ax?2 + bx+ ¢
variable u = px + g on se raméne a calculer une primitive du type

du
= arctanu + ¢.

dx. Par un changement de

w41
@ Si k > 2, calcul de dx. On effectue le changement de
(ax2+bx+c)¥
. du
variable u = px + g pour se ramener au calcul de [y = [ ———.
(v*+1)

Une intégration par parties permet de passer de I 3 lx_1.
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des fonctions tri

Recherche de primitives

d
Exemple Calculons /,. Partant de /; = / 2 i 1 on pose f = 7l et
/
g’ = 1. La formule d'intégration par parties /fg’ = [fg] —/ f'g donne
2u
avec f' = ——— S etg=u
( (u? +1)? )

du u 2u%du u +1-1
L= 5 = + 5= |3 +2 | ———=du
u?+1 ur+1 (U2+1) u?+1 (U2+1)

u u
= |5 2 2k — 2.
Fhlve e Gt ] e

1 1
On en déduit I = 511 + EUQLH + ¢g. Mais comme /; = arctan u alors
I} / du _ 1! arctanu + — 1 _u + G
= [ ———— = Zarctanu
2 (1172 2 212 +1
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s simples

Recherche de primitives G =S

Intégration des fonctions trigonométriques

On peut aussi calculer les primitives de la forme /P(cos X, sin x)dx ou

P(cos x,sin
de la forme /7((:0 ik x) dx quand P et Q sont des polyndmes, en se
Q(cos x, sin x)

ramenant a intégrer une fraction rationnelle. Il existe deux méthodes :

o les régles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas
toujours;;

. X . .
@ le changement de variable t = tan 3 fonctionne tout le temps mais

conduit a davantage de calculs.
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s simples

Recherche de primitives G =S

Intégration des fonctions trigonométriques

Les régles de Bioche.
On note w(x) = f(x)dx. On a alors w(—x) = f(—x)d(—x) = —f(—x)dx
et w(m — x) = f(r — x)d(m — x) = —f(7 — x)dx.
@ Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u = cosx.
@ Si w(m — x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u =sinx.

@ Si w(m + x) = w(x) alors on effectue le changement de variable
u = tanx.
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Intégration des éléments simples

Recherche de primitives Intégration des fonctions trigonométriques

Exemple
oL d d
Calcul de la primitive /% On note w(x) = %.
cos(n — x)d(m — x)  (— cosx)(—dx)
C X)) = = = lors |
omme w(m — x) 2 — o5 (m — ) 5 cos? x w(x) alors le
changement de variable qui convient est u = sin x pour lequel du = cos xdx.
Ainsi :
cosxdx_ _ cos xdx = du_ _ [arctan u] = arctan(sin x)+c¢
2—cos?x ) 2—(1-sin’x) J 1+u?® B '

. X ,
Le changement de variable t = tan 7 Les formules de la « tangente de I'arc

moitié " permettent d’exprimer sinus, cosinus et tangente en fonction de tan
Avec t=tan g ona
1-t 2t 2t
— COSX=1+t2 smx:l_’_it2 tanx:l_t2
et dx= 2dt .
1+1¢2
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Intégration des éléments simples

Recherche de primitives Intégration des fonctions trigonométriques

Exemple

0
d
Calcul de I’intégrale/ .
—xj2 1 —sinx

Le changement de variable t = tang définit une bijection de [—g,o}

vers [—1,0] (pour x = —g, t=—1etpourx=0,t=0). Deplusona

2dt
et dx = .
+t2 1+1¢?

/0 dx /0 o, /0 dt
_zlosinx Jg1-2 T 1422t

[ ate el -2 05)

sinx =
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Approximations d’intégrales, sommes de Riemann

Recherche de primitives
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Approximations d’intégrales, sommes de Riemann

Définition

Soit f : [a, b] — R une fonction continue et n € N*. On appelle somme
de Riemann d'ordre n associée a f la somme :

n
——

=ak

n—1
R, = b;aZf(a—i-kb_a)
k=0

A B
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cherct rim s
Approximations d’intégrales, sommes de Riemann

Démonstration.

On fait la preuve dans le cas ol f est lipschitzienne (ce qui est en particulier le
cas si f est de classe C'sur[a, b]). Notons K la constante de lipschitz associée

i /ak“ b — ? S (@)
k=0

f(x — f (ak) dx

Rn

k41

f(x) —f(ax) par inégalité

k=l

triangulaire < Z/ — f(ak)| dx < Z/ K |x — ak| dx car f est

n—1 EPY
lipschitzienne < Z/ K (ak+1 — ax) dx car f est lipschitzienne
=0 V%

(b — a)? -
KZ(ak+1 — ak = Z . Comme enfin lim

k=0

b — a)? . ' .
Ku = 0, on obtient par théoréme d'encadrement lim
n

b
R,,:/ f(x)dx. O



Approximations d’intégrales, sommes de Riemann

Remarque :

@ On reconnait la méthode des rectangles. En particulier, ce résultat
signifie qu'une somme de Riemann constitue une bonne
approximation de I'intégrale pourvu que le pas soit petit.

b—ae b—a
@ On a le méme résultat avec R, = Z f (a+ k )
n n
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Approximations d’intégrales, sommes de Riemann

Remarque. Méthode des trapézes. La vitesse de convergence de la
. . 1 .
somme de Riemann vers |'intégrale est en —. On peut améliorer la
n
précision en utilisant la méthode des trapézes.

On approche alors / f par
[a,b]

T.() b—a"i: f(ak) + f (ak+1)

. L 1 .
On obtient alors une approximation en — : Si f est de classe C? sur
n

[a, b], on peut montrer que

/b f(x)dx — To(f)| < My
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