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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions

) e > > e e Opérations sur la dérivabilité
Dérivabilité de la fonction réciproque

r Dérivées usuelles

en un point ou sur une partie de R)

Soit f : D — C une fonction.
@ Soit a € D. On dit que f est dérivable en a si, lorsque x tend vers a,

) =(2) ApMET UNE LIMITE QUI EST FINIE

Cette limite est alors appelée le nombre dérivé de f en a et notée f'(a).
@ On dit que f est dérivable sur D si f est dérivable en tout point de D.
La fonction x — f'(x) est alors appelée la dérivée de f.

Remarque
@ On note 2(D,K) I'ensemble des fonctions dérivables sur D a valeurs

dans K.
@ Dans la notation 7', on a défini implicitement x comme la variable.

Pour éviter les ambigiiités (fonctions a plusieurs variables), on peut
. f ,
noter le nombre dérivé T(a) (et on peut remplacer x par n'importe
X

quelle autre symbole).
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Définition (Tangente)

Soient f : D — R une fonction et a € D.
o Si f est dérivable en a, la droite d’équation :
y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la tangente de f en a.
o Si: lim M
x—a X — a
appelée la tangente de f en a.

= t+o00, la droite d'équation: x=a est
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
ns sur la dérivabilité

e la fonction réciproque
es usuelles

Attention Ne pas confondre deux domaines mathématiques séparés :
@ Analyse : fonction, réel, limite, taux de variation, dérivabilité.

o Géométrie : représentation graphique, point, coefficient directeur,
tangente, asymptote.
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Attention Bien distinguer dérivabilité et existence d'une tangente 3 la
courbe représentative.

)~ f(a) ADMET EN a...
X —a
. UNE LIMITE

Analyse
Géométrie

Analyse Fonction
Analyse NON DERIVABLE
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Définitions

Opérations sur la dérivabilité
Dérivabilité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Soient f : D — C une fonction et a € D un point au voisinage duquel f
est définie a gauche et a droite.

@ On dit que f est dérivable a gauche en a si

. . f(x)—f(a
en a, i.e. si la limite : lim M

X—a— X —a
Cette limite est alors appelée le nombre dérivé a gauche de f en a et
notée f;(a).

@ On dit que f est dérivable a droite en a si f| o [a,+oo] €SE dérivable en
a, i.e. si la limite : lim ( )~ f(a)

x—at X —
Cette limite est alors appelée le nombre dérivé a droite de f en a et

notée f;(a).

] est dérivable

\Dn]—oo,a

existe et est finie.

existe et est finie.
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
e essive e e s sur la dérivabilité
é de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Théoréme (Caractérisation de la dérivabilité a I'aide des
dérivabilités a gauche/a droite)

Soient f : D — C une fonction et a € D un point au voisinage duquel f
est définie a gauche et 3 droite.

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable 4 gauche et a droite
en a avec de plus : f,(a) = fy(a).

La fonction valeur absolue est dérivable & gauche et a droite en 0, mais
pas en 0 car : f;(0) = —1 et f;(0) = 1 donc £;(0) # £;(0).
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
Opérations sur la té

de réciproque
es usuelles

f est dérivable en a

. f(x)—"f(a) . ..
<= |lim —=———= existe et est finie
x—a X — a
. f(x)—f(a . f(x)—f(a . ..
< lim M et lim M existent, sont finies et égales
x—a~ X —a x—at X —a

<= f est dérivable a gauche et a droite en a et :  f/(a) = fj(a). [
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
e e e e e Opérations sur la dérivabilité
ité de la fonction réciproque
es usuelles

Théoréme (La d
Soient f : D — R une fonction et a € D.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Attention ! La réciproque est totalement fausse

La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 .

Il existe méme des fonctions qui sont continues sur tout R mais
dérivables en aucun point.
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
e e e e e Opérations sur la dérivabilité
ité de la fonction réciproque
es usuelles

Théoréme (La d
Soient f : D — R une fonction et a € D.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Attention ! La réciproque est totalement fausse

La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 .

Il existe méme des fonctions qui sont continues sur tout R mais
dérivables en aucun point.

Remarque

Cette propriété n'a aucun intérét pratique : on ne peut pas s'intéresser a
la dérivabilité si on n’a pas vérifié que la fonction est continue.
Exemple : Une fonction polynéme n'est pas "continue parce qu’elle est
dérivable" mais "est continue et de plus dérivable".
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
Opérations sur la dérivabilité
Déri ité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Théoréme (Opérations sur la dérivabilité)

Soient f : D — C et g : D — C deux fonctions et a € D. On suppose
f et g dérivables en a.

Q@ Combinaison linéaire : Pour tous A\, u € C, \f + ug est dérivable en
aet: (M +pug)(a)=A(a)+ ug'(a).
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Définitions

Opérations sur la dérivabilité
Dérivabilité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Théoréme (Opérations sur la dérivabilité)

Soient f : D — C et g : D — C deux fonctions et a € D. On suppose
f et g dérivables en a.

Q@ Combinaison linéaire : Pour tous A\, u € C, \f + ug est dérivable en
aet: (M +pug)(a)=A(a)+ ug'(a).

@ Produit : fg est dérivable en a et :
(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a)-
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sur la dérivabilité
de la fonction réciproque
usuelles

Théoréme (Opérations sur la dérivabilité)

Soient f : D — C et g : D — C deux fonctions et a € D. On suppose
f et g dérivables en a.

Q@ Combinaison linéaire : Pour tous A\, u € C, \f + ug est dérivable en
aet: (M +pug)(a)=A(a)+ ug'(a).
@ Produit : fg est dérivable en a et :
(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
@ Quotient : Si : g(a) #0, Ef est dérivable en a et :
f\ f'(a)g(a) — f(a)g’(a)
— ] (a) = 5 .
g g(a)
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

sur la dérivabilité
de la fonction réciproque
usuelles

Pour les assertions (2) et (3), remarquons que : lim g(x) = g(a) «carla
X—a

dérivabilité de g en a implique sa continuité.
o A+ 1g)(x) = (M + pg)(a)

ENCELOMFCENC

— M(a) + pg'(a).

X —a X—a xX—a
o, (B)(x) — (fg)(a)
X—a
=218 ) 4 1@ B8R fr(a)g(a) + F(a)e(a).
@ Supposons :  g(a) # 0 comme g est continue, elle est non nulle
sur un |nt?r\$allell(o;1vert contenant a.
X -5 1 L Ex)—gla) | g'(a)
T T e x—a b e

O
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
Dérivée > > Opérations sur la dérivabilité

Déri ité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Théoréme

Soient f : D — E et g : E — C deux fonctions et a € D.
On suppose f dérivable en a et g dérivable en f(a).

@ Composition : g o f est dérivable en a et :

(gof)(a) = f'(a)g'(f(a))
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

s
s sur la dérivabilité
té de la fonction réciproque

@ Pour tout y € E, posons :
gly) —g(f(a))

=y yofg 7
g'(f(a)) si iy =f(a)
Par dérivabilité de g en f(a) : Iirfrz )T(y) =g'(f(a)),

Donc pour tout x € E:  7(f(x))(f(x) —f(a)) = gof(x)—gof(a)
y compris pour x = a

De plus )![)na f(x) = f(a)

Done £2F0) —g0f(a) _

) = &) - (£(x)) — F(a)g(F(2)).

X —a X —a x—+a
O
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

é de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble

{M(x,y), y = f(x) avec x € D}
= {M(x,f(x)) avec x € D}

-
e,
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
la dérivabilité
e la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).

On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble

y
{M(x,y), y = f(x) avec x € D} ;
= {M(x,f(x)) avec x € D}
={M(x,y), f}(y)=x avecy € E} N —
0 < d
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

nction réciproque

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble
y
{M(x,y), y = f(x) avec x € D}
= {M(x,f(x)) avec x € D}
={M(x,y), f}(y)=x avecy € E} -
={M(f'(y),y) avecye E}
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
la dérivabilité
la fonction réciproque

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble
(M(x,y), y = f(x) avec x € D} ’
= {M(x,f(x)) avec x € D}
={M(x,y), f'(y)=x avecy € E} . 2
={M(f'(y),y) avecye E}
={M(f'(x),x) avec x € E} e
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
la dérivabilité
la fonction réciproque

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble
(M(x,y), y = f(x) avec x € D} ’
= {M(x,f(x)) avec x € D}
={M(x,y), f'(y)=x avecy € E} . 2
={M(f'(y),y) avecye E}
={M(f'(x),x) avec x € E} e
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
la dérivabilité
la fonction réciproque

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble
(M(x,y), y = f(x) avec x € D} ’
= {M(x,f(x)) avec x € D}
={M(x,y), f'(y)=x avecy € E} . 2
={M(f'(y),y) avecye E}
={M(f'(x),x) avec x € E} e
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

réciproque

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)

La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble
(M(x,y), y = f(x) avec x € D} ’
= {M(x,f(x)) avec x € D}
={M(x,y), f'(y)=x avecy € E} . §
={M(f'(y),y) avecye E}
={M(f'(x),x) avec x € E} e 3

Cet ensemble est le symétrique par
rapport a I'axe d'équation y = x de
I'ensemble

{M (x,f1(x)) avec x 6 E}
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

nction réciproque

Définition

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
On appelle fonction réciproque de f la fonction, notée f~1 telle que
Vx €l iy =f(x) e x=rf"y)
La représentation graphique de la fonction f est I'ensemble
y
{M(x,y), y = f(x) avec x € D}

= {M(x,f(x)) avec x € D} i
={M(x,y), f'(y)=x avecy € E} . i
={M(f'(y),y) avecye E} i
={M(f'(x),x) avec x € E} T 3

Cet ensemble est le symétrique par
rapport a I'axe d'équation y = x de
I'ensemble

—

{M (x,f1(x)) avec x 6 E}
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Dérivabilité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Théoréme (Dé

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
e essive e e Opérations sur la dérivabilité
D ité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

€ d’une réciproque)

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
Si f' NE S’ANNULE PAS SUR I, alors
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
e essive e e Opérations sur la dérivabilité
D ité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

€ d’une réciproque)

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
Si f' NE S’ANNULE PAS SUR I, alors

o 1 est dérivable sur J
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Dérivées usuelles

Théoréme (Dérivabilité d’une réciproque)

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
Si f' NE S’ANNULE PAS SUR I, alors

o 1 est dérivable sur J

°o (F ) =75
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Dérivées usuelles

Théoréme (Dérivabilité d’une réciproque)

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
Si f' NE S’ANNULE PAS SUR I, alors

o 1 est dérivable sur J
I
o (FY) =—+
( ) flof-1
Attention ! L’hypothése selon laquelle £’ ne s’annule pas est essentielle !

y y
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Dérivées usuelles

Théoréme (Dérivabilité d’une réciproque)

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
Si f' NE S’ANNULE PAS SUR I, alors

o 1 est dérivable sur J
_1\/
o () =sor=

Attention ! L’hypothése selon laquelle £’ ne s’annule pas est essentielle !

y I y

|
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Dérivées usuelles

Théoréme (Dérivabilité d’une réciproque)

Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).
Si f' NE S’ANNULE PAS SUR I, alors

o 1 est dérivable sur J
_1\/
o () =sor=

Attention ! L’hypothése selon laquelle £’ ne s’annule pas est essentielle !

y I y

|
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Dérivabilité de la fonction réciproque

Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
Dérivées usuelles

Théoréme (Dérivab
Soient | un intervalle et f € (I, R) bijective de | sur J = f(I).

Si f' NE S’ANNULE PAS SUR |, alors
o 1 est dérivalble sur J
-1\/ _
O (f ) * flof-1
Attention ! L’hypothése selon laquelle £’ ne s’annule pas est essentielle !

y y .
I H
H
H
:
:
:
5 —
1 1 -
3 1
5
J
&
L K
y) X R4 X
9
of 7 )
o
: y
s
5
:
5

—_—
5
H
.
H
I H
H
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Dérivabilité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Soit b € J. On pose a = f~*(b)

@ Or f est dérivable en a = f~1(b) : lim = f'(a), donc
X—ra

aprés passage a l'inverse (par hypothése f’ ne s'annule pas) :

f(x) - f(a)
X —a

. X—a 1
lim

S f(x)—F(a) 7 (3)
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations
e essive e e ns sur la dérivabilité
é de la fonctiol
suelles

Soit b € J. On pose a = f~*(b)

f(x)—f
@ Or f est dérivable en a = f~1(b) : lim f=f(a) _ f'(a), donc
x—a X —a
aprés passage a l'inverse (par hypothése f’ ne s'annule pas) :
. X—a 1
lim

S f(x)—F(a) 7 (3)

o Comme f est continue et bijective, £~ est continue en b :

lim f~1(y) = f1(b) = a

y—b
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions
e essive e e Opérations sur la dérivabilité
Dérivabilité de la fonction réciproque
Dérivées usuelles

Soit b € J. On pose a = f~*(b)

@ Or f est dérivable en a = f~1(b) : lim = f'(a), donc
X—ra

aprés passage a l'inverse (par hypothése f’ ne s'annule pas) :

f(x) - f(a)
X —a

. X—a 1
lim

S f(x)—F(a) 7 (3)

o Comme f est continue et bijective, £~ est continue en b :

lim f~1(y) = f1(b) = a

y—b

@ On peut donc remplacer x par f~*(y) et a par f~*(b) donc par
composition :

T 2 Rt ) W 0 K () M
N GO R G )R G D)
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions

ns sur la dérivabilité
ité de la fonction réciproque
es usuelles

Remarque sur la démonstration :
On pourrait penser & écrire le taux de variation de la facon suivante :

g(f(x)) — g(f(a)) _ &(f(x)) — &(f(a)) f(x) — f(a)
x—a f(x) — f(a) x—a
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations Définitions

ns sur la dérivabilité
ité de la fonction réciproque
es usuelles

Remarque sur la démonstration :
On pourrait penser & écrire le taux de variation de la facon suivante :

g(f(x)) — g(f(a)) _ &(f(x)) — &(f(a)) f(x) — f(a)

x—a f(x) — f(a) x—a

Mais dans ce cas I3, on divise par f(x) — f(a) et mais cette valeur
pourrait étre nulle ce qui pose un probléme.
Cela explique I'introduction de la fonction 7
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Nombre dérivé fonction dérivée, opérations

Principales formules a connaitre, x est
une variable

Compositions, u représente une fonc-
tion x — u(x).
Fonction Dérivée Fonction Dérivée
x" nx"1 (neZ) u" nd'u"t (nex)
1 1 1 u’
X - xl2 u - u?
u
VX 1 Vi L
2/x 2.\/u
x¢ ax® 1 (a €eR) u® adu*™t (e €R)
e~ e~ e u'e"
1 u’
In x — Inu —
X u
CoSs X —sinx cos u —u'sinu
sin x Cos X sinu u' cos u
1 u
tan x 1—&—‘can2x:72 tanu u (1+tan2u) =—
cos? x cos? i



Dérivées successives, fonctions de classe C”

o
Formule de Leibniz

Définition (Dérivées successives)
Soit f : D — C une fonction.

On définit Vk € N, Py : ) est définie sur D et ) est dérivable sur D.
On définit : f© = f

Pour tout n € N tel que Vk € N, k < n, Py est vraie, on peut définir
D) — £ gy D,

fK) est dite dérivée k™ de f.

On dit que f est k fois dérivable sur D.

Remarque
@ On note généralement £, f' " et f"” plutdt que F© F1) () et
f®3) respectivement.
dkf

@ On peut noter la dérivée n-ieme ——
dx
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Dérivées successives, fonctions de classe C” Définitions
s des es Formule de Leibniz

Définition (Fonction de classe ©* )

Soit f : D — C une fonction.

@ Pour tout k € N, on dit que f est de classe €* sur D si f est k fois
dérivable sur D et si fX) est continue sur D. On note €*(D,K)
I'ensemble des fonctions de classe €% sur D a valeurs dans K.

@ On dit que f est de classe €°° sur D si f est dérivable autant de
fois qu’on le veut sur D.

@ On note (D, K) I'ensemble des fonctions de classe €*° sur D a
valeurs dans K.

Attention ! Etre de classe €, ce n'est pas
étre "dérivable et continue"

mais
étre " dérivable a dérivée continue ".
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4 2 . . n
Dérivées successives, fonctions de classe C

Classe €*°
1
NA
Classe &?
NA
Dérivabilité deux fois
1
Classe &1
NA
Dérivabilité
1

Continuité=Classe €°
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Nombre déri
Définitions
Formule de Leibniz

Proposition

Soient n € N, (f,g) € (C"(I,R))? et (A, 1) € R2. Alors

A+ pg € C"(1,R)

et

(on dit que I'ensemble des fonctions de classe C" est un R espace
vectoriel)
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Dérivées successives, fonctions de classe C” Définitions

Formule de Leibniz

Démonstration.

On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) :
Si f et g sont C", alors Af + g est C" et (A + pug)™ = M) 4 ;g™

Pour n =0, on a vu dans le chapitre précédent que P(0) est vraie.

Soit n € N tel que P(n) est vraie. Supposons f et g de classe C"*1.
Alors f et g sont C", donc par hypothése de récurrence, Af + ug est C"
et (M + ug)™ = M) 4 g™,

Comme (" et g(" sont C! ( car f et g sont C"%, (Af + pug)™ est
dérivable (comme combinaison linéaire de fonctions qui le sont - c'est la
propriété P(0)) de dérivee (Af + pug) ™™ = AF("+) g1+ continue.
Ainsi \f + ug est C"! et on a P(n+1).

Conclusion : ¥n € N, P(n) est vraie. O
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Dérivées successives, fonctions de classe C” Définitions

Formule de Leibniz

Formule de Leibniz

Proposition (Formule de Leibniz)

Soient n € N, f, g : | — R de classe C" sur I.

Alors fg est de classe C" sur | et on a :

()@ =3 " | gt
k=0 \ k
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Dérivées successives, fonctions de classe C”

o
Formule de Leibniz

Démonstration.

On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) :

Si f et g sont C" sur /, alors fg est C" sur [ et

n

n
()" =3 F09glr=h).
k

k=0

o Si f et g sont continues sur /, alors fg est continue sur / et

g 0 0

Z FU) g(0=k) — FOg0 — f7 — (fg)(O), donc on a
k=0 \ k 0
P(0).
o Aurang k: "Vf,gec€X(D,C), fgec € (,C) et
o[ ok
(fg)*) = Z FP) glk=p) 5
p=0 P
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Dérivées successives, fonctions de classe C” Définitions

Formule de Leibniz

Démonstration.

Hérédité : Soit k € N, on suppose le Py vraie.

Soient f, g € €*t(D,C).

Aussitét :  f,g € €1(D,C), donc : fg € €*(D,C) et :

(fg) =f'g +fg'.

Or: f'g fg’ € €(D,C) par hypothése de récurrence, donc :

(fg) € €%(D,C), ie.: fge%+(D,C). O
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Dérivées successives, fonctions de classe C” Définitions

Formule de Leibniz

Ensuite : () = ((fg))) = (F'g)™) + (/)"

K K
k

HDR Z (f()(p) gk=p) 4 Z £(p) (g’)("”’)
p=0\ P p=0\ P

k

ko[ k o[k
= Z Flpt1) glk=p) 4 Z £(P) g(k=p+1)

=0\ p p=0 \ p
k+1 k k k
= P glk=pt1) | Z £(P) glk—p+1)
p=1 \ p—1 p=0 \ p
ko[ k+1 a
= fOglk+1) | Z P gkt1=p) | flk+1)g
p=0 p=1 P p=k+1
[ k+1
= z £(P) g(k+1=p)
p=0 P

O
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re fonctior
Dérivées successiv

e, opérations
s de classe C” Définitions
nctions dérivables Formule de Leibniz

Proposition

f'
Soient f et g : | — R de classe C". Si g ne s'annule pas, alors z est C" sur |.

Proposition

Soient f : | — R et g : J — R deux fonctions C" sur | telles que f(I) C J.
Alors (g o ) est de classe C" sur |.

Proposition

Soit f : | — J bijective, de classe C" sur | et telle que f' ne s’annule pas.
Alors =1 est de classe C" sur J.
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Extremum local
N N ) ) Théoréme de Rolle
iz . . Théoréme des accroissements finis
Propriétés des fonctions dérivables .. .. P
Sens de variations et dérivabilité

Régle de I’Hospital

Soit f : | — R une fonction.
@ On dit que f admet un maximum local en a, s'l existe un réel n > 0 tel
que la fonction fi;n[o_y, a1y @admette un maximum en a, i.e :

Vx elnfa—mn,a+mn],f(x)<f(a)

inflexion

Min. local
Min. global

D. Cransac Analyse



Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

és des fonctions dérivables
F cation

Soit f : | — R une fonction.

@ On dit que f admet une maximum local en a, s'l existe un réeln > 0
tel que la fonction f|jn[,—y,atrn admette un maximum en a, i.e :

Vx elnfa—mn,a+n)],f(x)<f(a)

o On dit que f admet une minimum local en a, s'il existe un réel n > 0
(eta) tel que la fonction f\n[,—y a1 @admette un minimum en a, i.e :

Vx elnfa—mn,a+n],f(a) <f(x)

@ On dit que f admet un extremum local en a, si f admet un
maximum ou un minimum local en a.
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Extremum local
- . - Théoréme de Rolle
A . . Théoréme des accroissements finis
Propriétés des fonctions dérivables .. .. .
Sens de variations et dérivabilité

Régle de I’Hospital

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur 4 | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démons
D. Cransac Analyse



Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur 4 | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de va ns et dériva é
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur 4 | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors 7 > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] N/, f(x) < f(a).

Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
la—v,a+v]Cl.

Posons & = min(7,~) > 0. Ainsi, pour tout x € [a—d,a+ d], f(x) < f(a).

O
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Extremum local
Théoréme de Rolle
F y y . Théoréme des accroissements finis
Propriétés des fonctions dérivables .. .. P
Sens de variations et dérivabilité

Régle de I’Hospital

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration.
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité

Régle de I’Hospital

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors n > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] NI, f(x) < f(a).

Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
[a—v,a+v]Cl.

Posons ¢ = min(n,v) > 0. Ainsi, pour tout x € [a — §,a + d], f(x) < f(a).
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

s fonctions de
Propriétés des fonctions dérivables

Proposition (Condition nécessaire d’extrémum)

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration

|

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors n > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] NI, f(x) < f(a).

Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
[a—v,a+v]Cl.

Posons ¢ = min(n,v) > 0. |nS| pour tout x € [a— 0,a+ d], f(x) < f(a).
Pour tout x € {a [ > 0 (car f(x)—f(a) <0et
x —a<0),
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

s fonctions de
Propriétés des fonctions dérivables

Proposition (Condition nécessaire d’extrémum)

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors n > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] NI, f(x) < f(a).

Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
[a—v,a+v]Cl.

Posons ¢ = min(n,v) > 0. Ainsi, pour tout x € [a — §,a + d], f(x) < f(a).

Pour tout x € {afé,a [,L‘Z(a) >0 (car f(x)—f(a) <0et
X —

x —a < 0), donc en passant a la limite quand x — a~
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

s fonctions de
Propriétés des fonctions dérivables

Proposition (Condition nécessaire d’extrémum)

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors n > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] NI, f(x) < f(a).
Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
[a—v,a+v]Cl.
Posons ¢ = min(n,v) > 0. Ainsi, pour tout x € [a — §,a + d], f(x) < f(a).
f(x)—f
Pour tout x € {af d,a ,La(a) >0 (car f(x)—f(a) <0et
5 —
x —a < 0), donc en passant & la limite quand x — a~ (comme f est dérivable

ena), f'(a) = fz(a) > 0.
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

s fonctions de
Propriétés des fonctions dérivables

Proposition (Condition nécessaire d’extrémum)

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors n > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] NI, f(x) < f(a).
Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
[a—v,a+v]Cl.
Posons ¢ = min(n,v) > 0. Ainsi, pour tout x € [a — §,a + d], f(x) < f(a).
f(x)—f
Pour tout x € {af 0,a ,La(a) >0 (car f(x)—f(a) <0et
% —
x —a < 0), donc en passant & la limite quand x — a~ (comme f est dérivable
f(x) — f(
X

en a), f'(a) = f;(a) > 0. De méme, pour tout x €]a,a + ], — 2) <0

(car f(x) —f(a) <0et x—a>0),
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

s fonctions de
Propriétés des fonctions dérivables

Proposition (Condition nécessaire d’extrémum)

Soit f : | — R une fonction dérivable.
Si f admet un extremum local en un point a intérieur a | (i.e. a€ | et a
n'est pas une extrémité de | ), alors f'(a) = 0.

Démonstration.

Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en a un maximum local.
Il existe alors n > 0 tel que Vx € [a—n,a+n] NI, f(x) < f(a).

Comme a n'est pas une extrémité de /, il existe v > 0 tel que
[a—v,a+v]Cl.

Posons ¢ = min(n,v) > 0. Ainsi, pour tout x € [a — §,a + d], f(x) < f(a).

Pour tout x € {afé,a [,L‘Z(a) >0 (car f(x)—f(a) <0et
X —

x —a < 0), donc en passant & la limite quand x — a~ (comme f est dérivable

F(x) - f
en a), f'(a) = f;(a) > 0. De méme, pour tout x €]a,a + ], % <0

(car f(x) —f(a) <0et x—a>0), donc en passant a la limite quand
x —at,f'(a) = fy(a) <0.
Ainsi, f'(a) = 0. O
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dériv: é
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Remarques.
@ La condition f'(a) = 0 n'implique pas qu'il y ait un extremum local
en a.
Par exemple, la fonction f : x € R — x> satisfait f'(0) = 0, mais f
n'admet pas d’extremum local en 0 .

@ L'hypothése a intérieur a | est essentielle : par exemple, la fonction
f:x €[0,1] — [0,1] est dérivable sur [0, 1] et a son minimum en 0
et son maximum en 1, mais f'(0) = (1) = 1 # 0.

@ Pour déterminer les extrema d’'une fonction f, on procédera comme
suit :

e on étudie les extrema en les points intérieurs 3 / : on résout
I'équation f'(x) = 0, puis on vérifie si les points obtenus
correspondent ou non a des extrema locaux (avec le tableau de
variations de f par exemple).

e on étudie si les extrémités de | (si elles appartiennent a I)
correspondent ou non a des extrema locaux de f.
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Extremum local
Théoréme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

successives, fonctions de classe
Propriétés des fonctions dérivables

Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Théoréme (Théoréme de Rolle)

Soit f : [a, b] — R une fonction
@ continue sur [a, b]
o dérivable sur ]a, b|
o telle que f(a) = f(b)
Il existe un réel c €]a, b[ pour lequel : f'(c) = 0.
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Extremum local
Théoréme de Rolle

Propriétés des fonctions dérivables

(@) = F(B)f -y >

5 b 5 b

Hypothéses vérifiées Pas de dérivabilité en un point
10)| E——
f(a) = £(b) e f(a)
2 b 2 b
Pas de continuité sur [a; b] f(a) # f(b)
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Démonstration.

La fonction f étant continue sur le segment [a, b], f est bornée et posséde un
minimum m et un maximum M d'aprés le théoréme des bornes atteintes.

@ Si: f(a) =1f(b) # M, alors comme f atteint ses bornes: f(c) =M
pour un certain c €]a, b[. Par hypothése, c n'est alors pas une borne de
[a, b], donc : f'(c) = 0 d'aprés le théoréme précédent.

@ Si: f(a) =f(b) # m, méme raisonnement.
@ Dernier cas enfin : f(a) = f(b) = m= M.

Dans ce cas, f est constante de valeur M = m sur tout [a, b] par
définition de m et M, donc f’ est nulle sur tout [a, b]
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme (Théoréme des accroissements finis)

Soit f : [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.

f(b) — f(a) ) f(a)

Il existe un réel c €]a, b[ pour lequel :  f'(c) = , ou encore :

f(b) — f(a) = f'(c)(b - 2)

Remarque
Le théoréme des accroissements finis généralise le théoréme de Rolle.

DES INFORMATIONS SUR '
DONNENT
DES INFORMATIONS SUR f.

Trés utile pour utiliser toute majoration/minoration de f’ pour obtenir une
majoration/minoration sur f.
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Démonstration.

On pose ¢(x) = f(x) — W(X —a)—f(a).

¢ est la somme de f et d'une fonction linéaire donc :
@ ¢ est une fonction continue sur [a; b].

@ ¢ est une fonction dérivable sur ]a; b|.

o o ga)=fa)+ BB, 5
o o(b) = £(b) + "B 2y 1)

donc ¢(a) = ¢(b)
On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a ¢ :
il existe c tel que ¢'(c) =0

Donc f'(x) + % =0 donc f'(c) =

f(b) — f(a)
b—a
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervalle |.
o f est constante sur | si et seulement si f' est nulle sur I.

o f est croissante (resp. décroissante) sur | si et seulement si f' est
positive (resp. négative) sur |.
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

@ = Immeédiat.

Propriétés des fonctions dérivables
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

@ = Immédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [, x < y.

Propriétés des fonctions dérivables
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur |x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y| tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

Propriétés des fonctions dérivables
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur |x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y| tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

@ On traite le cas f croissante (I'autre cas s'en déduit en remplacant f
par —f ).

Propriétés des fonctions dérivables
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

@ On traite le cas f croissante (I'autre cas s'en déduit en remplacant f

fonctions de classe
des fonctions dérivables
r

par —f ).
= Soit a € /. Alors, pour tout x € /, avec x # a, on a
9=fa) _ g

X —a
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immeédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

@ On traite le cas f croissante (I'autre cas s'en déduit en remplacant f
par —f ).
= Soit a € /. Alors, pour tout x € /, avec x # a, on a
f(x) —f(a)

fonctions de classe
des fonctions dérivables
r

> 0. En faisant tendre x vers a, on obtient, par passage

a la limite dans les inégalités, que f’(a) > 0 pour tout a € /.
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Extremum local

Théoréme de Rolle

Théoréme des accroissements finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immeédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

@ On traite le cas f croissante (I'autre cas s'en déduit en remplacant f
par —f ).
= Soit a € /. Alors, pour tout x € /, avec x # a, on a
f(x) —f(a)

a la limite dans les inégalités, que f’(a) > 0 pour tout a € /.

< Supposons f’ a valeurs positives. Soit (x,y) € I? avec x < y.

fonctions de classe
des fonctions dérivables

> 0. En faisant tendre x vers a, on obtient, par passage
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Extremum local
Théoréme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immeédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

@ On traite le cas f croissante (I'autre cas s'en déduit en remplacant f
par —f ).
= Soit a € /. Alors, pour tout x € /, avec x # a, on a

f(x)—f
M > 0. En faisant tendre x vers a, on obtient, par passage

a la limite dans les inégalités, que f’(a) > 0 pour tout a € /.

< Supposons f’ & valeurs positives. Soit (x,y) € I? avec x < y. Par
le théoréme des accroissements finis ( f étant continue sur [x, y] et
dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel que

f(y)—f(x)=f'(c)(y —x) >0car f'(c) >0ety —x>0.
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Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

o = Immeédiat.
< Supposons que f' = 0 sur /, et soit x,y € [,x < y. D’aprés le
théoréme des accroissements finis entre x et y ( f étant continue sur
[x, y] et dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) = 0. Donc f(x) = f(y).

@ On traite le cas f croissante (I'autre cas s'en déduit en remplacant f
par —f ).
= Soit a € /. Alors, pour tout x € /, avec x # a, on a

f(x)—f
M > 0. En faisant tendre x vers a, on obtient, par passage

a la limite dans les inégalités, que f’(a) > 0 pour tout a € /.
< Supposons f’ & valeurs positives. Soit (x,y) € I? avec x < y. Par
le théoréme des accroissements finis ( f étant continue sur [x, y] et
dérivable sur ]x, y[ car dérivable sur /), il existe ¢ €]x, y[ tel que
f(y) — f(x) = f'(c)(y —x) > 0car f'(c) >0et y —x > 0. Ainsi
f(y) > f(x) et f est croissante.

OJ
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Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervalle |.

Si f' est strictement positive (resp. strictement négative), sauf
éventuellement en un nombre fini de points de | ou f' s'annule, alors f
est strictement croissante (resp. strictement décroissante).
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Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervalle |.

Si f' est strictement positive (resp. strictement négative), sauf
éventuellement en un nombre fini de points de | ou f' s'annule, alors f
est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration.

Par I'absurde, si f n'est pas strictement croissante, alors il existe
c < d,(c,d) € I tels que f(c) = f(d).
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Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervalle |.

Si f' est strictement positive (resp. strictement négative), sauf
éventuellement en un nombre fini de points de | ou f' s'annule, alors f
est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration.

Par I'absurde, si f n'est pas strictement croissante, alors il existe
c < d,(c,d) € I?, tels que f(c) = f(d). Comme f est croissante, on a
donc fic 4 constante et alors
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Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervalle |.

Si f' est strictement positive (resp. strictement négative), sauf
éventuellement en un nombre fini de points de | ou f' s'annule, alors f
est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration.

Par I'absurde, si f n'est pas strictement croissante, alors il existe
c < d,(c,d) € I?, tels que f(c) = f(d). Comme f est croissante, on a
donc fic 41 constante et alors " est nulle sur le segment [c, d].
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Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervalle |.

Si f' est strictement positive (resp. strictement négative), sauf
éventuellement en un nombre fini de points de | ou f' s'annule, alors f
est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration.

Par I'absurde, si f n'est pas strictement croissante, alors il existe

c < d,(c,d) € I?, tels que f(c) = f(d). Comme f est croissante, on a
donc fic 4] constante et alors " est nulle sur le segment [c, d]. C'est en
contradiction avec I'hypothése de départ, donc f est strictement
croissante. [
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Propriétés des fonctions dérivables UHET 0 d_es_accroissen_lent_s_finis
Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Fonctions lipschitziennes

Définition (Rappel)

Soit f: | — R et k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne
de rapport k ) sur | si :

Y(x,y) € /2,|f(x)— f)I < klx —yl.
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Propriétés des fonctions dérivables

Fonctions lipschitziennes

Définition (Rappel)

Soit f: | — R et k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne
de rapport k ) sur | si :

Y(x,y) € I2v|f(X)_ f)I < klx —yl.

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur | .
Si f' est bornée sur | par une constante M > 0, alors f est M lipschitzienne
sur [.
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Propriétés des fonctions dérivables

Fonctions lipschitziennes

Définition (Rappel)

Soit f: | — R et k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne
de rapport k ) sur | si :

V(x,y) € 12, 1f(x) = f(y)| < klx = yl.

Théoréme

Soit f : | — R une fonction dérivable sur | .
Si f' est bornée sur | par une constante M > 0, alors f est M lipschitzienne
sur [.

Démonstration.

Il suffit d'appliquer I'inégalité des accroissements finis sur tout segment
[, y1: 1f(x) = f(y)| < Mlx —yl. O
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Régle de I'Hospital

Théoréme

Soient f,g : | — R deux fonctions dérivables et soit xo € |. On suppose que

o f(Xg) = g(Xo) = 0,
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Régle de I'Hospital

Théoréme

Soient f,g : | — R deux fonctions dérivables et soit xo € |. On suppose que

o f(Xg) = g(Xo) = 0,
o Vxe N\{x} g'(x)#0.

D. Cransac Analyse



Extremum local
- . - - Théoréme de Rolle
iz . . Théoréme des accroissements finis
Propriétés des fonctions dérivables .. .. P
Sens de variations et dérivabilité
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Régle de I'Hospital

Théoréme

Soient f,g : | — R deux fonctions dérivables et soit xo € |. On suppose que
(*] f(Xg) = g(Xo) =0,
o Vx e \{x} g'(x)#0.
!
F iy Y
x=%0 g'(x)

. f(x)
=/ (eR alors lm —=~ =/
(S8 x=%0 g(x)
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Régle de I’Hospital

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors

Propriétés des fonctions dérivables
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Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /

Propriétés des fonctions dérivables
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Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /

Propriétés des fonctions dérivables

@ h est dérivable sur ]a, xp[
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Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /

Propriétés des fonctions dérivables

@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
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Sens de variations et dérivabilité
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe ¢, €] a,xp [ tel que h' (c,) = 0.
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Théoréme des accroisser
Sens de variations et déri
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe c, €] a, xo [ tel que h’ (c;) = 0. Or
W (x) = g(a)f'(x) — f(a)g'(x)
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Sens de variations et déri
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe c, €] a, xo [ tel que h’ (c;) = 0. Or
W (x) = g(a)f'(x) — f(a)g’(x) donc g(a)f’ (c.) — f(a)g’ (ca) = 0.
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Théoréme de Rolle
Théoréme des accroisser
Sens de variations et déri
Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables
r

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe c, €] a, xo [ tel que h’ (c;) = 0. Or
W (x) = g(a)f'(x) — f(a)g’(x) donc g(a)f’ (c.) — f(a)g’ (ca) = 0.

Comme g’ ne s'annule pas sur I\ {xo} cela conduit a
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Propriétés des fonctions dérivables
r

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe c, €] a, xo [ tel que h’ (c;) = 0. Or
W (x) = g(a)f'(x) — f(a)g'(x) donc g(a)f' (ca) — f(a)g’ (ca) =

' .o, 1a
Comme g’ ne s'annule pas sur I\ {x} cela conduit & —— =

g(a)  g'(a)
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Propriétés des fonctions dérivables
r

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe c, €] a, xo [ tel que h’ (c;) = 0. Or
W (x) = g(a)f'(x) — f(a)g'(x) donc g(a)f' (ca) — f(a)g’ (ca) =

' .o, 1a
Comme g’ ne s'annule pas sur I\ {x} cela conduit & —— =
g(a

Comme a < ¢, < xp lorsque |'on fait tendre a vers xp on obtient ¢, — xp.
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Régle de I’Hospital

Propriétés des fonctions dérivables
r

Démonstration.

Fixons a € I\ {xo} avec par exemple a < xp.
Soit h: | — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors
@ h est continue sur [a,xo] C /
@ h est dérivable sur ]a, xp[
@ h(xo) = h(a) =0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe c, €] a, xo [ tel que h’ (c;) = 0. Or
W (x) = g(a)f'(x) — f(a)g'(x) donc g(a)f' (ca) — f(a)g’ (ca) =

' .o, 1a
Comme g’ ne s'annule pas sur I\ {x} cela conduit & —— =
g(a

Comme a < ¢, < xp lorsque |'on fait tendre a vers xp on obtient ¢, — xp.
Cela implique
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Dérivabilité de la fonction racine carré
Fonction Réciproque de la fonction tangente
Détermination de la dérivée des fonction sin et cos

Application

Exercice : Etude de la dérivabilité de x — /x en 0 :
—+/0 1 )
u = ﬁ = — — 400 donc limite infinie
x—0 X VX x=0
donc la fonction n’est pas dérivable en 0.
Mais la courbe représentative admet une tangente verticale
En a > 0, on calcule le taux de variation entre a et x et on obtient
Vi-Va_ Jx—vavxtya_ x—a 1
x—a x—a x++va (x—a)(Vx+va) Vx++a
— 1 1
Donc si a > 0, Iim\/)? \/E: =
x—a X —a Vat++a  2y/a
1

X — v/x est dérivable en a, de dérivée ——

\V2a
-0 1 .
Sia=0, lim Vx=Vo lim — = +o0 donc limite infinie
x—0 X — 0 x—0 X

donc la fonction n’est pas dérivable en 0.
Mais la courbe représentative admet une tangente verticale

donc la fonction
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Dérivabilité de la fonction racine carré
Fonction Réciproque de la fonction tangente

P Détermination de la dérivée des fonction sin et cos
Application

Etude de la fonction tangente et sa réciproque

On définit la fonction tangente de | =] — g; g[ dans R par :

sin x
f:x—tanx =

COs X
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Dérivabilité de la fonction racine carré

Fonction Réciproque de la fonction tangente
P Détermination de la dérivée des fonction sin et cos
Application

Etude de la fonction tangente et sa réciproque

On définit la fonction tangente de | =] — g; g[ dans R par :

sin x
f:x—tanx =
Cos X
o f est dérivable sur | et
cos x cos x — (— sin x) cos x 1
f'(x) = (2 ) s— =1+tan’x
cos? x cos? x
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Dérivabilité de la fonction racine carré

Fonction Réciproque de la fonction tangente
P Détermination de la dérivée des fonction sin et cos
Application

Etude de la fonction tangente et sa réciproque

On définit la fonction tangente de | =] — g; g[ dans R par :

sin x
f:x—tanx =
Cos X
o f est dérivable sur | et
cos x cos x — (— sin x) cos x 1
f'(x) = (2 ) s— =1+tan’x
cos? x cos? x
@ OnaVxel,cosx>0, limtanx =+co et lim tanx = —co.
X—3 x——Z

2
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Dérivabilité de la fonction racine carré
Fonction Réciproque de la fonction tangente
P Détermination de la dérivée des fonction sin et cos
Application

Etude de la fonction tangente et sa réciproque

On définit la fonction tangente de | =] — g; g[ dans R par :

sin x
f:x—tanx =
Cos X
o f est dérivable sur | et
cos x cos x — (— sin x) cos x 1
f'(x) = (2 ) = ——=1+tan’x
cos? x cos? x
@ OnaVxel,cosx>0, limtanx =+co et lim tanx = —co.
X—3 x——Z

2
Comme f’(x) > 0 sur |, f est strictement croissante. Par ailleurs,

elle est continue sur I, elle réalise donc une bijection de / sur R.
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Dérivabilité de la fonction racine carré
Fonction Réciproque de la fonction tangente

P Détermination de la dérivée des fonction sin et cos
Application

Etude de la fonction tangente et sa réciproque

On définit la fonction tangente de | =] — g; g[ dans R par :

sin x
f:x—tanx =
Cos X
o f est dérivable sur | et
cos x cos x — (— sin x) cos x 1
f'(x) = (2 ) = ——=1+tan’x
cos? x cos? x
@ OnaVxel,cosx>0, limtanx =+co et lim tanx = —co.
X—3 x——Z

2
Comme f’(x) > 0 sur |, f est strictement croissante. Par ailleurs,

elle est continue sur I, elle réalise donc une bijection de / sur R.

@ On observe que la dérivée ne s'annule pas donc atan = tan! est

donc dérivable sur R
1 1

f’(atan(x)) 1 + tan?(atan(x)) T 1+x2

atan'(x) =
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ilité de la fonction racine carré
n Réciproque de la fonction t:

P Détermination de la dérivée des fonction sin et cos
Application

Dérivée de cos et sin

On admet (démonstration géométrique) que

sin x

T .
Vx €[0: <[, sinx < x <
2 COoSs X

Alors
xcosx < sinx et
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ilité de la fonction racine carré
n Réciproque de la fonction t:
Détermination de la dérivée des fonction sin et cos

Application

Dérivée de cos et sin

On admet (démonstration géométrique) que

T . sin x
Vxe[0: =, sinx <x <
2 COS X
Alors
xcosx < sinx et xcosx <sinx < x
. sin x .
Il vient cosx < — < lor lim cosx =1
x—0

X
donc d’aprés le théoréme des gendarmes,

. sin x
lim =1
x—0t X

sin x . . . N
comme x ——— est paire, la limite est la méme a gauche donc
X

. sin x
lim =1
x—0 X
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e la fonction racine carré
n Réciproque de la fonction tangente

Détermination de la dérivée des fonction sin et cos

Application

Etude de la dérivée de cos en O :

in2 x in2 x
cosx — 1 _ —2sin” 3 _ _sin® 3 1
X 25 i x—0

2 2

- .X
par composition car Iim — =0
x—0 2

Etude de la dérivée de sin en un réel a quelconque

cos(a+ h) —cosa cosacosh —sinasinh — cos a
h h
cosh—1 . sinh
=cosa —sina
h h
Donc

cos(a+ h) — cosa , .
lim = cosax0—sina x1=—sina
x—0 h

D. Cransac Analyse



ité de la fonction racine carré
éciproque de la fonction tangente
Détermination de la dérivée des fonction sin et cos

Application

Etude de la dérivée de cos en un réel a quelconque

sin(a+ h) —sina _ sinacosh+ cosasinh —sina
h B h

. cosh—1 sin h

:smaT—}-cosaT

Donc

. B — i
Iimwz sinax0+cosa x1=cosa
x—0 h

Théoréme

On a bien montré que la dérivée de sin est cos
et que la dérivée de cos est — sin
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