DS 4
Exercice 1 : (3pts)

Soit f la fonction définie sur [1, 5[ U ]5, +oo[ par :

f(x) = 7"96_1_2
x—-5

1
1. Montrer que I'on peut prolonger f par continuité en 5, en posant : f(5) = 1

2. Déterminer, si elle existe, la dérivée de f en 5, c'est a dire f'(5).
Correction :
1.

f(x)zx/ﬁ_z:(x—l—z)(\/xjﬂ): G-1-49 1
x=5 c-5(Vi-1+2)  @-5(Vi-1+2) (Ve-1+2)

1 1
Onendéduit: lim f(x) = lin})f(x) = — = —.
X —

X5 \/3:+2_4

1
On peut donc prolonger f par continuité en 5 en posant : f(5) = 4_1

1 1 4_(\/ﬁ+2) 2-Vx-1
, fO-f6) _Vamin 4 4lVi-1n) | a(Vio14) 2-Vx-1

x-5 x-5 x-5 x-5 _4( x—1+2)(x—5)

f)-fG) _ -(Vx-1-2) _ -1 X( x-1-2) _ -1 < F)

=5 4(Vi-1+2)@w-5 a(Wx-1+2) =9 4(vx-1+2)
fo-f&_ 1

=5 4(Vi-1+2) (WVax-1+2)
Par suite :
lim M = lim ! X ! = -1 = _—1
x->5 x-5 x—>54(m+2) (\/EJFZ) 4x4x4 64
Conclusion : f est dérivable en 5 et f'(5) = ;—4

Exercice 2 : (4,5pt)
1. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction f continue sur un
intervalle I.



2. Soit f:IR" — R™ une fonction continue .

On suppose que : lim f®)

X — +00

cestadire:dc e R*, f(c)=c.

= ¢ < 1 et on veut montrer que f possede un point fixe,

a) Supposer f(0) = 0, conclure.

o,

b) Justifier I'existence de b € R+, e <

X
c) Supposer f(0) # 0, calculer lim & puis conclure.
x—ot X

Correction :
1. Voir cours

2.(a) f(0) =0 = on peut prendre ¢ = 0.
b lm P =r<1 &=Ve>0 3450, Vx> A4, |f@)-0] <e.

X — +00
1-¢ b 1+¢
etde prendre b = A + 1, pour avoir : fé) <{l+e= S <1

Il suffit alors de choisir € =

() Sif(0)+#0, alors f(0) >0car f:R" - R".
e _

Par conséquent: lim — = + oo
xoot X
- f(a)
On peut donc trouver a au voisinage de 0 tel que —— > 1.
a

Il suffit pour cela de choisir A = 1 dans la définition de la limite et de prendre a € 0, a[ avec
« donné par cette limite.

X
Nous avons donc: g: x > ) définie et continue sur ]0, + ocof avec g(a) > 1 et

X
g(b) < 1.
Le TVI, appliqué a g, implique dc € ]a,b[, g(c)=1 < f(c) =c.

Exercice 3 : (4pts)
Soit f : ]a, b[ — R une fonction continue telle que : lim f(x) = {; € R et
X—a

lim f(x) = £, € R.
x—b

1. Montrer que f est bornée.
2. f posséde-t-elle forcément un maximum ? un minimum ?

Correction :



1. lim f(x) =¢; & Ye>0,da>0, VYxelab[, |x—al<a = |f(x)-{1] <e.

X—a
Nous pouvons donc borner f par {1 —€ et {1 + € sur l'intervalle ]a, a + af. (Par exemple
avece =1)
De la méme maniére, nous pouvons borner f par {, —€ et {, + € sur lintervalle |b — a, bl.
Il restera, peut-étre un intervalle [a+ a , b— a] qui est un segment, et sur lequel f est
également bornée par le théoreme sur I'image d'un segment par une fonction continue.
Finalement, f est bornée sur Ja,a + af, sur [a+a, b—a]etsur]b—a, b[.
Conclusion : f est bornée sur ]a, bl.

2. f ne possede pas forcément de Min ni de Max.

Prenons, par exemple, f(x) = x et ]a, b[ = ]0, 1[. f vérifie bien toutes les hypotheses de la
guestion 1. Mais elle ne posséde ni Min ni Max.

En effet, Inf f(x) = 0 et Sup f(x) = 1, mais ni 0, ni 1 ne sont des valeurs prises sur ]0, 1[.

Exercice 4 : (5,5pt)
On considére la fonction f définie sur IR par :

1 .
In| - -x six <0
fy =1 e
—x*-2x-1 six >0
1. Montrer que f est continue et strictement décroissante sur IR.
2. Justifier 'existence et la continuité de f_1 et préciser son sens de variations.

3. Déterminer I'expression détaillée de f‘l(x) pour tout réel x.

Correction :

1. f est continue pour x < 0 car composée de fonctions continues et strictement
décroissante car composée d'une strictt croissante (In ) et d'une strictt décroissante.

Pour x > 0, f est continue comme polyndme et strictt décroissante car ce trindme I'est pour
x = -1,

Deplus lim f(x)= —1= lim f(x) = f continue sur RR et strictt décroissante.
x—=0" x—0"
2. f continue et strictt décroissante réalise donc une bijection de R vers f(IR) = R.

Eneffet: lim f(x)= +oc0 et lim f(x) = —oo.
X — —00 X — +00
f possede donc une réciproque : f‘1 : R—- R

De plus f‘1 a le méme sens de variations que f donc strictt décroissante.
3. Onsaitque: f(J—00,0[)=]-1, +oo[ etque  f([0, +oo[) =]—0o0, —1].



e Siye]-1, +oof, y = f(x) @yzln[l—x] = le—eyszl(y).
e e

e Siye]-o0, -1, y=fx) y=-x*-2x-1 = y= —(x+1)2

Sxt+l= 2V-y =x=-1+V-y = ).

Finalement :

-1+V-—x six< -1

ffw=y1 _
——e six > —1
e

Exercice 5 : (3pts)

ex
On considére la fonction : f:]0, + co[ = IR, définie par: f(x) = —
1. Etudier les variations de f.
2. Comparer, sans calculatrice, les nombres e™ et 7.

Correction :

ex

1. f(x) = — fonction continue et dérivable sur ]0, + oo[.
x@

1 e-1 _x

et x“ef(x—e)

()’ (x)’

f” ale méme signe que (x — ¢), donc négatif sur ]0, e] et positif sur [e, +oo[.
f posséde donc un minimum en x = e et ce minimum vaut f(e) = 1.

2. Onavuque:Vx €]0, +oof, f(x)= f(e) =1.

En particulier, pour x = 71, on a:

xte® —ex®

fx) =



