Proposition DS 5

1. Exercicel:

Fonction cosinus hyperbolique et réciproque :

er+e*

2

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f, justifier que f est dérivable et
gu'elle est paire.

2. Dresser le tableau de variations de f.

On définit, lorsque c’est possible, la fonction f par : f(x) =

Fonction réciproque :
On considere désormais les fonctions g et ¢ définies par :

gx) =In(x+Vx?-1), o) =x+Vx>-1.

3. Determiner le domaine de définition de la fonction ¢ et préciser son signe.
4. En déduire que g est définie sur [1, +oo, puis que g est dérivable sur ]1, +oo[.

Dans les trois questions suivantes, on considere deux réels x et i verifiant :
X —X
e +e
x>0 et y:f(x):T.

5. Justifier que y > 1 puis montrer que :
(€*)? - 2ye* +1=0.

2y-V4y? -4

: _ 2
6. On admettraque : ~———— =y-Vy -1<1

Montrer, en posant X = e*, que x = g(y).
7. Expliquer le lien entre la restriction de f a R* et g et justifier I'existence de deux
manieres de calculer I'expression de g’(x) sur ]1, +oo[.

8. Calculer cette expression de g’(x) par la méthode de votre choix.

Correction :
ex e—x
1. f(x) = T est définie sur IR tout entier. Elle est dérivable comme rapport et somme

de fonctions dérivables.

e +e*
D¢ = R : domaine symétrique par rapport a 0 et f(=x)= = T = f(x) = fest
paire.
et —e™ e -1
2. )= =¢>



f” est donc négative pour x < 0 et positive pour x > 0.

X | —oo 0 + g
f’ _ +
f |- N 1 / +0q

3. qo(x):x+‘\/x2—1définie — x2-120 & x€]-00, —1]JU[1, + o0l.
sur[l, 4o, x>1 = x+Vx?’-1>1 = p(x) > 0.

Sur]-o0, -1, x<-1 = Vx2-1<Vx?l=x|= ~x=x+Vx’-1<x-x=0.

= @(x) <0.
4. g(x) = In(p(x)) définie <= @(x) >0 < x € [1, + oo[.
Donc D, = [1, + ool.

La fonction x — "\ x est dérivable pour x > 0

= p(x) =x+ Va2 — 1 est dérivable pour x € | —co, —1[U]1, + oo[
= ¢(x) = In(p(x)) est dérivable pour x € ]1, + oof
5. On a vu que f posséde un minimum égal a 1 et atteint pour x = 0.
Doncy = f(x) = y=>1.
De plus :

er+e*

y=f(x) &y= (:)2yze"+e_x<:>2yex:ezx+1

2
y=f(x) = e¥-2p*+1=0 &= (") -2ye*+1=0.
6. En posant X = e*, 'équation précédente devient: X2 — 2yX+1=0.

Le discriminant est A = 4y* —4 = 4(y2 ~1) > 0. lly a donc 2 solutions possibles :
2y + Vay? -4
R A A Y

_2y-Vayr -4
- 2 -y 2
Commex >0, ona: X =e¢* > 1. La solution a retenir est donc :

X=e"=y+Vy’-1 = x=ln(y+‘\/y2—1) = g(y).

7. Nous venons de montrer que :
x=>0ety=f(x) & x=3).
g est donc la réciproque de f restreinte a la partie positive de son domaine de définition.

X3 - y2—1<1etX2=

Autrement dit, ¢ = f~! avec f restreinte & [1, +oo.
Pour calculer la dérivée ¢’ de g, nous avons deux maniéres possibles :



« dériver I'expression : g(x) = ln(x +Va? - 1] qui est de la forme In(u),

1
« utiliser la formule de dérivation de la réciproque : ¢’(x) = U‘l)’(x) =
f(g()
8.
( ) 14+ 2x
x+Vx2-1) A2
g'(x) = (ln(x+ xz—l))’: = Vel

2. Exercice 2:

1. A l'aide du théoréme ou de l'inégalité des accroissements finis, prouver que :

VYp € IN%, <In(p+1)-In(p) < -

2. En déduire que :

1
Vp>2, Inp+1)-In(p) < - <In(p)-In(p-1)
p
3n
. . 1
1. On définit la suite : S,, = Z —. Montrer que :
p=n+1 P

lim S, =In(3)
n— +0o

Correction :

1. Pour p € IN7, la fonction f, définie par f(x) = In(x), est continue et dérivable sur [p, p + 1].
On peut donc lui appliquer le théoreme des accroissements finis (TAF) qui donne :

1) - 1 1
Acetpp+il fo =100 L i) e D =g+ 1) - ng)
p+1-p c c
Elpp+l] =p<c<p+l = ! <l<l
p+1 c p

D'ou le résultat :



1
VpeIN', —— <In(p+1)-In(p) <
p+1

= |

1
2. A partir de I'encadrement précédent, on obtient: In(p + 1) —In(p) < -.
p

Pour p > 2, ce méme encadrement, appliqué a p — 1 a la place de p, donne :

1 1
VpeN%p>22, —-<In(p)-In(p-1)<——
P p-1

1
— — <In(p)-In(p -1).
p

On obtient ainsi I'encadrement recherché :

1
Vp>2, Inp+1)-In(p) < - <In(p)-In(p-1)
p
3n
1
3. S,= ), -
p=n+1 P
Grace a la question précédente, on peut encadrer S,, par des sommes télescopiques.
3n 3n 3n
1
2 Inp+D-lnE) < X —< 2 (np)-In(p-1)
p=n+1 p=n+1 p=n+1
S InBn+1)-In(n+1) <S5, < InBn) —In(n)
3n+1 3
N ln[ nr ] <S, < 1n[—”] — In(3)
n+1 n
3n+1 3n+1
im - 23 — lim 1n[ " ] ~ In(3).
n—+oo 11+ n— 400 n+1

Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure :
lim S, =In(3).

n— 400

3. Exercice 3:

Déterminer I'expression de la dérivée éniéme f(")(x) de la fonction f définie par :
f(x) = (3x2 - 5x + 1)e?".

Correction :

Calculons la dérivée éniéme de la fonction : f(x) = (3x2 - 5x + 1) e> = u(x)v(x).

Posons : u(x) = 3x% —5x + 1 et  v(x) = e?.



u’'(x) = 6x — 5.
u’(x) =6
u®x) =0 pourk > 3.

De la méme maniere :
v'(x) = 2e%.
v’ (x) = 4e*,
On peut établir facilement part récurrence que :
o®(x) = 2k

On peut maintenant s'attaquer a f.
n

FO@) = o)) = ] ( K J”(k’(x)vm"‘) ()

k=0
A cause de, ou grace a, u, cette somme s'arréte a k = 2 car u(k)(x) =0 pourk > 3.

Par conséquent :
2

f(?l)(x) - (MU)(H)(X) — Z [ n ]u(k)(x)v(n—k)(x)

k=0 k

F () = [ ’S ]u<0> )00 (x) + [ ’11 ]uﬂ)(x)v("—l)(x) + [ 721 ]u<2> ()02 ()
nn-1)
2

= (3x%=5x+1)2"* +n. (6x—5)2" e +

u” (x)o"2(x)

nn-1)
2

= 1.u(x)o" (x) + n. 1’ ()" V(x) +

L (6).2" 2>

= [4(3x2 - 5x + 1) + 2n(6x —5) + n(n — 1)(3)]2”—2623(
f(n)(x) = [12x2 + (121 - 20)x + 3n2— 13n + 4]2n—262x

4. Exercice4:

Soit f une fonction de classe C? sur l'intervalle [a, b], qui vérifie :

fla)= f(b) = f'(a) = f'(b) = 0.
dcelabl, f’() = f(c).

On introduit la fonction g, définie par :
g) = (f () - F)e*
1. Justifier que la fonction g est de classe Clsur [a, b] et calculer ().
2. En appliguant le bon théoreme a cette fonction, montrer I'existence de ce réel ¢

On souhaite montrer que :



recherché.

Correction :

1. fdeclasse C2 = f’ declasse C' = (f’ - f) de classe C'.

L'exponentielle étant de classe C™, on en déduit que g est bien de classe C! sur [a, b].
g = (f/@) - )" + (f (0) - fx)e" = (f(x) - f(x))e*.

2.9(a) = (f (@)~ f@)e" =0, et gb) = (f'(b) - f(B)) " = 0.

g est donc une fonction de classe C!, donc continue dérivable sur [a, b] et qui vérifie

8(a) = g(b).

Le théoreme de Rolle permet alors de conclure :

dcela b, g(c)=0 < f"(c) = f(0).



