Chapitre 5

Matrices

5.1 Opérations sur les matrices

5.1.1 Définition

Définition 5.1. Soient n,p € N*. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a
coefficients dans K, un tableau a n lignes et p colonnes d’éléments de K. On note
une telle matrice

aj; aiz - Wmp
Q21 A22 -+ Agp
]V{ = (Q;; <i< =
(0) 155
Ap1 Ap2 *° Qpp

e On dit que M est une matrice colonne si p = 1.
e On dit que M est une matrice ligne si n = 1.
e On dit que M est une matrice carrée si n = p.

Notation :
e On note M,,,(K) I'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a coeffi-
cients dans K.
e Si p = n, on note M,,(K) P'ensemble des matrices carrées a n lignes et a n
colonnes.
e Un élément de M,,(K) est dit matrice carrée de taille n.

e Soit M = (a;;) 1<i<a , alors a;; est le coefficient situé sur la ¢'“™€ ligne et la
1<j<p

41°ME€ colonne de la matrice M.

Définition 5.2. Soit M = (a;;)1<ij<n une matrice carrée de taille n. On dit que :

(1) M est une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire strictement su-
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5 . Matrices

périeure) si a;; = 0 pour tout i > j (resp. i > j). C’est-a-dire :

11 Q12 - Q1p 0 app --- a1n
0 agp -+ a R :
M = , (resp.M = ).
: ‘e ‘e : : anfl,n
0 -+ 0 apn 0o .-« ... 0

(2) M est une matrice triangulaire inférieure (resp. triangulaire strictement in-
férieure) si a;; = 0 pour tout i < j (resp. i < j). C’est-a-dire :

aiy 0 e 0 0 0 . 0
a1 Qg - 0 as; - . :

M = . ' , (resp.M = _ ).
Qp1 **° Qpp—1 GOpn Qp1 *** Apn-1 0

(3) M est une matrice diagonale si a;; = 0 pour tout i # j. C’est-a-dire :

a;; 0 .0

(4) M est symétrique (resp. antisymétrique) si a;; = aj; (resp. a;; — a;;) pour
tout 1 <i,5 < n. C’est-a-dire :

aiy Qa2 - Qip aii a2 et Q1p
a2 Qg2 -+ Q2p —a12 a22 s Qop

M = ,((resp. M = ).
A1y QA2n - App —Q1pn —Q2pn - App

Définition 5.3. Soit M = (aij) 1zisn € My ,(K). On appelle transposée de M la

P — ) b b = (s ’ J-dire -
matrice "M = (b;;) s € M, n(K) ot bjj = a;j. c’est-a-dire :

1
1

@11 Q21 - QAp1
N —— Q12 Q22 -+ Qp2
a’lp azp oo anp

Autrement dit, les n lignes de M sont les n colonnes de 'M et les p colonnes de M
sont les p lignes de 'M.

Remarque 5.4. (1) Une matrice carrée M est symétrique, si et seulement si,
tM =M.
(2) Une matrice carrée M est antisymétrique, si et seulement si, t* = — M.
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5.1 Opérations sur les matrices

5.1.2 (M, ,(K),+,.) est un K-espace vectoriel
Opérations
Soit A = (aj;) 1zisn € Myp(K) et B = (by;) 1zisn € My,(K). On définit la

matrice A+B € M, ,(K) de la fagon suivante : A+B = (a;;+b;;) 1gisn € M, (K).
Ainsi o

aip G2 -+ a1p bin bia -+ bip
Avp = | o | ] e b
a;q,l Cl;z2 T a';zp bpi bpa - bnp

a1 +biy ag+bia - aip+byy

B agr +bay  age +bay - agy 4 by

Ap1 + b1 Gp2 +bpa <o App + by

Remarque 5.5. On ne somme que des matrices de méme types.

Définition 5.6. Soit M = (a;;) 1zisn € My, ,(K) et soit A € K. On définit la
1Z5<p ’

matrice NA de M, ,(K) par NA = (Aa;;) 1sizn . Alnsi

Aair Aayp - Aap

A A Y
A — 21 22 Q2p

ANl Ap2 -0 Ay

Théoréme 5.7. (M, ,(K), +,.) est un K-espace vectoriel d’élément nul 0 = Opq, (k) =
0 --- 0

Dimension

Définition 5.8. Soit 1 < 1 < n et 1l < j < p. On appelle matrice élémentaire
d’indice (i, j) de M,,,(K) la matrice E;;, dont tous les coefficients sont nuls sauf a
la 1ieme ligne et la jiéme colonne qui vaut 1.

Exemple 5.9. (1) Dans My(K), les matrices élémentaires sont

10 01 0 0 0 0
EH:(O 0)7 E12:(0 0), E21:(1 0), E22:(0 1)-

(2) Dans M,,1(K) les matrices élémentaires sont :

1 0

E11: ). 7En1_
0
0 1
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5 . Matrices

Théoréme 5.10. La famille B = (E;;,1 < i < n,1 < j < p) est une base de
M., ,(K).

Preuve:
Pour toute matrice X = (a;;) 1cicn € M, ,(K),ona X = Z a;;E;j. Donc B est

1<jsp
1<ign
1<j<sp

une famille génératrice de M,, ,(K). Montrons maintenant que B est libre. Soient
Aij €K, 1 <i<netl<j<ptel que Z AijEij = O, k) €t montrons que

1gign
1<j<p

Aij =0,VI<i<netl1<j<p Ona Z AijEi; = Opm,, k) est équivalent a

1<ign
1<jsp

A1 Ay 0 --- 0
Aol Amp 0 --- 0
Par identification on obtient le résultat A\;; =0,V1 <i<n,1 < j<p. [

Corollaire 5.11. La dimension de l’espace vectoriel M,, ,(K) est m x p. En parti-
culier dim M,,(K) = n? et dim M,,;(K) = dim M, ,(K) = n.

Exemple 5.12. (1) Soient A;, As, As, Ay les matrices de Mo(R) suivantes :
10 1 0 11 0 -1

f41 - ) f42 - ) f43 - ) f44 -
0 1 0 —1 11 1 0

Montrons que B = (A, Ag, Az, Ay) est une base de Ms(R). Nous remarquons
que card(B) = 4 = dim M»(R). Donc pour que B soit une base de Ms(R)
il suffi que B soit libre sur Ms(R). Soient \i,..., Ay € R, tel que \jA; +
AoAs + A3Az + MA4, = 0. Montrons que \y = --- = XAy = 0. On a MA; +
AoAs + A3A3 + M\ A4 = 0 est équivalent a

A1'+'A2'+'A3 Ag-—-A4 00
Az + Ay A — A2+ A3 00

Qui est équivalent a

(A do g =0,
s — A =0,
s+ Ay =0,
A= Ao+ Ay = 0.

\
On déduit facilement que \y = g = A3 = Ay = 0.
(2) Montrons que :
a+b —a—>
F=A{ | a,b e K}
2a+b —a+2b
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5.1 Opérations sur les matrices

est un sous-espace vectoriel de Mo(K). On a

S ) ) e
(D)1 e
_ vect(@ _1> (1 2)).

Par suite F est un sous-espace vectoriel de My(K).

(3) SoitH:{(i Z) la+b+c+d=0,Va,b,c,de K. Montrons que H est

un sous-espace vectoriel de Mo(K). Soit f Uapplication suivante
f : MQ(K) — K
a b
c d

= a+b+c+d.

1l est facile a vérifier que f est une application linéaire, c’est-a-dire, pour
tous \, B € K, A, B € My(K) on a f(MA + 3B) = Af(A)+ Bf(B). On a

ker f = {M € My(K) | f(M) =0}
— {(z b)\a+b+c+d_0}

On remarque que ker f = H et on sait que le noyau d’une application [i-
néaire est un sous-espace vectoriel. On déduit alors que H est un sous-espace
vectoriel de My (K).

5.1.3 Sous-espaces des matrices diagonales et triangulaires

Proposition 5.13. D,(K) [’ensemble des matrices diagonales de M., (K) est un
sous-espace vectoriel de M,,(K) de dimension n.

ai 0

Remarque 5.14. Une base de D, (K) = ¢ M € M, (K) | M = ca;; € K
0 Qnn

est B1 = (EH, Ce ;Enn)

Proposition 5.15. (1) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp.

triangulaires inféreiures) est un sous-espace vectoriel de M,,(K) de dimension
n(n+1)
— .

(2) L’ensemble des matrices traingulaires strictement supérieures (resp. trian-

gulaires strictement inférieures) est un sous-espace vectoriel de M, (K) de
n(n—1)

dimension 5

Remarque 5.16. (1) vect(E;;,V1 < i < j < n) est l'ensemble des matrices
triangulaires supérieures.
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5 . Matrices

(2) vect(E;;,V1 < i < j < n) est l’ensemble des matrices traingulaires stricte-
ment Supéerieures

(3) vect(E;;,V1 < j < i < n) est est l’ensemble des matrices triangulaires infé-
Teiures.

4) vect(E;;,V1 < j < i < n) est l’ensemble des matrices traingulaires stricte-
J
ment strictement inférieures.

Exercice Montrer que :
(1) TZ(K) & T3 (K) = M,(K).
(2) T3 (K) ® T (K) = M, (K).

5.1.4 Propriétés du produit matriciel

Soient A = (aij) iizin < Mmp(K),B = (b”) %?i c Mp’q(K). On définit la

p

q
matrice C'= A X B = AB = (c;;) 1zisn € My o(K), par V1 < i < n,V1 < j < g,

=79

Cij = Dj—1 GikDrj-
Exemple Vérifier que pour tous E;;, By € M, (K), on a Ej;Ey = 6;,E;.
Attention : Pour que cette multiplication matricielle soit possible il est necessaire
que le nombre de colonnes de A soit egal au nombre de ligne de B. On apprend :

“type(n,p) x type(p,q)=type(n,q).

Exemple 5.17.
1 2 10 0 B I1x14+2x2 0+2x1 0+2x-1
-1 1 2 1 —1 - —1x1+1x2 0+1x1 0+1x-1
B 5 2 =2
- 11 -1

Remarque 5.18. Si les types de A et B permettent de calculer AB et BA, alors
en général on n’a pas AB = BA. Par exemple :

10 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0
01 10 0 0
0 0 0 0 0 0

Proposition 5.19. (1) Pour tout A € M, ,(K), B € Mp,q(K),C € Mq,m,
on a (AB)C = A(CB) ;

(2) pour tous A, B € M,,,(K) et C € Mp,q(K), on a (A+ B)C = AC + BC;
(3) pour tous A € M,, ,(K) et B,C € Mp,q(K), on a A(B+C)=AB+ AC;

(4) Pour tout A € M, ,(K), B € Mp,q(K), et pour tout A € K, on a \(AB) =
(AM)B = A(AB).
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5.1 Opérations sur les matrices

Remarque 5.20. Dans l’ensemble des matrices M,,(K) des matrices carrées, la
maultilplications est une lot de composition interne. Elle admet comme élément neutre
la matrice diagonale

Puissance d’une matrice
Définition 5.21. Soit A € M, (K), on note A = I,,, A' = A A? = AxA, ..., A™ =

AX - x A (m termes).

Attension : (A+ B)? = A>+ AB+ BA+ B*> # A> + 2AB + B?
(A+ B)> = A%+ A?B + ABA + Ba® + AB> + BAB + B

Matrices inversibles

Définition 5.22. Une matrice A € M, (K) est dite inversible s’il existe B €
M, (K) vérifiant AB = BA = I,,. Cette matrice B est alors unique, c’est l'inverse
de A noté A1

Exemple 5.23. La matrice I,, est inversible et I,' = 1I,,.

Proposition 5.24. Soient A, B € M,,(K).
(1) Si A et B sont inversibles alors (AB)™' = B~1A~1.
(2) Si A est inversible alors A™" est inversible et (A~1)~! = A.

Définition 5.25. On note GL(n)(K) l’ensemble des matrices inversibles de M,,(K).
Proposition 5.26. (GL(n)(K), x) est un groupe.

. 1 2
Exemple 5.27. Soit A = < 3 4

Par suite A(%A — glg) = I,. On conclut alors que A~ = %A - g[Q.

) . On vérifie par le calcul que A?> — 5A = 21,.

Remarque 5.28. La somme de deuzr matrice inversible n’est pas toujours une ma-
trice inversible. Par example :

Détermination pratique de l’inverse d’une matrice carrée inversible

Lemme 5.29. Soient A, B € M,,,(K) si AX = BX, VX € M,1(K) alors A = B.
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5 . Matrices

Comment chercher l’inverse d’une matrice carrée A € Gln(K) : Soit

X1
A = (a;j) 1zicn € GL(n)(K). On introduit X = : € Mn,1(K) et Y =
1530
xn
n
=AX e Mn,1<K) On a
Un
n a1 - Qin T
Yn Ap1 *°° QApp Ty
Qui est équivalent a
Y1 = anTi +apy+ -+ a1pty

Yn = Qp1T1 + ApaTo + AppTyp.
Si cela est possible, on résout ce systéme dont les inconnus sont xy,...,z, et on
obtient :
Ty = by +biayo + - + binyn
(S):q ¢ &+ (5.1)
Tp = bnlyl + bn2y2 + o+ bnnyn
Soit B = (b;j) 1zisn € GL(n)(K). Le systéme (S) est équivalent & X = BY'. Ainsi
<j<n
I,X = BAX,VX € M, 1(K),on a I, = BA donc A~ =B
011
Exemple 5.30. Soit A= 1 0 1 | € M3(R). Déterminons A~'. Soient X =
1 10
T n
zo |, Y= v | e M31(R) tel queY = AX. On a :
4, Ys
Y1 = T2+ 3 Ty =Wy — T3 xQI%(le—Zh—i‘yB)
Yo =T1 + T3 <> $3:%(y2—y3+y1) A 353:%(?/1+y2—?/3)
Y3 = T1 + T2 T1=Ys— Y +T3 331:%(_91-1-3/2‘1—%)
-1 1 1
On déduit alors que A" = 3 1 -1 1
1 1 -1
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