Chapitre 4

Applications linéaires

4.1 Définitions

Définition 4.1. Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels. On dit que
f:E — F est linéaire (ou est un morphisme d’espace vectoriel) si :

(1) Yo,y € E, ona f(x+y) = fz) + f(y);
(2) VA e K,Vz € E, on a f(Ax) = Af(x).
On note L(E, F) l’ensemble des applications de E dans F.

Proposition 4.2. [Caractérisation usuelle des applications linéaires| : Soit
f:+E — F. L’application f est linéaire, si et seulement si , VA, u € K, Vr,y € F,

fQa +py) = M (@) + puf(y).
Exemple 4.3. Soit f: E — F définie par f : x — Op. L’application f est linéaire.

Proposition 4.4. Soient E, E,, ... E,, (n € N*) des k espaces vectoriels. L’appli-
cation

f+ EFE - E x---xE,

f est linéaire de E dans Fy x --- X E,, si et seulement si, f1,..., f, sont des appli-
cations linéaires de respectivement de E dans E+, ..., de E dans E,,.

Exemple 4.5. Montrons que f: R?> — R3 définie par f(z,y) = (x +y,x — y, 2y)
est une application linéaire. Soient A\, € R, et a = (x,y),b = (2/,y') € R?,

fa+pb) = fAz+ pa’, Ay + py')
Az + px’ + Xy + py', Ao + pa’ — Ay — py', 20y + 2py)
= Mo +y,z—y,2y) +pl’ +y, 2" —y,2y)
= M(a)+ pf(b).

Proposition 4.6. Soient (E,+,.), (F,+,.), (G,+,.) des K- espaces vectoriels.
(1) Si Uapplication f: E — F est linéaire alors f(0g) = Op ;
(2) Si f:E— Fetg:F — G sont linéaires alors go f : E — G est linéaire.
(3) Siuy,...u, sont des vecteurs de E alors Yy, ..., N\, € K, f(O 7 Aeuy) =
D e e f (u).
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4 . Applications linéaires

4.2 Applications linéaires particuliéres

Formes linéaires

Définition 4.7. On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E, toute ap-
plication linéaire de E dans K. On note L(E), au lieu de L(E,K), l’ensemble des
formes linéaires sur E.

Exemple 4.8. Pour ai,...,a, € K fizé, Uapplication f : K" — K définie par
fi(zr, .., x0) = a1xy + -+ + apx, est une forme linéaire sur K". En effet, c’est
une application de K" vers K et c’est aussi une application linéaire car on vérifie
aisement que Y\, p € K.V, y € K", on a f(Ax + py) = Af(x) + nf(y).

Endomorphisme

Définition 4.9. On appelle endomorphisme de E, toute applicatin linéaire de E
dans lui méme. On note L(E) ou End(E), au lieu de L(E, E), l’ensemble des en-
domorphismes de E.

Exemple 4.10. L’application identité Idg : & — E est un endomorphisme de E.

Proposition 4.11. Si f et g deux endomorphismes de E, alors g o f est aussi un
endomorphisme de E.

Isomorphisme

Définition 4.12. On appelle isomorphisme d’un K espace vectoriel E vers un K-
espace vectoriel F' toute application linéaire bijective de E vers F'. On note Iso(E, F')
I’ensemble des isomorphismes de E dans F'.

Exemple 4.13. L’application f : R* — C définie par f(a,b) = a + ib est un
isomorphisme de R-espace vectoriel. En effet, cette application est R-linéaire et
bijective.

Proposition 4.14. Si f : £ — F et g : F — G sont des isomorphismes alors la
composée go f: F — G est un isomorphisme.

Proposition 4.15. St f : E — F est un isomorphisme alors son application réci-
proque f~1: F — E est un isomorphisme.

Exemple 4.16. L’application g : C — R? définie par g : z — (R(2),Im(z)) est
isomorphisme réciproque de lapplication f : (a,b) € R* — a +1ib € C.
Automorphisme

Définition 4.17. On appelle automorphisme de E, tout endomorphisme bijectif de
E. On note GI(E) l’ensemble d’automorphisme de E.

Proposition 4.18. Si f : E — E et g : E — E sont des automorphismes de F
alors la composée go f : E — E est un automorphisme.

Proposition 4.19. S7 f : E — E est un automorphisme alors son application
réciproque ' : E — E est un automorphisme.
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4.2 Applications linéaires particuliéres

4.2.1 Noyau et image d’une application linéaire

Théoréme 4.20. Soit f: E — F une application linéaire.

1. Si'V est un sous-espace vectoriel de E alors f(V') est un sous-espace vectoriel
de F.

2. Si W est un sous-espace vectoriel de F alors f~(W) est un sous-espace
vectoriel de E.
Définition 4.21. Soit f : E — F une application linéaire.
(1) On appelle image de f Uespace Im f = f(E) ={f(z),z € E}.
(2) On appelle noyau de f espace ker f = f~1({0p}) ={x € E | f(x) =0Fp}.

Proposition 4.22. (1) Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

(2) ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 4.23. (1) Pour déterminer l'image d’une application linéaire f, on
détermine les valeurs prises par f, i.e., lesy € F tels qu’il existe x € E pour
lequel y = f(z). En pratique, l'image de [ est engendré par l'image d’une
base de E. C’est-a-dire pour toute B = (uy,...,u,) une base de E

Im(f) = vect(f(u1), ..., f(uy))

(2) Pour déterminer le noyau d’une application linéaire f, on résout ’equation
f(z) = 0p d’inconnue z € E.

Définition 4.24. Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f € L(E,F). On
appelle Rang de f la dimension du sous-espaces vectoriel Im(f). On le note rg(f).

Corollaire 4.25. Pour toute application linéaire f de L(E,F). On a rg(f) <
dim(E).

Exemple 4.26. Déterminons le noyau et l'image de Uaaplication linéaire f : R?> —
R? définie par [ : (x,y) — (r —y,x+y). On a

ker f = {0,0)}
Im f = {(z,2) + (—y,vy) | v,y € R} = vect((1,1),(—1,1)) = R

Théoréme 4.27. Si f : E — F est une application linéaire alors
(1) f est surjective, si et seulement si, Im f = F

(2) f est injective, si et seulement si, ker f = {0g}.

Théoréme 4.28 (Théoréme du rang). Soient E et F' deuzr K-espaces vectoriels et
f de E dans F linéaire. On a

dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)
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