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non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi
KxE — E

(X)) = Ax telles que :

de composition externe notée . : {

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition

On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi
KxE — E

(X)) = Ax telles que :

de composition externe notée . : {

o (E,*) est un groupe abélien.

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition

On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi

KxE — E

de composition externe notée . : telles que :
& (Ax) = Ax <

o (E,x) est un groupe abélien.
o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition
On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi

KxE — E

de composition externe notée . : telles que :
& (Ax) = Ax <

o (E,x) est un groupe abélien.
o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px
e VAEK, Vx,y € E,onal(xxy)=AxxAy

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition
On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi

KxE — E

de composition externe notée . : telles que :
& (Ax) = Ax <

o (E,x) est un groupe abélien.

o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px
e VAEK, Vx,y € E,onal(xxy)=AxxAy
o VA, ueK,Vx € E, on a A.(u.x) = (X x p).x.

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition
On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi

KxE — E

de composition externe notée . : telles que :
& (Ax) = Ax <

o (E,x) est un groupe abélien.

o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px
e VAEK, Vx,y € E,onal(xxy)=AxxAy
o VA, ueK,Vx € E, on a A.(u.x) = (X x p).x.

eVxeE, onalx=x

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition
On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi

KxE — E

de composition externe notée . : telles que :
& (Ax) = Ax <

o (E,x) est un groupe abélien.

o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px
e VAEK, Vx,y € E,onal(xxy)=AxxAy
o VA, ueK,Vx € E, on a A.(u.x) = (X x p).x.

eVxeE, onalx=x

1/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition
On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi
KxE — E

(X)) = Ax telles que :

de composition externe notée . : {

o (E,x) est un groupe abélien.

o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px
e VAEK, Vx,y € E,onal(xxy)=AxxAy
o VA, ueK,Vx € E, on a A.(u.x) = (X x p).x.

eVxeE, onalx=x

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs et les éléments
de K sont appelés scalaires.
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L'ensemble K désigne toujours R ou C.

Définition
On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel ev K) tout ensemble

non vide E muni d'une loi de composition interne notée x et d’une loi
KxE — E

(X)) = Ax telles que :

de composition externe notée . : {

o (E,x) est un groupe abélien.

o VA u€eK, Vx€E, ona(A+p).x=Ax*px

e VAEK, Vx,y € E,onal(xxy)=AxxAy

o VA, ueK,Vx € E, on a A.(u.x) = (X x p).x.

eVxeE, onalx=x
Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs et les éléments
de K sont appelés scalaires.

Lorsqu'il n'y a pas de confusion, on dira espace vectoriel au lieu de
K-espace vectoriel.
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Espace vectoriel

@ L'ensemble des vecteurs du plan est un espace vectoriel.
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o SurR?, on définit les deux lois suivantes : pour (x,y), (x',y’) € R?
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Si Eq, Ep, ..., E, sont n espaces vectoriels, alors I'espace produit
E = E, x E» x --- x E, est un espace vectoriel pour les lois
suivantes :

Pour tous (x1,X2,...,Xn), (Y1, ¥2,---,¥n) € E et X\ € K, on définit
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o Sur R?, on définit les deux lois suivantes : pour (x,y),(x",y’) € R?
et A € R,

(xy)e X,y )=Kx+xy+y) e AR (x,y) =(Axx,A x y)

alors (R?, @, ®) est un R-espace vectoriel.

@ Plus généralement :

Si Eq, Ep, ..., E, sont n espaces vectoriels, alors I'espace produit
E = E, x E» x --- x E, est un espace vectoriel pour les lois
suivantes :

Pour tous (x1,X2,...,Xn), (Y1, ¥2,---,¥n) € E et X\ € K, on définit

(X17X2»---,Xn)@(}/17)/2»---a)/n): (Xl +}/1,X2+}’27-~-axn+}’n)
A® (X1,%2, -y Xn) = (A X X1, A X X2, ..oy A X Xp).

@ L'ensemble (K,[X],+, x) des polynémes de degré inférieur ou égal
a n additionné du polynéme nul est un espace vectoriel.

2/73 D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Pour tout A\ € K et pour tout x € E, on a :

MX=0g <= A=0oux=0g
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Espace vectoriel

Dans toute la suite I'ensemble (E, %,.) désignera un espace vectoriel sur
K.
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Espace vectoriel

Dans toute la suite I'ensemble (E, %,.) désignera un espace vectoriel sur

|w

Définition
Soit F un sous-ensemble de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F posséde les
propriétés suivantes :
e Og € F.
o Vx,ye F, xxy e F.
Autrement dit F est stable pour I'addition.

oVxe FetVAeK AxeF.
Autrement dit, F est stable pour la multiplication par un scalaire.

Remarque
Tout sous-espace vectoriel de E est un espace vectoriel pour les lois
induites par E.
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Espace vectoriel

@ Si E est un espace vectoriel, alors {0g} et E sont des sous-espaces
vectoriel de E.
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Espace vectoriel

@ Si E est un espace vectoriel, alors {0g} et E sont des sous-espaces
vectoriel de E.
o SiIE=R?
o F ={(x,0),x € R} est un sous-espace vectoriel de E.
o Si(x0,y0) € R?, alors F{(Axo, A\yo), A € R} est un sous-espace
vectoriel de E.

o L'ensemble F = {(x,y,z) € R® | z = 0} est un sous-espace vectoriel
de R3.
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Espace vectoriel

Soit
H={(x1,..., %) ER" | xg + -+ x, = 0}

H est un sous-espace vectoriel de R".

En effet :
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@ 0=(0,...,00 e Hcar0+---+0=0.
o Soient \,p € R et x = (x1,...,Xn), ¥ = (Y1,---,¥n) € H.
OnaXx+py = (Axg + pyr, -, Axq + pyn). Or
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Espace vectoriel

Corollaire

Soit (E,x,.) un espace vectoriel et F un sous-ensemble de E (F C E).
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Espace vectoriel

Corollaire

Soit (E,x,.) un espace vectoriel et F un sous-ensemble de E (F C E).

Si F vérifie les propriétés suivantes alors F est un sous-espace vectoriel de
E o

@ F est non vide (F contient |'élément neutre de E).
o V(x,y) € Fx F.YA €K, alors \.xxy € F.

7/73 D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R? :
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Espace vectoriel

Les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R? :
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o G={(x,y) eR?|x+yecZ}

8/73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R? :
o E={(x,y) €R?| x+y =1} car ne contient par le vecteur nul.

o F={(x,y) €R?| xy =0} car non stable par addition.
En effet (1,0) + (0,1) ¢ F

o G={(x,y) eR?|x+yecZ}

8/73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R? :
o E={(x,y) €R?| x+y =1} car ne contient par le vecteur nul.

o F={(x,y) €R?| xy =0} car non stable par addition.
En effet (1,0) + (0,1) ¢ F

o G={(x,y) €ER? | x+y €7} car non stable par produit extérieur.

8/73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R? :
o E={(x,y) €R?| x+y =1} car ne contient par le vecteur nul.

o F={(x,y) €R?| xy =0} car non stable par addition.
En effet (1,0) + (0,1) ¢ F

o G={(x,y) €R?|x+y €Z} car non stable par produit extérieur.
En effet (0.1,0.9) € G mais 0.5(0.1,0.9) = (0.05,0.45) ¢ G
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Espace vectoriel

Proposition
Soient (E,x,.) un espace vectoriel et Ei, ..., E, des sous-espaces
n
vectoriels de E, alors I'intersection F = ﬂ E; est un sous-espace
k=1
vectoriel de E.
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Soient (E,x,.) un espace vectoriel et Ey, ..., E, des sous-espaces
n

vectoriels de E, alors I'intersection F = ﬂ E; est un sous-espace

k=1
vectoriel de E.

Démonstration.
Pour tout i, ona 0 € E;, donc 0 € F.
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Espace vectoriel

Soient (E,x,.) un espace vectoriel et Ey, ..., E, des sous-espaces
n

vectoriels de E, alors I'intersection F = ﬂ E; est un sous-espace
: k=1
vectoriel de E.

Démonstration.

Pour tout i, ona 0 € E;, donc 0 € F.

Soient x,y € Fet A\ e K

alors Vi € [1, n], A.x x p.y € E; donc A\.x x u.y est dans l'intersection de
tout les E;. |
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Espace vectoriel

Remarque

La réunion de deux sous-espace vectoriels n’est pas en général un
sous-espace vectoriel.

En effet, si (E,x,.) = (R? @, ®), les sous-ensembles :

B ={(xy) eR*[x+y =0}

et
Ex={(x,y) eR?|x -y =0}
sont deux sous-espaces vectoriels de R?
mais E; U E> n'est pas un sous-espace vectoriel.
En effet (1,—-1) € £ et (1,1) € E; mais (1,—1) @ (1,1) = (2,0)
n'appartient ni a £y ni a E.
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Espace vectoriel

Soit # = (a1, ..., a,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel
(E,*,.)
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Espace vectoriel

Soit # = (a1, ..., a,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel
(E,*,.)

On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la famille # tout
vecteurs x de E pouvant s’écrire

n
x:)\lal—l—)\gaz—i—...—i-)\nan:Z)\;a; avec (A1,...,\p) €K”
i=1
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i=1

Remarque
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Espace vectoriel

Soit # = (a1, ..., a,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel
(E,*,.)

On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la famille # tout
vecteurs x de E pouvant s’écrire

n
x:)\lal—l—)\gaz—i—...—i-)\,,an:Z)\;a; avec (A1,...,\p) €K”
i=1

Remarque

On peut généraliser cette notion a une famille infinie de vecteurs, mais
dans ce cas il faut que la suite des scalaires soit & support fini (il y a un
nombre fini de scalaires non nul).
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Espace vectoriel

Soit A un sous-ensemble non-vide de I'espace vectoriel (E, *,.).
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Espace vectoriel

Soit A un sous-ensemble non-vide de I'espace vectoriel (E, *,.).
On note vect(A), I'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments de A.
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Espace vectoriel

Définition

|
.

Soit A un sous-ensemble non-vide de I'espace vectoriel (E, *,.).
On note vect(A), I'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments de A.
On a donc

vect(A) = {Z Aa.a | (A,) est une famille de scalaires a support f/nl}
acA
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Espace vectoriel

Définition

|
.

Soit A un sous-ensemble non-vide de I'espace vectoriel (E, *,.).
On note vect(A), I'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments de A.
On a donc

vect(A) = {Z Aa.a | (A,) est une famille de scalaires a support f/nl}
acA

Donc un élément x de E appartient & vect(A), si et seulement si, il
existe (xi,...,x,) € A" et des scalaires A1, ..., \,, tels que :

X = A1.X] %k Ap.Xp
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Espace vectoriel

e Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
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Espace vectoriel

e Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
Ainsi Ku C vect{u}.
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Espace vectoriel

e Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).

Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}

donc x = Au donc vect{u}u C Ku

13/73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

e Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).

Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}

donc x = Au donc vect{u}u C Ku

13/73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
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Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}
donc x = Au donc vect{u}u C Ku

Donc Ku = vect{u}

e Soit A= {u,v}.
Montrons que vect{u,v} = {\u+ pv | (A, p) € K*} = Ku + Kv.
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Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}
donc x = Au donc vect{u}u C Ku

Donc Ku = vect{u}

e Soit A= {u,v}.
Montrons que vect{u, v} = {\u+ pv | (\, p) € K?} = Ku + Kv.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A) et
v € vect(A), on a V() p) € K, Au+ pv € vect(A).

13/73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
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Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}
donc x = Au donc vect{u}u C Ku

Donc Ku = vect{u}

e Soit A= {u,v}.
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o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A) et
v € vect(A), on a V() p) € K, Au+ pv € vect(A).
Ainsi Ku + Kv C vect{u, v}.
e Soit x € vect(u, v) alors x est combinaison linéaire d'éléments de

{u,v} donc3I(\ p) € K x = Au+ pv
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Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}
donc x = Au donc vect{u}u C Ku

Donc Ku = vect{u}

e Soit A= {u,v}.
Montrons que vect{u, v} = {\u+ pv | (\, p) € K?} = Ku + Kv.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A) et
v € vect(A), on a V() p) € K, Au+ pv € vect(A).
Ainsi Ku + Kv C vect{u, v}.
e Soit x € vect(u, v) alors x est combinaison linéaire d'éléments de
{u,v} donc3I(\, p) € K> x = Au+puv donc vect{u, v} C Ku+Kv
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Espace vectoriel

@ Soit A= {u}. Montrons que vect{u} = {\u | A € K} = Ku.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A), on
a VA € K, Au € vect(A).
Ainsi Ku C vect{u}.
e Soit x € vect(u) alors x est combinaison linéaire d'éléments de {u}
donc x = Au donc vect{u}u C Ku

Donc Ku = vect{u}

e Soit A= {u,v}.
Montrons que vect{u, v} = {\u+ pv | (\, p) € K?} = Ku + Kv.
o Comme vect(A) est un sous-espace vectoriel et u € A C vect(A) et
v € vect(A), on a V() p) € K, Au+ pv € vect(A).
Ainsi Ku + Kv C vect{u, v}.
e Soit x € vect(u, v) alors x est combinaison linéaire d'éléments de
{u,v} donc3I(\, p) € K> x = Au+puv donc vect{u, v} C Ku+Kv

Donc
vect{u,v} =Ku+Kv={\uv+puv|\peK}
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Espace vectoriel

Dans R3, considérons u = (1,1,1),v = (0, —1,2).
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Espace vectoriel

Dans R3, considérons u = (1,1,1),v = (0, —1,2).
On a
vect(u,v) =
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Espace vectoriel

Dans R3, considérons u = (1,1,1),v = (0, —1,2).
On a
vect(u,v) ={du+pv|A\pekK}
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Espace vectoriel

Dans R3, considérons u = (1,1,1),v = (0, —1,2).
On a
vect(u,v) ={du+pv|A\pekK}
={(M1,L,1) + u(0,-1,2) | A\, € K}
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Espace vectoriel

Dans R3, considérons u = (1,1,1),v = (0, —1,2).

On
’ vect(u,v) ={du+pv|A\pekK}
—{(MLL,1)+ (0, -1,2) | A p € K}
={(AAA) + (0, —p,2p) | A, p € K}
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Espace vectoriel

Dans R3, considérons u = (1,1,1),v = (0, —1,2).
On a
vect(u,v) ={du+pv|A\pekK}
= {(A(L1,1) + (0, -1,2) | A s € K}
:{(/\,Aw\) (0, u,2u) | A we K}
={(A\ A +p,2u) | N 1 € K}
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Espace vectoriel

Théoréme

Soit A une partie d’un espace vectoriel (E,*,.).

vect(A) est ['unique sous-espace vectoriel de E vérifiant :
o A C vect(A),
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Espace vectoriel

Théoréme

Soit A une partie d’un espace vectoriel (E,*,.).

vect(A) est ['unique sous-espace vectoriel de E vérifiant :
o A C vect(A),

@ vect(A) est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant A.
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Espace vectoriel

Théoréme

Soit A une partie d’un espace vectoriel (E,*,.).

vect(A) est ['unique sous-espace vectoriel de E vérifiant :
o A C vect(A),
@ vect(A) est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant A.

Le sous-espace vectoriel vect(A) se comprend donc comme étant le plus
petit sous-espace vectoriel contenant A,
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Espace vectoriel

Théoréme

Soit A une partie d’un espace vectoriel (E,*,.).

vect(A) est ['unique sous-espace vectoriel de E vérifiant :
o A C vect(A),
@ vect(A) est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant A.

Le sous-espace vectoriel vect(A) se comprend donc comme étant le plus
petit sous-espace vectoriel contenant A, on |'appelle espace vectoriel
engendré par A.
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Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

Tr|
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A)
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Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
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Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.
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A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=
Supposons que A est un espace vectoriel.
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d’un élément de A car
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).

Soit x € vect(A)
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).

Soit x € vect(A) alors x = Z Aixi avec Vi € [1,n],x; € A
i=1
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).

n
Soit x € vect(A) alors x = Z Aix; avec Vi € [1,n],x; € A or comme A est

i=1
un espace vectoriel,
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A = vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).

n
Soit x € vect(A) alors x = Z Aix; avec Vi € [1,n],x; € A or comme A est

i=1
un espace vectoriel, x € A
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A= vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).

n
Soit x € vect(A) alors x = Z Aix; avec Vi € [1,n],x; € A or comme A est

i=1
un espace vectoriel, x € A donc vect(A) C A
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Espace vectoriel

Corollaire

vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A.

Corollaire

A est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, vect (A) = A.

Démonstration.

TT|

La réciproque est assez claire : si A= vect(A) alors A est un espace vectoriel.
=

Supposons que A est un espace vectoriel. Alors tout élément x de A est
combinaison linéaire d'un élément de A car x = 1.x donc A C vect(A).

n
Soit x € vect(A) alors x = Z Aix; avec Vi € [1,n],x; € A or comme A est
i=1
un espace vectoriel, x € A donc vect(A) C A
donc
A = vect(A)
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Espace vectoriel

o vect{ensemble vide} = {0g} car I'espace nul est le plus petit
sous-espace vectoriel de E.

@ vect(E) = E car vect E est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant E.
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Espace vectoriel

Si A et B deux parties de E alors A C B = vect(A) C vect(B).
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Espace vectoriel

Si A et B deux parties de E alors A C B = vect(A) C vect(B).

Démonstration.

Supposons que A C B.
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Espace vectoriel

Si A et B deux parties de E alors A C B = vect(A) C vect(B).

Démonstration.

Supposons que A C B.
Alors A C vect(B)
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Espace vectoriel

Si A et B deux parties de E alors A C B = vect(A) C vect(B).

Démonstration.

Supposons que A C B.
Alors A C vect(B) or vect(B) est un sous-espace vectoriel
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Espace vectoriel

Si A et B deux parties de E alors A C B = vect(A) C vect(B).

Démonstration.

Supposons que A C B.
Alors A C vect(B) or vect(B) est un sous-espace vectoriel
et vect A est le plus petit espace vectoriel contenant A
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Espace vectoriel

Si A et B deux parties de E alors A C B = vect(A) C vect(B).

Démonstration.

Supposons que A C B.
Alors A C vect(B) or vect(B) est un sous-espace vectoriel
et vect A est le plus petit espace vectoriel contenant A

donc vect(A) C vect(B). O

D Craneec. |



Espace vectoriel

Si A et B sont deux parties de E alors vect(AU B) = vect(A) + vect(B).
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Espace vectoriel

Si A et B sont deux parties de E alors vect(AU B) = vect(A) + vect(B).

Démonstration.

z € vect(AU B)
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Espace vectoriel

Si A et B sont deux parties de E alors vect(AU B) = vect(A) + vect(B).

Démonstration.

z € vect(AU B)
~ El()\l’)\z’ o '7>\’7) € KH7EI(X17X2a s aXn) S Anazl(lj“la/'le. .. 7/141) S
Km7zl(y17y27' o ;)’m) E Bm te|S que
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Espace vectoriel

Si A et B sont deux parties de E alors vect(AU B) = vect(A) + vect(B).

Démonstration.

z € vect(AU B)
~ El()\l’)\z’ o '7>\’7) € KH7EI(X17X2a s aXn) S Anazl(lj“la/'le. .. 7/141) S
Km7zl(y17y27' o ;)’m) E Bm te|S que

z= Zm: AiXi + piyi = i Aixi + i HiYi
1 1 1
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Espace vectoriel

Si A et B sont deux parties de E alors vect(AU B) = vect(A) + vect(B).

Démonstration.

z € vect(AU B)
~ El()\l’)\z’ o '7>\’7) € KH7EI(X17X2a s aXn) S Anazl(lj“la/'le. .. 7/141) S
Km7zl(y17y27' o ;)’m) E Bm te|S que

z= Zm: AiXi + piyi = i Aixi + i HiYi
1 1 1

& z € vect(A) + vect(B).
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Espace vectoriel

Pour F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
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Espace vectoriel

Pour F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

vect(FUG)=F+ G
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Espace vectoriel

Pour F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

vect(FUG)=F+ G

Ainsi F + G apparait comme étant le plus petit sous-espace vectoriel
contenant F et G.
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Espace vectoriel

Soient E un K-espace vectoriel et .# = (e;)1<i<n une famille finie de
vecteurs de E.
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Espace vectoriel

Soient E un K-espace vectoriel et .# = (e;)1<i<n une famille finie de
vecteurs de E.

Définition (rappel)

Soit % = (a1, ...,an) une famille de vecteurs d’'un espace vectoriel
(E,*,.)
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Espace vectoriel

Soient E un K-espace vectoriel et .# = (e;)1<i<n une famille finie de
vecteurs de E.

Définition (rappel)

Soit % = (a1, ...,an) une famille de vecteurs d’'un espace vectoriel
(E,x,.)

On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la famille F tout
vecteurs x de E pouvant s'écrire
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Espace vectoriel

Soient E un K-espace vectoriel et .# = (e;)1<i<n une famille finie de
vecteurs de E.

Définition (rappel)

Soit % = (a1, ...,an) une famille de vecteurs d’'un espace vectoriel
(E,x,.)

On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la famille F tout
vecteurs x de E pouvant s'écrire

n
x:>\131+)\232+...+)\,,a,,:z>\,-a,- avec()\l,...,)\,,) e K"
i=1
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Espace vectoriel

Soient E un K-espace vectoriel et .# = (e;)1<i<n une famille finie de
vecteurs de E.

Lpe sae

Définition (rappel)

Soit & = (ai,...,an) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel
(Es*,.)

On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la famille F tout
vecteurs x de E pouvant s'écrire

n
x:>\131+)\232+...+)\,,a,,:2>\,-a,- avec()\l,...,)\,,) e K"
i=1

Définition (rappel)
On appelle espace vectoriel engendré par la famille F = (e;)1<i<n, le

sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires des éléments de

{el, coog en}.
On le note vect F#, vect(ej)1<i<n ou vect(eq, ..., ep).

21/73 D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Remarque
Il est efficace d'établir qu'une partie est un sous-espace vectoriel en
observant que celle-ci est engendré par une famille de vecteurs.
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

ona V@b)E R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)
=a(1,1,0) + b(1,-1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

On a

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)
=a(1,1,0) + b(1,-1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

On a

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.

@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
Onax+y—z=0&z=x+y,
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
Onax+y—z=0z=x+y,

donc )
P ={(xy,x+y)|(xy) € R}

D Craneec. |



Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
Onax+y—z=0z=x+y,

donc )
P ={(xy,x+y)|(xy) € R}

= {(X,O,X)+(0,y7y) | (va) € Rz}
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)
=a(1,1,0) + b(1,-1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

On a

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
Onax+y—z=0z=x+y,

donc
P ={(xy,x+y)|(xy) € R?}

{(x,0,x) + (0,y,y) | (x,y) € R?}
{x(1,0,1) + y(0,1,1) | (x,y) € R?}
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
Onax+y—z=0z=x+y,

donc
P ={(x,y,x+y)|(x,y) € R?}

= {(x,0,) + (0,y,7) | (x,y) € R?}
= {x(1,0,1) + y(0,1,1) | (x,y) € R?}
= vect((1,0,1),(0,1,1))
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Espace vectoriel

e Dans R3, considérons P = {(a+ b,a — b,2b) | a, b € R}.

Y(a,b) € R?,(a+ b,a— b,2b) = (a,a,0) + (b, —b,2b)

On a = a(1,1,0) 4 b(1,—1,2)

Sion pose u = (1,1,0) et v = (1,—1,2), alors P = vect(u, v),

donc P est un sous-espace vectoriel de R3.
@ Dans R3, considérons P = {(x,y,z) € R3 | x +y — z = 0}.
Onax+y—z=0z=x+y,

donc )
P ={(xy,x+y)|(xy) € R}

= {(X,O,X) + (07}/7)/) | (X7y) € Rz}
= {x(1,0,1) + y(0,1,1) | (x,y) € R?}
= vect((1,0,1),(0,1,1))

Ainsi P est un sous-espace vectoriel de R3.
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Espace vectoriel

Définition

On dit qu'une famille % = (ei)1<i<n de vecteurs de E est génératrice
de E, si tout vecteur x de E s'écrit comme combinaison linéaire des
vecteurs de la famille %, c'est-a-dire :

Vx € E,3(M, ., An) €K™ | x=Ajer+ -+ Anen = 3 _ Ne.
i=1
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Espace vectoriel

Définition

On dit qu'une famille % = (ei)1<i<n de vecteurs de E est génératrice
de E, si tout vecteur x de E s'écrit comme combinaison linéaire des
vecteurs de la famille %, c'est-a-dire :

Vx € E,3(M, ., An) €K™ | x=Ajer+ -+ Anen = 3 _ Ne.
i=1

Remarque
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Espace vectoriel

Définition

On dit qu'une famille % = (ei)1<i<n de vecteurs de E est génératrice
de E, si tout vecteur x de E s'écrit comme combinaison linéaire des
vecteurs de la famille %, c'est-a-dire :

Vx € E,3(M, ., An) €K™ | x=Ajer+ -+ Anen = 3 _ Ne.
i=1

Remarque
La famille & est génératrice de E, si et seulement si, vect(.%) = E.

24 /73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
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@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,X,) € R",
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.

@ Dans E =R, la famille {1} est génératrice.
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.

@ Dans E =R, la famille {1} est génératrice.
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.
@ Dans E =R, la famille {1} est génératrice.
En effet, x € R, x = x.1.
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.
@ Dans E =R, la famille {1} est génératrice.
En effet, x € R, x = x.1.

@ Dans E = C vu comme R-espace vectoriel, la famille % = (1,1) est
génératrice.
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Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.
@ Dans E =R, la famille {1} est génératrice.
En effet, x € R, x = x.1.

@ Dans E = C vu comme R-espace vectoriel, la famille % = (1,1) est
génératrice.

25/73 D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

@ Dans E =R", on pose ¢ = (0,...,1,0...,0) € R” oa 1 se situe en
iéme position.
La famille 2 = (ei)1<i<n est génératrice de R".
En effet, Vx = (x1,...,x,) € R", on peut écrire
X = X161 + -+ Xp€n.

@ Dans E =R, la famille {1} est génératrice.
En effet, x € R, x = x.1.

@ Dans E = C vu comme R-espace vectoriel, la famille % = (1,1) est
génératrice.

En effet, pour tout z € C, on peut écrire z = a.1 + b.i, avec
a= Re(z) et b= Im(z).
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Espace vectoriel

Si(e1,...,en, ent1) est une famille génératrice et si
ent1 € vect(er, ..., e,) alors la sous-famille (e, ..., e,) est génératrice.
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Espace vectoriel

Si(e1,...,en, ent1) est une famille génératrice et si
ent1 € vect(er, ..., e,) alors la sous-famille (e, ..., e,) est génératrice.

Démonstration.

n+1
Soit x € E, comme (ey, ..., €, €y,+1) €st génératrice, on a x = Z)\;e,-

i=1
avec Vi € [1,n+ 1], \; e K.

n
Si eny1 € vect(ey, ..., e,), alors eppq = Zu;e,- avec Vi € [1, n], ;i € K.

i=1
n

Donc x = Z(A,- + Ant1l4i)€
i=1
donc (e, ..., ep) est génératrice.
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Espace vectoriel

@ On dit que la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E est libre si elle
vérifie
VA, .., R e+ -+ Xpe=0= A1 =--- =X, =0

27 /73] D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

@ On dit que la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E est libre si elle
vérifie
VA, .., R e+ -+ Xpe=0= A1 =--- =X, =0
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Espace vectoriel

@ On dit que la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E est libre si elle
vérifie
VA, .., R e+ -+ Xpe=0= A1 =--- =X, =0
On dit que les vecteurs ey, . . . , e, sont linéairement indépendants.
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Espace vectoriel

@ On dit que la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E est libre si elle
vérifie
VA, .., R e+ -+ Xpe=0= A1 =--- =X, =0
On dit que les vecteurs ey, . . . , e, sont linéairement indépendants.
o On dit que la famille (ey, ..., e,) est liée si elle n'est pas libre ce qui
signifie

EI)\l,...,)\,,GK,)\lel—l—...)\,,e,,:O et(>\1,...,)\n)7é(0,...,0)
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Espace vectoriel

@ On dit que la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E est libre si elle
vérifie
VA, .., R e+ -+ Xpe=0= A1 =--- =X, =0
On dit que les vecteurs ey, . . . , e, sont linéairement indépendants.
o On dit que la famille (ey, ..., e,) est liée si elle n'est pas libre ce qui
signifie
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Espace vectoriel

@ On dit que la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E est libre si elle
vérifie
VA, .., R e+ -+ Xpe=0= A1 =--- =X, =0
On dit que les vecteurs ey, . . . , e, sont linéairement indépendants.
o On dit que la famille (ey, ..., e,) est liée si elle n'est pas libre ce qui
signifie

EI)\l,...,)\,,GK,)\lel—l—...)\,,e,,:O et(>\1,...,)\n)7é(0,...,0)

Une égalité \1e1 +--- + A\,e, = 0 avec A1, ..., A, non tous nuls est
appelée relation linéaire sur les vecteurs ey, . . . , e,.
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Espace vectoriel

Soit u(1,0), v(0,1) et w(1,1) € R?, étudions la liberté de la famille
(u, v, w).
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Espace vectoriel

Soit u(1,0), v(0,1) et w(1,1) € R?, étudions la liberté de la famille
(u, v, w).

On remarque que w = u + v.

Donc
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Espace vectoriel

Soit u(1,0), v(0,1) et w(1,1) € R?, étudions la liberté de la famille
(u, v, w).

On remarque que w = u + v.

Donc

lu+1lv—-1w=0

0. Craneec. |



Espace vectoriel

Soit u(1,0), v(0,1) et w(1,1) € R?, étudions la liberté de la famille

(u, v, w).

On remarque que w = u + v.

Donc

lu+1l.v—1.w=0 donc Ay =1, =1,A3 = —1 la famille est donc
lige.
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Espace vectoriel

Soit u(1,0), v(0,1) et w(1,1) € R?, étudions la liberté de la famille

(u, v, w).

On remarque que w = u + v.

Donc

lu+1l.v—1.w=0 donc Ay =1, =1,A3 = —1 la famille est donc
lige.

Proposition

Soient n > 2 et (e, ..., e,) une famille de vecteurs de E.
On a une équivalence entre :
o (e1,...,en) est liée.
@ L'un des vecteurs ey, ..., e, est combinaison linéaire des autres.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.
On a

—Akek = A1er + -+ A—18k—1 + A1k + -+ ey
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = A1er + -+ A—18k—1 + A1k + -+ ey
A1 Ak—1 Akl An
lors ex = —2Ley - -- . s M
alors e e ENREEEE " €k—1 + % €k+1t+ ...+ " €
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = Aier + -+ Acrek—1 + Aqreqr .o+ Anep
A1 Ak—1 Akl An
| =—— _ o+ e,
alors ey " e1+ -+ " €k—1+ A €k+1t+ ...+ » e

donc ey est une combinaison linéaire des autres vecteurs.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = Aier + -+ Acrek—1 + Aqreqr .o+ Anep
A1 Ak—1 Akl An
| =—— _ o+ e,
alors ey " e1+ -+ " €k—1+ A €k+1t+ ...+ » e

donc ey est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

@ Supposons qu'un vecteur soit une combinaison linéaires des autres
vecteurs.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = Aier + -+ Acrek—1 + Aqreqr .o+ Anep
A1 Ak—1 Akl An
| =—— _ o+ e,
alors ey " e1+ -+ " €k—1+ A €k+1t+ ...+ » e

donc ey est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

@ Supposons qu'un vecteur soit une combinaison linéaires des autres
vecteurs.
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = Aier + -+ Acrek—1 + Aqreqr .o+ Anep
A1 Ak—1 Akl An
| =—— _ o+ e,
alors ey " e1+ -+ " €k—1+ A €k+1t+ ...+ » e

donc ey est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

@ Supposons qu'un vecteur soit une combinaison linéaires des autres
vecteurs. Alors il existe k € [1, n]], tel que

ex = A1er + -+ A—16k—1 + Akqr€kq1 + .+ Anen
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = Aier + -+ Acrek—1 + Aqreqr .o+ Anep
A1 Ak—1 Akl An
| =—— _ o+ e,
alors ey " e1+ -+ " €k—1+ A €k+1t+ ...+ » e

donc ey est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

@ Supposons qu'un vecteur soit une combinaison linéaires des autres
vecteurs. Alors il existe k € [1, n]], tel que

ex = A1er + -+ A—16k—1 + Akqr€kq1 + .+ Anen

Il vient Adje; + -+ + Ax_1ex_1+ (—l)ek + Akr1€k+r1+ .-+ Aen =0
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Démonstration.

e Si(eq,...,en) est liee.
Soit (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \ye; +...\,e, = 0.
Soit k tel que A\ # 0.

On a
—Akek = Aier + -+ Acrek—1 + Aqreqr .o+ Anep
A1 Ak—1 Akl An
| =—— _ o+ e,
alors ey " e1+ -+ " €k—1+ A €k+1t+ ...+ » e

donc ey est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

@ Supposons qu'un vecteur soit une combinaison linéaires des autres
vecteurs. Alors il existe k € [1, n]], tel que

ex = A1er + -+ A—16k—1 + Akqr€kq1 + .+ Anen

Il vient A\ye; + -+ Ae_1ex—1+ (—l)ek + Akr1€k+r1+ .-+ Aen =0
En remarquant que (A1, ..., Ak—1, —1, Akr1, - -, An) #Z (0,...,0),
on peut conclure que la famille (ey, ..., e,) est liée.
Y& ~ D.Cransac | Analyse



Espace vectoriel

Soit u € E, étudions la liberté de la famille (u).
@ Siu#0alorsVAeK, Au=0=A=0.
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Espace vectoriel

Soit u € E, étudions la liberté de la famille (u).
@ Siu#0alorsVAeK, Au=0=A=0.
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Espace vectoriel

Soit u € E, étudions la liberté de la famille (u).

@ Siu#0 alorsVAeK, A\u=0=\=0.
Par suite, la famille (u) est libre.

® Si u= 0g alors on peut écrire A\u =0 avec A =1 # 0.
Par suite, la famillle (Og) est liée.
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Espace vectoriel

Définition (Cas particulier de deux vecteurs liés)

@ Un vecteur u est dit colinéaire a un autre vecteur v de E s'il existe
a € K tel que u = av.
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Espace vectoriel

Définition (Cas particulier de deux vecteurs liés)

@ Un vecteur u est dit colinéaire a un autre vecteur v de E s'il existe
a € K tel que u = av.

@ Deux vecteurs u et v sont dits colinéaires si |'un des deux est
colinéaire a I'autre.
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Espace vectoriel

Définition (Cas particulier de deux vecteurs liés)

@ Un vecteur u est dit colinéaire a un autre vecteur v de E s'il existe
a € K tel que u = av.

@ Deux vecteurs u et v sont dits colinéaires si |'un des deux est
colinéaire a I'autre.
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Espace vectoriel

Définition (Cas particulier de deux vecteurs liés)

@ Un vecteur u est dit colinéaire a un autre vecteur v de E s'il existe
a € K tel que u = av.

@ Deux vecteurs u et v sont dits colinéaires si |'un des deux est
colinéaire a I'autre.

Attention
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Espace vectoriel

Définition (Cas particulier de deux vecteurs liés)

@ Un vecteur u est dit colinéaire a un autre vecteur v de E s'il existe
a € K tel que u = av.

@ Deux vecteurs u et v sont dits colinéaires si |'un des deux est
colinéaire a I'autre.

Attention
u est colinéaire a v n'équivaut pas a v est colinéaire a u.
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Espace vectoriel

Définition (Cas particulier de deux vecteurs liés)

@ Un vecteur u est dit colinéaire a un autre vecteur v de E s'il existe
a € K tel que u = av.

@ Deux vecteurs u et v sont dits colinéaires si |'un des deux est
colinéaire a I'autre.

Attention

u est colinéaire a v n'équivaut pas a v est colinéaire a u.

En effet, le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur mais tout vecteur
n'est pas colinéaire au vecteur nul.

En effet Vu € E,0 = Ou donc 0 est colinéaire 3 u.

Mais Yu € E, u# 0 on a u # «0 donc u n’est pas colinéaire a 0.
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Espace vectoriel

Soient (u,v) € E2.
(u, v) est liée,

si et seulement si,
(Ba € K*,u=av) ou (38 € K*, v = Bu).
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Espace vectoriel

Soient (u,v) € E2.
(u, v) est liée,
si et seulement si,

(Fa e K u=av) ou (38 € K*,v = Su).

Ainsi, la famille (u, v) est liée, si et seulement si, u et v sont colinéaires.
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs

u=(1,2,1),v=(1,-1,1),w = (1,1,0)

et la famille

F = (u,v,w)
Etudions la liberté de la famille % .
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs

u=(1,2,1),v=(1,-1,1),w = (1,1,0)

et la famille

F = (u,v,w)
Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

at+pB+y=0 (1)

au+fv+yw =0 &< 2a—F+7=0 (2)
a+pB=0 (3)
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs

u=(1,2,1),v=(1,-1,1),w = (1,1,0)

et la famille

F = (u,v,w)
Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

at+B8+v=0 (1)
au+Bv4+yw =0 =< 2a—F+7=0 (2)
a+pB=0 (3)

L’équation (1) — (3) implique v = 0.
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs

u=(1,2,1),v=(1,-1,1),w = (1,1,0)

et la famille

F = (u,v,w)
Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

at+B8+v=0 (1)
au+Bv4+yw =0 =< 2a—F+7=0 (2)
a+pB=0 (3)

L’équation (1) — (3) implique v = 0.
L'équation (2) + (3) permet de conclure que o = 0 donc § =0
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs

u=(1,2,1),v=(1,-1,1),w = (1,1,0)
et la famille
F = (u,v,w)
Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

at+B8+v=0 (1)
au+Bv4+yw =0 =< 2a—F+7=0 (2)
a+pB=0 (3)

L’équation (1) — (3) implique v = 0.

L'équation (2) + (3) permet de conclure que o = 0 donc § =0
On obtient donc au+ v+ yw =0 a=F=v=0,
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs

u=(1,2,1),v=(1,-1,1),w = (1,1,0)

et la famille

F = (u,v,w)
Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

at+B8+v=0 (1)
au+Bv4+yw =0 =< 2a—F+7=0 (2)
a+pB=0 (3)

L’équation (1) — (3) implique v = 0.

L'équation (2) + (3) permet de conclure que oo = 0 donc 8 =0

On obtient donc au+ fv+yw =0 a==~v=0, la famille F est
donc libre.
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 28 = 0 (1)
au+fBv+yw=0&<¢ —a - S + v = 0 (2)
B+ v = 0 (3
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 28 = 0 (1)
au+fBv+yw=0&<¢ —a - S + v = 0 (2)
B+ 1 =0

L’équation (1) permet de déduire que a« = —2f3
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 24
au+Bv+yw=0&< —a — B + 7
g+ v

0 (1)
0 (2
0 (3)

L’équation (1) permet de déduire que a = —2f3 L'équation (3) permet

de déduire que v = —f3
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 28 = 0 (1)
au+fBv+yw=0&<¢ —a - S + v = 0 (2)
B+ v = 0 (3

L’équation (1) permet de déduire que a = —2f3 L'équation (3) permet
de déduire que v = —f L’équation (2) revient 23 — 3 — 3 = 0 qui est
toujours vraie.
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 28 = 0 (1)
au+fBv+yw=0&<¢ —a - S + v = 0 (2)
B+ v = 0 (3

L’équation (1) permet de déduire que a = —2f3 L'équation (3) permet
de déduire que v = —f L’équation (2) revient 23 — 3 — 3 = 0 qui est
toujours vraie. Le systéme est donc compatible.
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 28 = 0 (1)
au+fBv+yw=0&<¢ —a - S + v = 0 (2)
B+ v = 0 (3

L’équation (1) permet de déduire que a = —2f3 L'équation (3) permet
de déduire que v = —f L’équation (2) revient 23 — 3 — 3 = 0 qui est
toujours vraie. Le systéme est donc compatible.

On a donc VB € R, —2Bu+ Bv — fw = 0 donc, pour 5 =1,

2u+v—w=0
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Espace vectoriel

Dans E = R3, considérons les vecteurs
u=(1,-1,0),v=(2,-1,1),w = (0,1,1)
et la famille 7 = (u, v, w).

Etudions la liberté de la famille % .

Solution
Soient a, B, € R.

a + 28 = 0 (1)
au+fBv+yw=0&<¢ —a - S + v = 0 (2)
B+ v = 0 (3

L’équation (1) permet de déduire que a = —2f3 L'équation (3) permet
de déduire que v = —f L’équation (2) revient 23 — 3 — 3 = 0 qui est
toujours vraie. Le systéme est donc compatible.

On a donc VB € R, —2Bu+ Bv — fw = 0 donc, pour 5 =1,

2u+v—w=0

On en déduit que la famille 7 est liée.
34/73 D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution
Soient o, 3,7 € R
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.

Pour tout x € R, on a : a + Bcosx + ~ysinx = 0.

@ Pour x =0, on obtient I'équation oo+ 8 = 0(1).
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.

Pour tout x € R, on a : a + Bcosx + ~ysinx = 0.

@ Pour x =0, on obtient I'équation oo+ 8 = 0(1).

@ Pour x = g on obtient I'équation oo + v = 0(2).
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.

Pour tout x € R, on a : a + Bcosx + ~ysinx = 0.

@ Pour x =0, on obtient I'équation oo+ 8 = 0(1).
@ Pour x = g on obtient I'équation oo + v = 0(2).

@ Pour x = 7, on obtient I'équation oo — 3 = 0(3).
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.

Pour tout x € R, on a : a + Bcosx + ~ysinx = 0.

@ Pour x =0, on obtient I'équation oo+ 8 = 0(1).
@ Pour x = g on obtient I'équation oo + v = 0(2).

@ Pour x = 7, on obtient I'équation oo — 3 = 0(3).
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.

Pour tout x € R, on a : a + Bcosx + ~ysinx = 0.

@ Pour x =0, on obtient I'équation oo+ 8 = 0(1).
@ Pour x = g on obtient I'équation oo + v = 0(2).

@ Pour x = 7, on obtient I'équation oo — 3 = 0(3).

(1) et (3) (somme et différence) donnent oo = 3 = 0 et par (2) on
obtient v = 0.
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Espace vectoriel

Dans E = .% (R, R), considérons les fonctions
f:x—1 g:xe cos(x), h:xr sin(x)

et montrons que la famille (f, g, h) est libre.
Solution

Soient o, 3,7 € R

Supposons af + g +~vh = 0.

Pour tout x € R, on a : a + Bcosx + ~ysinx = 0.

@ Pour x =0, on obtient I'équation oo+ 8 = 0(1).
@ Pour x = g on obtient I'équation oo + v = 0(2).
@ Pour x = 7, on obtient I'équation oo — 3 = 0(3).

(1) et (3) (somme et différence) donnent oo = 3 = 0 et par (2) on
obtient v = 0.
Finalement la famille (f, g, h) est libre.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d'une famille libre est libre.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d'une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Si(ex,...,en) est une famille libre et si e, 1 ¢ vect(e,...,e,) alors la
sur-famille (ey, ..., en, €ny1) est libre.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Si(ex,...,en) est une famille libre et si e, 1 ¢ vect(e,...,e,) alors la
sur-famille (ey, ..., en, €ny1) est libre.

Démonstration.
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Si(ex,...,en) est une famille libre et si e, 1 ¢ vect(e,...,e,) alors la
sur-famille (ey, ..., en, €ny1) est libre.

n+1
Soient A1, A2, ..., Ap, Apa1 tels que Z Aiei = 0.

k=1
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Si(ex,...,en) est une famille libre et si e, 1 ¢ vect(e,...,e,) alors la
sur-famille (ey, ..., en, €ny1) est libre.
Démonstration.
n+1
Soient A1, A2, ..., Ap, Apa1 tels que Z Aiei = 0.
k=1
n+1

i

Si A\pr1 # 0, on peut écrire e,11 = — Z e ce qui signifierait que
k=1

_ )\n+1
ent1 € vect(er,...,e,) ce qui est faux donc A1 =0
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Si(ex,...,en) est une famille libre et si e, 1 ¢ vect(e,...,e,) alors la
sur-famille (ey, ..., en, €ny1) est libre.
Démonstration.
n+1
Soient A1, A2, ..., Ap, Apa1 tels que Z Aiei = 0.
k=1
n+1 )
Si A\pr1 # 0, on peut écrire e,11 = — Z " e ce qui signifierait que
k=1 )\n+1
ent1 € vect(er,...,e,) ce qui est faux donc A1 =0

n
donc ZA,-e,- = 0 et comme la famille est libre V € [1, n]], A; = 0.
k=1
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Espace vectoriel

Remarque
@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute sur-famille d'une famille liée, en particulier toute famille
contenant le vecteur nul, est liée.
@ Une sur-famille d'une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Si(ex,...,en) est une famille libre et si e, 1 ¢ vect(e,...,e,) alors la
sur-famille (ey, ..., en, €ny1) est libre.
Démonstration.
n+1
Soient A1, A2, ..., Ap, Apa1 tels que Z Aiei = 0.
k=1
n+1 )
Si A\pr1 # 0, on peut écrire e,11 = — Z " e ce qui signifierait que
k=1 )\n+1
ent1 € vect(er,...,e,) ce qui est faux donc A1 =0

n
donc ZA,-e,- = 0 et comme la famille est libre V € [1, n], \; = 0.
k=1
Donc la famille (eq, ..., e,, €,11) est libre. O
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Espace vectoriel

Définition
Soit E un K-espace vectoriel.

On dit que E est de dimension finie s'il existe une famille génératrice
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel.

On dit que E est de dimension finie s'il existe une famille génératrice
finie de E.
Dans le cas contraire, E est de dimension infinie.
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K-espace vectoriel E est une base de E si celle-ci est libre et
génératrice.
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On dit qu'une famille = (e;)1<i<n = (€1, ..., €n) de vecteurs d’un
K-espace vectoriel E est une base de E si celle-ci est libre et
génératrice.

Dans E = R3.

On pose e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1)
e Soit u=(x,y,z) € R3, alors
u=(x,0,0)+(0,y,0) +(0,0,2) = xe, + ye, + ze3 donc (e, €2, &3)
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Espace vectoriel

On dit qu'une famille = (e;)1<i<n = (€1, ..., €n) de vecteurs d’un
K-espace vectoriel E est une base de E si celle-ci est libre et
génératrice.

Dans E = R3.

On pose e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1)
e Soit u=(x,y,z) € R3, alors
u=(x,0,0)+(0,y,0) + (0,0, z) = xe1 + ye> + ze3 donc (e1, e2, €3)
est génératrice.
@ Supposons A\je; + Apex + Aze3 =0 alors (A1, A2, A3) = (0,0,0)
Donc A1 =0, Ao =0etA3=0
Donc la famille (e1, e2, e3) est libre.

o Comme la famille est libre et génératrice, c'est une base.
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Espace vectoriel

On dit qu'une famille = (e;)1<i<n = (€1, ..., €n) de vecteurs d’un
K-espace vectoriel E est une base de E si celle-ci est libre et
génératrice.

Dans E = R3.

On pose e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1)

e Soit u=(x,y,z) € R3, alors
u=(x,0,0)4(0,y,0) + (0,0, z) = xe; + ye> + ze3 donc (ey, €, €3)
est génératrice.

@ Supposons A\je; + Apex + Aze3 =0 alors (A1, A2, A3) = (0,0,0)
Donc A1 =0, Ao =0etA3=0
Donc la famille (e1, e2, e3) est libre.

o Comme la famille est libre et génératrice, c'est une base.
On appelle cette base la base canonique de R® : c’est la base la
plus simple qui vient a I'esprit.
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Espace vectoriel

Dans E =K", on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € K" o0 1 se situe en
iéme position.

o On a déja vu que B = (e, ...,en) est génératrice de K"
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Dans E =K", on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € K" o0 1 se situe en
iéme position.
o On a déja vu que B = (e, ...,en) est génératrice de K"
@ Montrons que A est libre.
Soient \1,..., A\, € K.
Supposons que A1e1 + -+ + Ape, = Of.
C'est équivalent a (A\1,...,\,) =(0,...,0) et donc
AM=--=XA,=0.
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Dans E =K", on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € K" o0 1 se situe en
iéme position.
o On a déja vu que B = (e, ...,en) est génératrice de K"
@ Montrons que A est libre.
Soient \1,..., A\, € K.
Supposons que A1e1 + -+ + Ape, = Of.
C'est équivalent a (A\1,...,\,) =(0,...,0) et donc
AM=--=XA,=0.
Finalement , la famille 2 est libre et génératrice de K",
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Dans E =K", on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € K" o0 1 se situe en
iéme position.
o On a déja vu que B = (e, ...,en) est génératrice de K"
@ Montrons que A est libre.
Soient \1,..., A\, € K.
Supposons que A1e1 + -+ + Ape, = Of.
C'est équivalent a (A\1,...,\,) =(0,...,0) et donc

A==\, =0.
Finalement , la famille 9 est libre et génératrice de K", c’est une
base de K".
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Espace vectoriel

Dans E =K", on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € K" o0 1 se situe en
iéme position.
o On a déja vu que B = (e, ...,en) est génératrice de K"
@ Montrons que A est libre.
Soient \1,..., A\, € K.
Supposons que A1e1 + -+ + Ape, = Of.
C'est équivalent a (A\1,...,\,) =(0,...,0) et donc

A==\, =0.
Finalement , la famille 9 est libre et génératrice de K", c’est une
base de K".

On appelle cette base la base canonique de K"
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Espace vectoriel

Considérons la famille (1, i) d’'éléments du R-espace vectoriel C.
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Considérons la famille (1, i) d’'éléments du R-espace vectoriel C.

o Cette famille est génératrice de C
En effet, par définition de C :

Yz € C,z = a+ ib avec (a, b) € R?
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Espace vectoriel

Considérons la famille (1, i) d’'éléments du R-espace vectoriel C.

o Cette famille est génératrice de C
En effet, par définition de C :

Yz € C,z = a+ ib avec (a, b) € R?

@ Montrons que cette famille est libre.
Soient A\, u € R.
Supposons que A\.1 + u.i = 0.
En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient A = y = 0.
Donc la famille % est libre.

o Comme la famille & est libre et génératrice du R-espace vectoriel C,
c'est une base de C.
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Espace vectoriel

Remarque

@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
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@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
En effet soit zg € C*.

(20) est libre car Azg=0< A =0
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En effet soit zg € C*.
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20
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Remarque

@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
En effet soit zg € C*.
: z
(z0) est libre car \zg=0<A=0etVzeC,z= () Z0 = Az
29

V4 .
donc A= — € C donc (z) est génératrice
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@ La famille (1, /) est liée dans le C-espace vectoriel C.
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Remarque

@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
En effet soit zg € C*.
(z0) est libre car \zg=0<A=0etVzeC,z= (Z) Z0 = Az
29
donc A=< € C donc (z0) est génératrice
2o
@ La famille (1, /) est liée dans le C-espace vectoriel C.
En effet 1(1) +i(i) =0
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0

V4 .
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41/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Remarque

@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
En effet soit zg € C*.

(z0) est libre car \zg=0<A=0etVzeC,z= (ZZ)ZO:)\ZO
0

V4 .
donc A= — € C donc (z) est génératrice
20

@ La famille (1, /) est liée dans le C-espace vectoriel C.
En effet 1(1) +i(i) =0
Elle n'est pas donc une base du C-espace vectoriel C.
(une base de C est (1) par exemple.)

41/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Remarque

@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
En effet soit zg € C*.

(z0) est libre car \zg=0<A=0etVzeC,z= (ZZ)ZO:)\ZO
0

V4 .
donc A= — € C donc (z) est génératrice
20

@ La famille (1, /) est liée dans le C-espace vectoriel C.
En effet 1(1) +i(i) =0
Elle n'est pas donc une base du C-espace vectoriel C.
(une base de C est (1) par exemple.)

41/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Remarque

@ Tout complexe non nul est une base du C-espace vectoriel C.
En effet soit zg € C*.

(z0) est libre car \zg=0<A=0etVzeC,z= (ZZ)ZO:)\ZO
0

V4 .
donc A= — € C donc (z) est génératrice
20

@ La famille (1, /) est liée dans le C-espace vectoriel C.
En effet 1(1) +i(i) =0
Elle n'est pas donc une base du C-espace vectoriel C.
(une base de C est (1) par exemple.)

La nature du corps K peut donc avoir une importance fondamentale sur
la structure du K espace vectoriel.
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Espace vectoriel

Théoréeme

Soit E, un K espace vectoriel, et B = (ey, €y, . .. €,) une base de E.
Alors tout vecteur s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs e, e, . .. €.
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Alors tout vecteur s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs e, e, . .. €.
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Espace vectoriel

Théoréeme

Soit E, un K espace vectoriel, et B = (ey, €y, . .. €,) une base de E.
Alors tout vecteur s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs e, e, . .. €.

Démonstration.

Soit x € E, comme A est génératrice,

n
X = Z)\,-e,- avec (A1, Az, ..., \y) € K"
i=1

n
Supposons que x = Zu;e,- avec (u1, 12, - -, o) € K"
i=1

En effectuant la différence, Z(/\,- —pi)ei=0
i=1
Comme la famille est libre, ¥ € [1, n]A; — u; = 0 donc
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Espace vectoriel

Théoréeme

Soit E, un K espace vectoriel, et B = (ey, €y, . .. €,) une base de E.
Alors tout vecteur s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs e, e, . .. €.

Démonstration.

Soit x € E, comme A est génératrice,

n
X = Z)\,-e,- avec (A1, Az, ..., \y) € K"
i=1

n
Supposons que x = Zu;e,- avec (u1, 12, - -, o) € K"
i=1

En effectuant la différence, Z(/\,- —pi)ei=0
i=1
Comme la famille est libre, ¥ € [1, n]A; — p; = 0 donc ¥ € [1, n]A; = w;
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Espace vectoriel

Théoréeme

Soit E, un K espace vectoriel, et B = (ey, €y, . .. €,) une base de E.
Alors tout vecteur s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs e, e, . .. €.

Démonstration.

Soit x € E, comme A est génératrice,

n
X = Z)\,-e,- avec (A1, Az, ..., \y) € K"
i=1

Supposons que x = Zu;e,- avec (u1, 12, - -, o) € K"
i=1
En effectuant la différence, Z(/\,- —pi)ei=0
i=1
Comme la famille est libre, ¥ € [1, n]A; — p; = 0 donc ¥ € [1, n]A; = w;
La décomposition est bien unique.
O
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Espace vectoriel

Théoréme (Théoréme de la base incompléte)

Si E est de dimension finie, alors toute famille libre de E peut-étre
complétée en une base de E.

Pour la compléter, il suffit de considérer certains vecteurs d’une famille
génératrice de E.
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Démonstration.

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.
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Espace vectoriel

Démonstration.
Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)
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Espace vectoriel

Démonstration.

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.
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Espace vectoriel

Démonstration.

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.
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Espace vectoriel

Démonstration.

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.
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Espace vectoriel

Démonstration.

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Z e + Zu;g,- =0
k=1 k=1
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Zx\ e,—|—ZpLg,—0

Si Vi € [1,m], pi = 0, comme .Z est libre, Vi € [1, n]] )\ =0 et
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Zx\ e,—|—ZpLg,—0

Si Vi € [1,m], pi = 0, comme .Z est libre, Vi € [1, n]] )\ =0 et donc la famille
est libre.
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Zx\ e,—|—ZpLg,—0

Si Vi € [1,m], pi = 0, comme .Z est libre, Vi € [1, n]] )\ =0 et donc la famille
est libre.

Sinon, il existe k € [1, m], pux # 0.
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Zx\ e,—|—ZpLg,—0

Si Vi € [1,m], pi = 0, comme .Z est libre, Vi € [1, n]] )\ =0 et donc la famille

est libre.
n
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Zx\ e,—|—ZpLg,—0

Si Vi € [1,m], pi = 0, comme .Z est libre, Vi € [1, n]] )\ =0 et donc la famille
est libre.
n A m ‘LL

Sinon, il existe k € [1, m], ux # 0. Donc gk = — Z —e— Y —

=1 K =
on pourrait exprimer gx comme combinaison linéaire des autres vecteurs donc
en enlevant ce vecteur a cette famille, on obtiendrait une nouvelle famille
contenant k — 1 vecteurs qui serait génératrice, ce qui contredit la définition de

k.
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Soit . (e1, €2, . .., €,) une famille libre de E et ¥(g1, 82, - - .,8m) une famille
génératrice de E.

On s'intéresse a I'ensemble des familles 7 telles que # C J# C (F UY)

Comme ¥ est génératice, # = % U¥ |'est aussi. Donc il existe une famille de
J qui est génératrice.

On choisit une famille 57, de cardinal minimum, génératrice de E. On note son
cardinal k.

Montrons que cette famille est libre.

Soient (A1, A2, ..., \n) € K", (p1, pi2, - - -, tm) € K", Zx\ e,—|—ZpLg,—0

Si Vi € [1,m], pi = 0, comme .Z est libre, Vi € [1, n]] )\ =0 et donc la famille
est libre.
n A m ‘LL

Sinon, il existe k € [1, m], ux # 0. Donc gk = — Z —e— Y —

=1 K =
on pourrait exprimer gx comme combinaison linéaire des autres vecteurs donc
en enlevant ce vecteur a cette famille, on obtiendrait une nouvelle famille
contenant k — 1 vecteurs qui serait génératrice, ce qui contredit la définition de

k. Donc H est libre. O
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Espace vectoriel

Théoréme (Théoréme de la base extraite)

De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E.
En particulier, un espace de dimension finie admet une base.
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Espace vectoriel

Théoréme (Théoréme de la base extraite)

De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E.
En particulier, un espace de dimension finie admet une base.

Démonstration.

Soient (€1, €y, ..., €,) une famille génératrice de E.
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Espace vectoriel

Théoréme (Théoréme de la base extraite)

De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E.
En particulier, un espace de dimension finie admet une base.

Démonstration.

Soient (ey, €y, - .., €,) une famille génératrice de E.

D'apres le théoréeme précédent, on peut compléter la famille {e;} qui est
évidemment libre par des éléments de (ey, €, ..., €,) pour produire une
base. O
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Espace vectoriel

Théoréme (Théoréme de la base extraite)

De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E.
En particulier, un espace de dimension finie admet une base.

Démonstration.

Soient (ey, €y, - .., €,) une famille génératrice de E.

D'apres le théoréeme précédent, on peut compléter la famille {e;} qui est
évidemment libre par des éléments de (ey, €, ..., €,) pour produire une
base. O

En particulier, on déduit des résultats précédents que tout espace
vectoriel de dimension finie admet une base finie.
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Espace vectoriel

Théoréme (Théoréme et définition)

Si E est de dimension finie, alors toutes les bases de E ont le méme
nombre d'éléments.
Ce nombre s'appelle la dimension de E et est noté dim(E).
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pourn=1:
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pourn=1:

4773 D. Cransac Analyse



Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment
une famille liée".
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

o Sido #0,
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

o Sido #0,
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

e Si Mo #0, alors vy = ﬁvo.
Ao
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

e Si Mo #0, alors vy = ﬁvo.
Ao

e Sinon vp = Of.
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

e Si Mo #0, alors vy = ﬁvo.
Ao

e Sinon vp = Of.
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

. A1
e Si Mo #0, alors vy = Ve
0
o Sinon vo = 0. Donc vp et v1 sont colinéaires.

@ Soit n > 2, supposons le résultat vrai pour n — 1.
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment

une famille lige".
Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (VQ, V1) est liée :

. A1
e Si Mo #0, alors vy = Ve
0
o Sinon vo = 0. Donc vp et v1 sont colinéaires.

@ Soit n > 2, supposons le résultat vrai pour n — 1.
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Lemme

Pour tout entier n € N, n+ 1 vecteurs qui sont des combinaisons
linéaires de n vecteurs de E forment toujours une famille liée.

Démonstration.

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

@ Pour n=0: "1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié".
C’est vrai car une combinaison linéaire de 0 vecteurs, c'est Of.

@ Pour n=1: "2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment
une famille liée".

Si vo = Aou1 et vi = A\juq, alors (Vo, V1) est liée :
. A1
e Si Mo #0, alors vy = Ve
0
e Sinon vop = 0. Donc vo et v; sont colinéaires.

@ Soit n > 2, supposons le résultat vrai pour n — 1.
Considérons n + 1 vecteurs vy, va, . .. V,11, combinaisons linéaires de
n vecteurs uy, Uy, . .. Up,.
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Espace vectoriel

Démonstration.

On a donc des scalaires o javec 1 < i< n+1etl << ntels que:

%1 =Q1,1U01 + Q12U + ...+ Q1 pUp (L]_)
V2 =1l + 0oUs + ...+ Q2 plp (L2)
Vol = Qni11U1 + Qpr1oU2 + ...+ Qpyintn (Log1)
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Espace vectoriel

Démonstration.

On a donc des scalaires o javec 1 < i< n+1etl << ntels que:

%1 =Q1,1U01 + Q12U + ...+ Q1 pUp (L]_)
V2 =1l + 0oUs + ...+ Q2 plp (L2)
Vol = Qni11U1 + Qpr1oU2 + ...+ Qpyintn (Log1)

SiVie[l,n+1],ai, =0, alors vq, vo, ... v, sont combinaisons linéaires
des n — 1 vecteurs uy, Us, ... Up_1.
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Espace vectoriel

Démonstration.

On a donc des scalaires o javec 1 < i< n+1etl << ntels que:

%1 =Q1,1U01 + Q12U + ...+ Q1 pUp (L]_)
V2 =1l + 0oUs + ...+ Q2 plp (L2)
Vol = Qni11U1 + Qpr1oU2 + ...+ Qpyintn (Log1)

SiVie[l,n+1],ai, =0, alors vq, vo, ... v, sont combinaisons linéaires
des n — 1 vecteurs ug, up, ... U; 1.
Par hypothése de récurrence, (vi, va,...Vv,) est liée.
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Espace vectoriel

Démonstration.

On a donc des scalaires o javec 1 < i< n+1etl << ntels que:

%1 =Q1,1U01 + Q12U + ...+ Q1 pUp (L]_)
V2 =1l + 0oUs + ...+ Q2 plp (L2)
Vol = Qni11U1 + Qpr1oU2 + ...+ Qpyintn (Log1)

SiVie[l,n+1],ai, =0, alors vq, vo, ... v, sont combinaisons linéaires
des n — 1 vecteurs ug, up, ... U; 1.

Par hypothése de récurrence, (vi, va,...Vv,) est liée. Donc

(v, v1,va,...Vne1) l'est aussi.
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Espace vectoriel

Démonstration.

On a donc des scalaires o javec 1 < i< n+1etl << ntels que:

%1 =Q1,1U01 + Q12U + ...+ Q1 pUp (L]_)
V2 =1l + 0oUs + ...+ Q2 plp (L2)
Vol = Qni11U1 + Qpr1oU2 + ...+ Qpyintn (Log1)

SiVie[l,n+1],ai, =0, alors vq, vo, ... v, sont combinaisons linéaires
des n — 1 vecteurs ug, up, ... U; 1.

Par hypothése de récurrence, (vi, va,...Vv,) est liée. Donc

(v, v1,va,...Vne1) l'est aussi.
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Espace vectoriel

Démonstration.

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on
échange les lignes),
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Espace vectoriel

Démonstration.

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on
in

échange les lignes), alors les transformations L; < L; — L,+1 pour

an+1,n

A
i€[1,n]
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Espace vectoriel

Démonstration.

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on
in

échange les lignes), alors les transformations L; < L; — L,+1 pour

an+1,n

Ai
i € [1,n] (c'est un pivot de Gauss!) donnent :
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Espace vectoriel

Démonstration.

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on
in

échange les lignes), alors les transformations L; < L; — L,+1 pour
an+1,n
A
i € [1,n] (c'est un pivot de Gauss!) donnent :
vi — A1Vpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... U, 1
Vo — AaVpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... uy—1
Vp — ApVpr1 = Combinaison linéaire de vy, up, ... u,—1
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Espace vectoriel

Démonstration.

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on

; . . o
échange les lignes), alors les transformations L; «- L; — —="— L1 pour
an+1,n

A
i € [1,n] (c'est un pivot de Gauss!) donnent :
vi — A1Vpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... U, 1
Vo — AaVpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... uy—1
Vp — ApVpr1 = Combinaison linéaire de vy, up, ... u,—1
Les vecteurs v; — A\jv,41,i € [1, n] forment donc une famille liée puisque

ce sont n vecteurs combinaisons linéaires de n — 1 (hypothése de
récurrence).
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Espace vectoriel

Démonstration

|

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on

. : o
échange les lignes), alors les transformations L; «- L; — —="— L1 pour
an+1,n
Ai
i € [1,n] (c'est un pivot de Gauss!) donnent :

vi — A1Vpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... U, 1
Vo — AaVpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... uy—1

w — AnVnir1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... u,_1

Les vecteurs v; — A\jv,41,i € [1, n] forment donc une famille liée puisque
ce sont n vecteurs combinaisons linéaires de n — 1 (hypothése de
récurrence).

Il exnste donc des scalaires ﬁl,ﬁz, ... [, non tous nuls tels que

Zﬁ/ Vi — AiVpy1) = 0 donc Z/BiVi = Zn:ﬁi/\/ Voy1 =0
i=1

i=1
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Espace vectoriel

Démonstration.

Si I'un des «; , pour i € [1,n+ 1] n'est pas nul, disons 11,5 (sinon on

; . . o
échange les lignes), alors les transformations L; «- L; — —="— L1 pour
an+1,n

Ai
i € [1,n] (c'est un pivot de Gauss!) donnent :

vi — A1Vpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... U, 1
Vo — AaVpyr1 = Combinaison linéaire de uy, up, ... uy—1

Vp — ApVpr1 = Combinaison linéaire de vy, up, ... u,—1

Les vecteurs v; — A\jv,41,i € [1, n] forment donc une famille liée puisque
ce sont n vecteurs combinaisons linéaires de n — 1 (hypothése de
récurrence).

Il existe donc des scalaires 31, 5, ... 3, non tous nuls tels que

n n n
Z,B,-(v; — AiVay1) = 0 donc Z,B,-v,' - Z,B,-/\,- Vop1 =0
i=1 i=1 i=1
Donc la famille (vi, va, ..., Vyi1) est liee.
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Espace vectoriel

Corollaire

Si E est de dimension n et si (xy ...,x,) est une famille de n vecteurs de
E, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

@ (xi,...,x,) est une famille libre de E.
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Espace vectoriel

Corollaire

Si E est de dimension n et si (xy ...,x,) est une famille de n vecteurs de
E, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

@ (xi,...,x,) est une famille libre de E.

@ (x1,...,x,) est une famille génératrice de E.
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Espace vectoriel

Corollaire

Si E est de dimension n et si (xy ...,x,) est une famille de n vecteurs de
E, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

@ (x1,...,x,) est une famille libre de E.
@ (x1,...,x,) est une famille génératrice de E.
® (x1,...,xn) est une base de E.
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Espace vectoriel

Remarque

@ En particulier, dans un espace de dimension n, une famille libre a
toujours au plus n éléments, et une famille génératrice a toujours au
moins n éléments.

51/73 D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Remarque

@ En particulier, dans un espace de dimension n, une famille libre a
toujours au plus n éléments, et une famille génératrice a toujours au
moins n éléments.

@ Si E et F sont de dimension finie, alors
dim(E x F) = dim(E) + dim(F)

En particulier, dim(K") = n.
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Espace vectoriel

Remarque

@ En particulier, dans un espace de dimension n, une famille libre a
toujours au plus n éléments, et une famille génératrice a toujours au
moins n éléments.

@ Si E et F sont de dimension finie, alors
dim(E x F) = dim(E) + dim(F)

En particulier, dim(K") = n.

@ Si E et F sont de dimension finie, alors

dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)
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Espace vectoriel

Remarque

@ En particulier, dans un espace de dimension n, une famille libre a

toujours au plus n éléments, et une famille génératrice a toujours au
moins n éléments.

@ Si E et F sont de dimension finie, alors
dim(E x F) = dim(E) + dim(F)

En particulier, dim(K") = n.

@ Si E et F sont de dimension finie, alors
dim(.Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)

o dim(K,[X])=n+1.
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Définition

Soit (x1, .. .,xn) une famille finie de vecteurs d'un K-espace vectoriel E,
on appelle rang de (x1, ..., x,) la dimension de F = vect(xy,...,Xn)-
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Espace vectoriel

Soit (x1, .. .,xn) une famille finie de vecteurs d'un K-espace vectoriel E,
on appelle rang de (x1, ..., x,) la dimension de F = vect(xy,...,Xn)-

Lemme

Dans un espace engendré par n vecteurs (u, ..., u,), toute famille
(va,...,Vor1) de n+ 1 vecteurs est liée.
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Espace vectoriel

Définition

Soit (x1, .. .,xn) une famille finie de vecteurs d'un K-espace vectoriel E,
on appelle rang de (x1, ..., x,) la dimension de F = vect(xy,...,Xn)-
Dans un espace engendré par n vecteurs (u, ..., u,), toute famille
(va,...,Vor1) de n+ 1 vecteurs est liée.

Démonstration.

Cette propriété, sous une autre forme, a déja été démontrée sous une
autre forme. O

Lemme

Le cardinal d’une famille libre est plus petit que celui d’une famille
génératrice.
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Espace vectoriel

Définition

Soit (x1, .. .,xn) une famille finie de vecteurs d'un K-espace vectoriel E,
on appelle rang de (x1, ..., x,) la dimension de F = vect(xy,...,Xn)-
Dans un espace engendré par n vecteurs (u, ..., u,), toute famille
(va,...,Vor1) de n+ 1 vecteurs est liée.

Démonstration.

Cette propriété, sous une autre forme, a déja été démontrée sous une
autre forme. O

Lemme

Le cardinal d’une famille libre est plus petit que celui d’une famille
génératrice.
Si F1 est une famille libre et .7, une famille génératrice de E, on a

Card(.-#1) < Card(4,)
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Espace vectoriel

Remarque
Soit E est K-espace vectoriel.

@ Si E={0g}, onadimE =0.

B D Craneec. |
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Remarque
Soit E est K-espace vectoriel.

@ Si E={0g}, onadimE =0.
@ Si .% est une famille libre de E, on a: Card. % < dmE
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Espace vectoriel

Remarque
Soit E est K-espace vectoriel.

@ Si E={0g}, onadimE =0.
@ Si .% est une famille libre de E, on a: Card. % < dmE

@ Si .7 est une famille génératrice de E, on a : Card ¥ > dimE
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Espace vectoriel

Remarque
Soit E est K-espace vectoriel.

@ Si E={0g}, onadimE =0.
@ Si .% est une famille libre de E, on a: Card. % < dmE

@ Si .7 est une famille génératrice de E, on a : Card ¥ > dimE
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Espace vectoriel

Remarque
Soit E est K-espace vectoriel.

@ Si E={0g}, onadimE =0.
@ Si .% est une famille libre de E, on a: Card. % < dmE

@ Si .7 est une famille génératrice de E, on a : Card ¥ > dimE

Proposition

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si F est un sous-espace
vectoriel de E, alors F est de dimension finie et on a dim(F) < dim(E).
De plus, on a dim(F) =dim(E) < F = E.
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Espace vectoriel

Théoréme (Rappel)

Si B = (ei)1<i<n est une base d'un K-espace vectoriel de E alors
Vx € E, I (A1,..., ) €K™, x = Aier + ... Aqen.
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Espace vectoriel

Théoréme (Rappel)
Si B = (ei)1<i<n est une base d'un K-espace vectoriel de E alors
Vx € E, I (A1,..., ) €K™, x = Aier + ... Aqen.

Définition

Avec les notations ci-dessous, les scalaires \1, ..., \, sont appelés les
composants de x dans la base % (ou encore les composantes de x).
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Espace vectoriel

Théoréme (Rappel)

Si B = (ei)1<i<n est une base d'un K-espace vectoriel de E alors
Vx € E, I (A1,..., ) €K™, x = Aier + ... Aqen.

Définition

Avec les notations ci-dessous, les scalaires \1, ..., \, sont appelés les
composants de x dans la base % (ou encore les composantes de x).

Remarque

Les composantes d'un vecteur dépendent de la base dans laquelle on
travaille.
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Espace vectoriel

Théoréme (Rappel)

Si B = (ei)1<i<n est une base d'un K-espace vectoriel de E alors
Vx € E, I (A1,..., ) €K™, x = Aier + ... Aqen.

Définition

Avec les notations ci-dessous, les scalaires \1, ..., \, sont appelés les
composants de x dans la base % (ou encore les composantes de x).

Remarque
Les composantes d'un vecteur dépendent de la base dans laquelle on
travaille.

@ Dans E = K", considérons la base canonique 2 = (ey,...,e,) et le
vecteur x = (x1,...,%n). Puisque x = xy€1 + -+ - + Xxpe,, les
composantes du vecteurs x dans la base 9 sont les scalaires
X1yewoyXn-
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Espace vectoriel

Théoréme (Rappel)

Si B = (ei)1<i<n est une base d'un K-espace vectoriel de E alors
Vx € E, I (A1,..., ) €K™, x = Aier + ... Aqen.

Définition

Avec les notations ci-dessous, les scalaires \1, ..., \, sont appelés les
composants de x dans la base & (ou encore les composantes de x).

Remarque

Les composantes d'un vecteur dépendent de la base dans laquelle on
travaille.

@ Dans E = K", considérons la base canonique 2 = (ey,...,e,) et le
vecteur x = (x1,...,%n). Puisque x = xy€1 + -+ - + Xxpe,, les
composantes du vecteurs x dans la base 9 sont les scalaires
X1yewoyXn-

@ Dans le R-espace vectoriel C, les composantes de z € C dans la
base canonique (1, i) sont Re(z) et Im(z)
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Espace vectoriel

Théoréeme

Si 7B = (ei)1<i<n est une base de E alors pour tout vecteur x et y de
composantes X, ...,X, €t y1,...,y, dans 9B, les composantes de x + y
sont x1 + Y1, ..., Xn + yn et celle de Ax sont Axy, ..., Ax,.
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Espace vectoriel

La réunion de deux sous-espaces n'est pas en général un sous-espace,
sauf cas trés particulier.
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Espace vectoriel

La réunion de deux sous-espaces n'est pas en général un sous-espace,
sauf cas trés particulier.

L'opération d'addition permet de définir la somme de deux sous-espaces,
cette somme s'aveére étre en fait le plus petit sous-espace contenant leur
réunion.
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Espace vectoriel

La réunion de deux sous-espaces n'est pas en général un sous-espace,
sauf cas trés particulier.

L'opération d'addition permet de définir la somme de deux sous-espaces,
cette somme s'aveére étre en fait le plus petit sous-espace contenant leur
réunion.

La propriété d'unicité de |'écriture d'un vecteur comme somme de
vecteurs appartenant a deux sous-espaces donnés conduit & la notion de
somme directe et de sous-espaces supplémentaires.
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Espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E :
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E :

On appelle somme de F et de G 'ensemble, noté F + G des vecteurs qui
sont la somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G :
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E :

On appelle somme de F et de G I'ensemble, noté F + G des vecteurs qui
sont la somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G :

F+G={ueE|u=f+g,feEF,ge G}
En d’autres termes, les vecteurs de la somme F + G sont caractérisés par

uEF+G<—JfeF,JgeGtelsqueu=1Ff+g

Remarque
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E :

On appelle somme de F et de G I'ensemble, noté F + G des vecteurs qui
sont la somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G :

F+G={ueE|u=f+g,feEF,ge G}
En d’autres termes, les vecteurs de la somme F + G sont caractérisés par

uEF+G<—JfeF,JgeGtelsqueu=1Ff+g

Remarque
La somme F 4+ G des sous-espaces vectoriels F et G est donc est un
ensemble. Cet ensemble contient F.
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E :

On appelle somme de F et de G I'ensemble, noté F + G des vecteurs qui
sont la somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G :

F+G={ueE|u=f+g,feEF,ge G}
En d’autres termes, les vecteurs de la somme F + G sont caractérisés par

uEF+G<—JfeF,JgeGtelsqueu=1Ff+g

Remarque

La somme F 4+ G des sous-espaces vectoriels F et G est donc est un
ensemble. Cet ensemble contient F.

En effet,sif € F,alors f =f+0g € F+Gcar0g € G :
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E :

On appelle somme de F et de G 'ensemble, noté F + G des vecteurs qui
sont la somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G :

F+G={ueE|u=f+g,feEF,ge G}
En d’autres termes, les vecteurs de la somme F + G sont caractérisés par

uEF+G<—JfeF,JgeGtelsqueu=1Ff+g

Remarque

La somme F 4+ G des sous-espaces vectoriels F et G est donc est un
ensemble. Cet ensemble contient F.

En effet,sif € F,alors f =f+0g € F+Gcar0g € G :

Ainsi FC F+ G.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.

Alors Au+ pv = (M + ph) + (Ag1 + pg2)-
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.

Alors Au+ pv = (M + ph) + (Ag1 + pg2)-
Or F est un sous-espace vectoriel de E
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.

Alors Au+ pv = (M1 + ph) + (g1 + pgs).
Or F est un sous-espace vectoriel de E donc A\fy + uf, € F.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.

Alors Au+ pv = (M1 + ph) + (g1 + pgs).
Or F est un sous-espace vectoriel de E donc A\fy + uf, € F.
De méme, A\g1 + pge € G.
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Théoréme

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.

Alors Au+ pv = (M1 + ph) + (g1 + pgs).
Or F est un sous-espace vectoriel de E donc A\fy + uf, € F.
De méme, A\g1 + pge € G. Ainsi Au+ pv € F+ G.
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La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F et G d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

@ F+ G C E puisque tout élément h de F + G s'écrit h = f + g avec
f dans F (donc dans E) et g dans G (donc dans E), et que la
somme de deux éléments de E est un élément de E.

@ Le vecteur nul O est dans F + G
En effet 0 =0 +0f avec Oc € F et 0 € G
(F et G sont des sous-espaces vectoriels de E).

@ Si u et v sont dans E + F et si A et u sont des scalaires, on peut
écrire u=1f +g1 etv=1rf+ g avec f; et /> dans F et g; et &
dans G.

Alors Au+ pv = (M1 + ph) + (g1 + pgs).
Or F est un sous-espace vectoriel de E donc A\fy + uf, € F.
De méme, A\g1 + pge € G. Ainsi Au+ pv € F+ G.

Donc F + G est un sous-espace vectoriel de E. O
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Espace vectoriel

Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
Que peut-on dire de la somme vect(uq, up) + vect(us)?
Solution
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<= 3f € vect(uy, Up),3g € vect(uz) tels queu=1~+g

Or, on sait que
f € vect(ug, p) <= (a1, a) € K? tel que f = ayuy + asuo

D Craneec. |



Espace vectoriel

Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
Que peut-on dire de la somme vect(uq, up) + vect(us)?
Solution

On a
u € vect(uy, up) + vect(us)
<= 3f € vect(uy, Up),3g € vect(uz) tels queu=1~+g

Or, on sait que
f € vect(ug, p) <= (a1, a) € K? tel que f = ayuy + asuo
et g € vect(us)
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Espace vectoriel

Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
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u € vect(uy, up) + vect(us)
<= 3f € vect(uy, Up),3g € vect(uz) tels queu=1~+g
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Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
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Espace vectoriel

Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
Que peut-on dire de la somme vect(uq, up) + vect(us)?
Solution

On a
u € vect(uy, up) + vect(us)
<= 3f € vect(uy, Up),3g € vect(uz) tels queu=1~+g

Or, on sait que
f € vect(ur, un) <= (a1, a2) € K? tel que f = ajuy + axun
et g € vect(u3) <= Ja; € K tel que g = azus.

On en déduit donc finalement que
u € vect(uq, up) + vect(us)
= J(a1, a2, a3) € K3tel que u = ajuy + axup + azus
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Espace vectoriel

Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
Que peut-on dire de la somme vect(uq, up) + vect(us)?
Solution

On a
u € vect(uy, up) + vect(us)
<= 3f € vect(uy, Up),3g € vect(uz) tels queu=1~+g

Or, on sait que
f € vect(ur, un) <= (a1, a2) € K? tel que f = ajuy + axun
et g € vect(u3) <= Ja; € K tel que g = azus.

On en déduit donc finalement que

u € vect(uq, up) + vect(us)

= J(a1, a2, a3) € K3tel que u = ajuy + axup + azus
<= u € vect(uy, Ua, U3)
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Espace vectoriel

Soient uy, up, uz trois vecteurs de I'espace vectoriel E.
Que peut-on dire de la somme vect(uq, up) + vect(us)?
Solution

On a
u € vect(uy, up) + vect(us)
<= 3f € vect(uy, Up),3g € vect(uz) tels queu=1~+g

Or, on sait que
f € vect(ur, un) <= (a1, a2) € K? tel que f = ajuy + axun
et g € vect(u3) <= Ja; € K tel que g = azus.

On en déduit donc finalement que

u € vect(uq, up) + vect(us)

= J(a1, a2, a3) € K3tel que u = ajuy + axup + azus
<= u € vect(uy, Ua, U3)

Ceci prouve que vect(uy, up) + vect(us) = vect(uy, uo, u3).
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Espace vectoriel

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E :
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Espace vectoriel

Définition

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E :

On dit que la somme F + G est directe si tout vecteur de F + G se
décompose de maniére unique comme la somme d'un élément de F et
d’un élément de G.
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Espace vectoriel

Définition

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E :

On dit que la somme F + G est directe si tout vecteur de F + G se
décompose de maniére unique comme la somme d’un élément de F et
d’un élément de G.

Lorsque F et G sont en somme directe, on note F+ G =F & G.
Pratiquement, les sous-espaces vectoriels en somme directe sont
caractérisés par le théoréme suivant :

Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors :

F + G est directe < FN G = {0}

co. e



Espace vectoriel

@ Supposons la somme F + G directe.
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@ Supposons la somme F + G directe.
e Soit u e FNG.
On peut alors écrire
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Ceci prouve que le seul vecteur qu'on puisse trouver dans F N G est
le vecteur nul, c'est-a-dire que F N G C {0g}.

e Mais I'inclusion inverse

{OE}CFﬂG

est vraie puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
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@ Supposons la somme F + G directe.
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Espace vectoriel

@ Supposons la somme F + G directe.

e Soit u e FNG.
On peut alors écrire

u=0F+u=u+0c=7+g

avecf e FFue Fetge G,ue G
Puisque la somme F + G est directe, la décomposition de u suivant
F et G est unique et ainsi f = u = 0 = Of.
Ceci prouve que le seul vecteur qu'on puisse trouver dans F N G est
le vecteur nul, c'est-a-dire que F N G C {0g}.

e Mais I'inclusion inverse

{OE} CFNG
est vraie puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.

Donc FN G = {0¢}.
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Espace vectoriel

Démonstration.

o Réciproquement, supposons que F N G = {0} et montrons que
la somme F + G est directe.

B 0. Craneec. |



Espace vectoriel

Démonstration.

o Réciproquement, supposons que F N G = {0} et montrons que
la somme F + G est directe.

B 0. Craneec. |



Démonstration.

o Réciproquement, supposons que F N G = {0} et montrons que

la somme F + G est directe.
Supposons que l'on ait u = f; + g1 = > + g» avec f; et f dans F et

g1 et g dans G.
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Démonstration.

o Réciproquement, supposons que F N G = {0} et montrons que
la somme F + G est directe.
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g1 et g dans G.
Alors fi — fo = g2 — g1.
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Démonstration.
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Démonstration.

o Réciproquement, supposons que F N G = {0} et montrons que
la somme F + G est directe.
Supposons que l'on ait u = f; + g1 = > + g» avec f; et f dans F et
g1 et g dans G.
Alors fi — fo = g2 — g1.
Puisque f —h € Fetgo—g1 € G, levecteurv=FH —h =g — g1
appartient a FN G.
Puisque FN G = {0g}, on adonc 1 — b = go — g1 = 0g, ce qui
assure que 1 = h et g1 = g».
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Espace vectoriel

Démonstration.

o Réciproquement, supposons que F N G = {0} et montrons que
la somme F + G est directe.
Supposons que l'on ait u = f; + g1 = > + g» avec f; et f dans F et
g1 et g dans G.
Alors fi — f, = g2 — g1.
Puisque f —h € Fetgo—g1 € G, levecteurv=FH —h =g — g1
appartient a FN G.
Puisque FN G = {0g}, on adonc 1 — b = go — g1 = 0g, ce qui
assure que 1 = h et g1 = g».
Ainsi, |'écriture de ¥ comme somme d'un élément de F et d’un
élément de G est unique, ce qui signife que la somme F + G est
directe.
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Espace vectoriel

o Deux droites sécantes du plan R? ou de I'espace R3 sont en somme
directe puisque leur intersection est réduite au vecteur nul.
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Espace vectoriel

o Deux droites sécantes du plan R? ou de I'espace R3 sont en somme
directe puisque leur intersection est réduite au vecteur nul.

o Deux plans sécants de I'espace R® ne peuvent étre en somme directe
puisque leur intersection est une droite et ne contient donc pas que
le vecteur nul.
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Espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E.
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E.

On dit que F et G sont supplémentaires dans E si la somme F + G est
directe et si celle-ci vaut E.

On a donc :

(F et G supplémentaires dans E) < E = F & G.
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Espace vectoriel

Définition

Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E.

On dit que F et G sont supplémentaires dans E si la somme F + G est
directe et si celle-ci vaut E.

On a donc :

(F et G supplémentaires dans E) < E = F @ G.

On dit aussi que G est un supplémentaire de F dans E.
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Espace vectoriel

La caractérisation des sous-espaces espaces vectoriels supplémentaires se
traduit par le théoréme suivant :
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Espace vectoriel

La caractérisation des sous-espaces espaces vectoriels supplémentaires se
traduit par le théoréme suivant :

Théoréme

Soient F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o F et G sont supplémentaires dans E.
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La caractérisation des sous-espaces espaces vectoriels supplémentaires se
traduit par le théoréme suivant :

Théoréme

Soient F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o F et G sont supplémentaires dans E.

@ Pour tout u € E il existe un couple unique de vecteurs f € F et
g€ Gettelsqueu="F+g.
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Théoréme

Soient F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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@ Pour tout u € E il existe un couple unique de vecteurs f € F et
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Espace vectoriel

La caractérisation des sous-espaces espaces vectoriels supplémentaires se
traduit par le théoréme suivant :

Théoréme

Soient F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o F et G sont supplémentaires dans E.

@ Pour tout u € E il existe un couple unique de vecteurs f € F et
g€ Gettelsqueu="F+g.

o dimF +dimG =dimE et FN G = {0g}.

@ Si Br est une base de F et si Bg est une base de G alors
B = Br U B¢ est une base de E.

65/73| D. Cransac Analyse



space vectoriel

Remarque

0. Craneec. |



Espace vectoriel

Remarque
Attention de ne pas confondre la notion d'espaces en somme directe avec
la notion d'espaces supplémentaires dans un autre.
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Espace vectoriel

Remarque

Attention de ne pas confondre la notion d'espaces en somme directe avec
la notion d'espaces supplémentaires dans un autre.

Par exemple, deux droites sécantes de R® sont supplémentaires dans le
plan qui les contient, mais pas dans I'espace R : en effet, leur somme est
directe et vaut exactement le plan P = D; U D, et non |'espace tout
entier.

Remarque
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Un sous-espace posséde plusieurs supplémentaires.
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Remarque

Attention de ne pas confondre la notion d'espaces en somme directe avec
la notion d'espaces supplémentaires dans un autre.

Par exemple, deux droites sécantes de R® sont supplémentaires dans le
plan qui les contient, mais pas dans I'espace R : en effet, leur somme est
directe et vaut exactement le plan P = D; U D, et non |'espace tout
entier.

Remarque

Un sous-espace posséde plusieurs supplémentaires.

Par exemple, si Dy, D> et D3 sont trois droites deux a deux sécantes en
{(0,0)} de E =R?, alors D, et D3 sont chacune des supplémentaires de
D; dans R?
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Remarque

Attention de ne pas confondre la notion d'espaces en somme directe avec
la notion d'espaces supplémentaires dans un autre.

Par exemple, deux droites sécantes de R® sont supplémentaires dans le
plan qui les contient, mais pas dans I'espace R : en effet, leur somme est
directe et vaut exactement le plan P = D; U D, et non |'espace tout
entier.

Remarque

Un sous-espace posséde plusieurs supplémentaires.

Par exemple, si Dy, D> et D3 sont trois droites deux a deux sécantes en
{(0,0)} de E =R?, alors D, et D3 sont chacune des supplémentaires de
D; dans R? puisque dim Dy + dim D> = dimR? = 2 et

dim D; + dim D3 = dimR? et D; N D, = D; N D3 = {(0,0)}.
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Espace vectoriel

Remarque

Attention de ne pas confondre la notion d'espaces en somme directe avec
la notion d'espaces supplémentaires dans un autre.

Par exemple, deux droites sécantes de R® sont supplémentaires dans le
plan qui les contient, mais pas dans I'espace R : en effet, leur somme est
directe et vaut exactement le plan P = D; U D, et non |'espace tout
entier.

Remarque

Un sous-espace posséde plusieurs supplémentaires.

Par exemple, si Dy, D> et D3 sont trois droites deux a deux sécantes en
{(0,0)} de E =R?, alors D, et D3 sont chacune des supplémentaires de
D; dans R? puisque dim Dy + dim D> = dimR? = 2 et

dim D; + dim D3 = dimR? et D; N D, = D; N D3 = {(0,0)}.

Donc D; admet deux supplémentaire distincts.
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Espace vectoriel

Soit E =R,
On demande de vérifier que F = {(x,y,z) € R® | x —y +z =0} et
G = {(x, x,x) € R3} sont supplémentaires dans E.
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Espace vectoriel

Soit E = R®.
On demande de vérifier que F = {(x,y,z) € R® | x —y +z =0} et

G = {(x, x,x) € R3} sont supplémentaires dans E.
Solution
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On demande de vérifier que F = {(x,y,z) € R® | x —y +z =0} et
G = {(x, x,x) € R3} sont supplémentaires dans E.

Solution

On montre d’abord que F = vect((1,1,0),(0,1,1)).
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Espace vectoriel

Soit E = R®.

On demande de vérifier que F = {(x,y,z) € R® | x —y +z =0} et

G = {(x, x,x) € R3} sont supplémentaires dans E.

Solution

On montre d’abord que F = vect((1,1,0),(0,1,1)). F est donc un plan
vectoriel de R et aussi un sous-espace vectoriel de R3.

De méme G = vect((1,1,1)) est une droite vectorielle de R? est donc un
sous-espace vectoriel de R3.
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Espace vectoriel

Soit E = R®.

On demande de vérifier que F = {(x,y,z) € R® | x —y +z =0} et

G = {(x, x,x) € R3} sont supplémentaires dans E.

Solution

On montre d’abord que F = vect((1,1,0),(0,1,1)). F est donc un plan
vectoriel de R et aussi un sous-espace vectoriel de R3.

De méme G = vect((1,1,1)) est une droite vectorielle de R? est donc un
sous-espace vectoriel de R3.

Une méthode pour montrer que F et G sont supplémentaires dans R3 est
de vérifier que tout vecteur u = (xi, x2,x3) de R* se décompose de
maniére unique comme somme d'un vecteur f = (fi, f,f3) de F et d'un
vecteur g = (g1, &2,83) de G.
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Espace vectoriel

Nous résolvons I'équation u = f + g, d'inconnues f et g et montrons
qu'elle admet une solution unique.
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Espace vectoriel

Nous résolvons I'équation u = f + g, d'inconnues f et g et montrons
qu'elle admet une solution unique.
OnfeF<h=H+hf=(hH+H(HAH).
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Espace vectoriel

Nous résolvons I'équation u = f + g, d'inconnues f et g et montrons
qu'elle admet une solution unique.
Or,feF<—h=H+hfh<=f=(A,1+1,H).

De méme g € G <= g = (g1, 81, 81)-

On a donc :

x=f+g <
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Espace vectoriel

Nous résolvons I'équation u = f + g, d'inconnues f et g et montrons
qu'elle admet une solution unique.
OrfeF<h=f+h<f=(f,A+0hH)

De méme g € G <= g = (g1, 81,81)-

On a donc :
fi+g1=x
x=f+g<= 1 A+tgt+h=x —
+g1=x3

68/73| D. Cransac Analyse



Espace vectoriel

Nous résolvons I'équation u = f + g, d'inconnues f et g et montrons
qu'elle admet une solution unique.
OrfeF<h=f+h<f=(f,A+0hH)

De méme g € G <= g = (g1, 81,81)-

On a donc :
fi+g1=x i+g=x
x=f+g hAtgi+h=x =x—x
+g1=x3 gL=x3—fh=x1—X+Xx3
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Espace vectoriel

Nous résolvons I'équation u = f + g, d'inconnues f et g et montrons
qu'elle admet une solution unique.
Or,feF<—h=H+hfh<=f=(A,1+1,H).

De méme g € G <= g = (g1, 81, 81)-

On a donc :
fi+g1=x i+g=x
x=f+g hAtgi+h=x =x—x
+g1=x3 gL=x3—fh=x1—X+Xx3

On voit donc que ce systéme admet une unique solution donnée par :

A=x1—81=X—Xx3
= —x
g1 =X1— X2+ X3

Ceci signifie donc que les vecteurs f et g recherchés existent et qu'ils
sont uniques. On a bien prouvé que R® = F & G.
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Espace vectoriel

On aurait également pu montrer que les trois vecteurs
u = (1,1,0),u2 = (0,1,1) et uz3 = (1,1, 1) sont libres.
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Espace vectoriel

On aurait également pu montrer que les trois vecteurs

u = (1,1,0),u2 = (0,1,1) et uz3 = (1,1, 1) sont libres.

On remarque en effet que us — up = (1,0,0), u3 — vy = (0,0,1) et
up +y»—uz = (0,1,0)
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Espace vectoriel

Soit E = Z(R,R)

Vérifier que F = {f : R — R | f est paire et G = {f : R — R | f est impaire }
sont supplémentaires dans E.

Solution
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Espace vectoriel

Soit E = Z(R,R)

Vérifier que F = {f : R — R | f est paire et G = {f : R — R | f est impaire }
sont supplémentaires dans E.
Solution

On a déja vu que F est un sous-espace vectoriel de E
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Espace vectoriel

Soit E = Z(R,R)

Vérifier que F = {f : R — R | f est paire et G = {f : R — R | f est impaire }
sont supplémentaires dans E.

Solution

On a déja vu que F est un sous-espace vectoriel de E On prouve de méme que
G est un sous-espace vectoriel de E.
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Espace vectoriel

Soit E = (R, R)

Vérifier que F = {f : R — R | f est paire et G = {f : R — R | f est impaire }
sont supplémentaires dans E.

Solution

On a déja vu que F est un sous-espace vectoriel de E On prouve de méme que
G est un sous-espace vectoriel de E. Il nous reste a vérifier que tout élément de
E se décompose de maniére unique comme la somme d’un élément de F et
d’un élément de G, ce qui revient a prouver que toute fonction f de R dans R
peut s'écrire d’une seule facon comme la somme d’une fonction paire et d'une
fonction impaire.
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Espace vectoriel

Nous allons ici procéder a I'aide d’un raisonnement par analyse et
synthése.
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Espace vectoriel

Nous allons ici procéder a I'aide d’un raisonnement par analyse et

synthése.
Analyse du probléme : Supposons que I'on puisse écrire f = p + i avec
p paire et i impaire, et essayons d'exprimer p et i en fonction de f. Pour

tout x € R, on a d'abord f(x) = p(x) + i(x).
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Espace vectoriel

Nous allons ici procéder a I'aide d’un raisonnement par analyse et
synthése.

Analyse du probléme : Supposons que I'on puisse écrire f = p + i avec
p paire et i impaire, et essayons d'exprimer p et i en fonction de f. Pour
tout x € R, on a d'abord f(x) = p(x) + i(x). Puisque p(—x) = p(x) et
i(—x) = —i(x) on a aussi, pour tout réel x, on a

F(=x) = p(—x) + i(=x) = p(x) — i(x).
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Espace vectoriel

Nous allons ici procéder a I'aide d’un raisonnement par analyse et
synthése.

Analyse du probléme : Supposons que I'on puisse écrire f = p + i avec
p paire et i impaire, et essayons d'exprimer p et i en fonction de f. Pour
tout x € R, on a d'abord f(x) = p(x) + i(x). Puisque p(—x) = p(x) et
i(—x) = —i(x) on a aussi, pour tout réel x, on a

F(=x) = p(—x) + i(=x) = p(x) — i(x).

En ajoutant et soustrayant membre a membre f(x) et f(—x), il vient

p(x) = 3(F(x) + (=) i() = 5 (7(x) — F(-)
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Espace vectoriel

Nous allons ici procéder a I'aide d’un raisonnement par analyse et
synthése.

Analyse du probléme : Supposons que I'on puisse écrire f = p + i avec
p paire et i impaire, et essayons d'exprimer p et i en fonction de f. Pour
tout x € R, on a d'abord f(x) = p(x) + i(x). Puisque p(—x) = p(x) et
i(—x) = —i(x) on a aussi, pour tout réel x, on a

F(=x) = p(—x) + i(=x) = p(x) — i(x).

En ajoutant et soustrayant membre a membre f(x) et f(—x), il vient

p(x) = 3(F(x) + (=) i() = 5 (7(x) — F(-)

Cette analyse du probléme nous permet donc de conclure que, si la
décomposition de f en somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire est possible, alors celle-ci est unique puisqu’on a trouvé une seule
valeur posible de p(x) et de i(x) : Il nous reste simplement & vérifier que
les fonctions données répondent bien aux exigences du probléme posé,
c'est-a-dire que p est paire, que i est impaire et que p+ i =f :
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Espace vectoriel

Synthése du probléme :
Partant de f fonction quelconque de R dans R. Soient p et i définies par :

PO = (A=) i(x) = 3(F0) — (=)
On a bien p(x) + i(x) = f(x), c'est-a-dire f = p+ i. De plus, on a
p(—x) = 1(f(fx) + f(x)) = p(x), donc p est paire. On vérifie de méme

2
que i est impaire. Ainsi, F et G sont supplémentaires dans E.
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Espace vectoriel

Tout sous-espace d'un espace de dimension finie admet un
supplémentaire.
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Espace vectoriel

Tout sous-espace d’un espace de dimension finie admet un
supplémentaire.

Théoréme (Formule de Grassmann)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F,G deux
sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

En particulier, F et G sont en somme directe si et seulement si
dim(F + G) = dim(F) + dim(G).
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