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Modalités d’Evaluation

Vous aurez 4 notes :

» 2 Controles continus : CC1 et CC2, durée 1h, en séance de TD

» Algebre 1 : Semaines du 21 Octobre et du 25 Novembre.
» Analyse 1 : Semaines du 12 Novembre et du 9 Décembre.

> 1 Contole continu Final : CC'F, durée 2h, semaine du 13 Janvier.
» 1 note de TD : 7'D, donnée par I’enseignant.

On calcule alors une moyenne (pondérée) )/
M=025x (CC1+CC2)4+04x CCF+0.1xTD

Votre note finale N F' est le max entre la moyenne \/ et le CCF

NF =max(M,CCF).




Exemples

Moyenne : M =0.25 x (CC1+CC2)+04x CCF+0.1xTD

» Exemple 1  [CC1=8|CcC2=17|CCF=9]|7TD —19]

On calcule la moyenne :
M=025x(8+17)+04x94+01x19=11.75

La note finale est le max entre \/ et CCF donc NF = 11.75

» Exemple 2 |CC1=15[CC2=2|CCF=13|1D — 12

On calcule la moyenne :

M=025x(15+2)4+04 x1340.1 x 12 =10.65

La note finale est le max entre \/ et CCF donc NF = 13.




Rattrapage pour Absence

En cas d’absence (justifiée ou injustifiée) la note correspondante dans la
formule de la moyenne sera 0.

Il y aura a la fin de semestre une épreuve de rattrapage pour les absences qui
durera 2h et portera sur I’ensemble du programme du semestre.

Attention ! C’est un rattrapage pour les absences uniquement,
indépendant des notes que vous avez obtenues.

Si vous étes absent.e a 'examen vous devez obligatoirement passer ’épreuve
de rattrapage.

Si vous étes absent.e & CC1 ou CC2 vous pouvez passer I’épreuve de
rattrapage si vous le souhaitez. Il y aura une unique épreuve de rattrapage qui
portera sur I’ensemble du semestre, méme si vous la passez pour une absence

au CC1 ou CC2.

La note R obtenue au rattrapage remplace le 0 dans
le calcul de la moyenne /\/ et de la note finale INF'.




Exemples

» Exemple 1  |CC1=10[cC2=15]CCF =ABS| 1D — 16|

Rattrapage OBLIGATOIRE. Vous obtenez R = 12 qui remplace CC'F’
M=0.25%(104+15)+04 x 124+ 0.1 x 16 =12.65
La note finale est le max entre \/ et CCF = R =12 donc NF = 12.65

» Exemple 2 |CC1=12[CC2=ABS|CCF=13]|7TD — 15

On peut calculer la moyenne :
M=025x(124+0)+04x13+0.1x15=9.7

La note finale est le max entre )/ et CCF donc a priori NF = 13.
Rattrapage optionnel. Vous décidez de passer le rattrapage et obtenez
R = 14, on recalcule alors

M =0.25% (12+14) 404 x 134 0.1 x 15=13.2
La note finale est le max entre //' et CCF donc NF = 13.2.




Défaillance

Vous serez déclaré Défaillant dans les 2 cas suivants :
» Vous avez été absent.e 2 fois parmi les épreuves CC1, CC2 et CCFinal.

> Vous avez été absent.e au CC Final et au Rattrapage.

En cas de défaillance les jurys de fin de semestre et de fin d’année étudieront
votre dossier et prendront une décision sur la suite de vos études.




e Chapitre 0 : Mise en jambes - Rappel.

e Propriétés elementaires de I'ensemble R : relation d'ordre - valeur absolue -
equations - inéquations.

e Utilisation des symboles 3 et IT : Définitions et opérations - sommes et
produits télescopiques - sommes et produits usuels.

e Fonctions trigonométriques : Formules usuelles - Equations trigonométriques.

e Chapitre 1 : L'ensemble R.

e Majorants - Minorants - Min - Max - Borne supérieure - Borne inférieur.
e R est archimédien - partie entiére - approximation décimale.
e Densité de QQ dans R.

e Chapitre 2 : Suites numériques.

Généralités : définitions - opérations sur les suites.

Limites de suites : Définitions - opérations - théoremes d’existence de limite
Suites récurrentes.

L]
[ ]
[ ]
e Extension aux suites complexes.
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e Chapitre 3 : Limites et continuité de fonctions

e Limite d'une fonction : limite en un point - limite a droite, 3 gauche -
opérations - théorémes d'existence de limites.

e Continuité : définitions - prolongement par continuité - caractérisation
séquentielle de la continuité - opérations

e Les grands théorémes de la continuité : Théoréeme des valeurs intermédiaires -
Image d'un segment - Théoréme de la bijection
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

Commencons avec notre étude de I'ensemble R. On commence par introduire
I'ensemble de nombres réels et ses sous-ensembles.

Définition

e Entiers naturels :

N={0,1,2,3,---}.

e Entiers relatifs :

Z={-,-2-101,2 -}
Introduisons aussi
N = {1,2,3,---}
7z = {-,-2,-1,1,2,---}.
L'ensemble Z a le gros défaut suivant : seuls n = 1 et n = —1 admettent un

inverse, c'est-a-dire un élément m € 7Z tel que
nm = 1.

Nous remédions a ce probléme en introduisant I'ensemble des nombres rationnels.
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

Définition (L'ensemble Q)

L’ensemble des nombres rationnels est
_ )P *
Q=<S=:p€Z qeZ" ;.
q
avec des opérations + et x définis par

+

/ / / / /
p ¥ _pitve 2 VW
q q q q

aq’ aq’

Exemple : Un exemple important de nombre rationnel, sont les nombres
décimaux, c'est-a-dire les nombres de la forme
p
—, pEeZ, neN.
10 P
On peut choisir comme exemple :
e 1,375 = 1375 x 103 = 1375,
e 0,1375 = 1375 x 10" = 235
—6 1375
e 0,001375 = 1375 x 107° = 237
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

En d’autre termes, un nombre est décimal s'il admet une écriture décimale finie.
Le résultat suivant nous donne une caractérisation de Q.

Proposition

Un nombre est rationnel si et seulement si il admet une écriture décimale
périodique ou finie.

Exemple : Les nombres suivants sont de rationnels :

4 1 ___
0,8 = 3 0,1111--- = 5 23, 12505505505 - - - = 23,12505.

Nous n’allons pas démontrer la proposition, mais voyons comment le sens (<)
marche sur un exemple : Montrons que r = 23, 12505 est rationnel.
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

L'idée est d'abord de faire apparaitre la partie périodique juste apreés la virgule. Ici
la période commence deux chiffres apreés la virgule, on multiplie par 100 :

100r = 2312, 505505505 - - - . (1)

Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d'une période, donc
ici on multiplie encore par 1000 pour décaler de 3 chiffres :

1000 x 1007 = 2312505, 505505505 - - - . (2)

Les parties apres la virgule des deux lignes (1) et (2) sont les mémes, si on les
soustrait en faisant (2) - (1) les parties décimales s’annulent :

1000 x 1007 — 100r = 2312505 — 2312.

Donc 99900r = 2310193 et

2310193 —— 2310193
= — 23,12505 = ———.
99900 ’ 99900

Remarque : on peut aussi utiliser la somme d'une suite géométrique !
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

Remarque : La notion de nombre permet de compter ; c'est le cas bien siir pour
les entiers naturels, pour les entiers relatifs (qui peuvent « compter des

dettes »), pour les rationnels (qui permettent de former des « parts égales »
d’une méme quantité).

Depuis longtemps, elle est également utilisée pour mesurer des longueurs. Vous
avez I'habitude d'attacher a chaque segment de droite une longueur et de
considérer que cette longueur est un nombre; il est alors naturel d'additionner des
longueurs, de les multiplier (pour obtenir des aires), etc.

On peut alors s’appuyer sur les théorémes de la géométrie pour calculer certaines
longueurs. Dans ce contexte, le Théoréme de Pythagore a une conséquence
célebre : la longueur de la diagonale d’un carré dont les cotés ont pour
longueur un metre, doit étre donnée par un « nombre » dont le carré vaut

12412 =2.

Théoréme (Irrationnalité de v/2)

Il n'existe pas de nombre rationnel dont le carré soit égal & 2. L'equation p? = 2
n'a donc pas de solution dans Q.
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Nombres élémentaires de |'ensemble R

Le théoreme précédent a été découvert au moins cing siécles avant notre ére; on
I'attribue en général aux pythagoriciens. |l y a au moins deux réactions possibles
a ce fait :

1. Considérer que le mot « nombre » doit étre réservé aux rationnels et séparer
tout ce qui se rapporte a la notion de longueur en géométrie de ce qui se
rapporte a I'arithmétique.

2. étendre la signification donnée au mot « nombre » pour que ce mot puisse
désigner la longueur de « tout » segment de droite.

La premiére réaction n'est pas absurde : elle fut longtemps dominante. De la
deuxiéme réaction est issue la notion de nombre réel a laquelle vous étes habitués.

Définition

Nous notons par R ['ensemble des nombres réels. L'ensemble de nombres
irrationnels 1 est défini par

I=R\Q.
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Nombres élémentaires de |'ensemble R

Exemple : Les nombres suivants sont irrationnels :

o V2=1,4142-- -,
o m=3,14159265- - -
e e=2718---

Les différents ensembles introduis jusqu'a maintenant, sont liés par les inclusions

NCczZcQcCR.
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

Finalement, notons par
Q* I'ensemble Q privé de 0.
e R* I'ensemble R privé de 0.

e R, I'ensemble des réels positifs ou nuls.
e R_ I'ensemble des réels négatifs ou nuls.
e R I'ensemble des réels strictement positifs.
e R* I'ensemble des réels strictement négatifs.
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Propriétés élémentaires de I'ensemble R

Passons maintenant a une étude plus détaillé de R. Plus précisément nous allons
définir une relation d'ordre sur R. Ca nous permettra :

définir la valeur absolue.
étudier le comportement de certaines fonctions par rapport aux inégalités.

parler de majorant, minorant et surtout introduire la trés importante notion
de borne supérieure et inférieure.

introduire la notion d'intervalle.
définir la fonction partie entiére.

introduire la notion d’ensemble dense dans R.
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Relation d'ordre dans R

On commence par introduire une relation d'ordre sur I'ensemble des nombres réels.

Définition (<)

R est muni d’une relation de comparaison < défini comme suit : pour toute
couple x, y € R on définit :

r<y <= y—zecRT
<y <= (z<y et x#y).
L’ordre < est une relation d’ordre (total), c’est a dire qu’elle posséde les
propriétés suivantes :
e Réflexivité : pour tout x € R, x < z.

Antisymétrie : pour tout x,y € R, (zx<yety<z) — x=y.

Transitivité : pour tout z,y,z €ER, (x<yety<z) = z < z.

Elle est totale : ¥V z,y € R, on a nécessairement x <y ouy < x.
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Relation d’

Etudions la compatibilité de la relation d'ordre avec I'addition et la multiplication.

Proposition (Somme)

Soit a, b, ¢, d des nombres réels.
e Somme :

e Nous avons
a<b sietseulementsi a+c<b+c.

e Sia<betc<d, alors

a+c<b+d.
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Relation d'ordre dans R

Proposition (Produit)

Soit a, b, ¢, d des nombres réels.
e Produit :

e Pour tout ¢ > 0, nous avons
a<b sietseulementsi ac< bc.
e Pour tout ¢ < 0, nous avons
a < b sietseulementsi ac > bc.
e Si0<a<bet0<c<d, alors
ac < bd.

e Passage a I'inverse : Si a,b € R* oua,b € R* tels que a < b, alors

>

SHE
S| =
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Relation d'ordre dans R

Exemples :
e Pour x <y, montrer I'inégalité 1 —xz > 1—1y.
Réponse : Comme z < y on a —y < —z, d’ou on obtient

l-y<l—-2z =— 1—-zxz2>1-y.

e Pour x <y € [0, 1, montrer I'inégalité ;= < %y

Réponse : On a —x > —y, donc
l-2>1-y>0 (cary<1l)
par passage a l'inverse
1 1
<

0<

1l—2 " 1—y
Comme 0 < z < y, en multipliant les deux derniers inégalités, on obtient
T
< Y

1l—2 " 1—y
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Relation d'ordre dans R

Remarque :

e Majorer une fraction de réels positifs, c'est majorer son numérateur et minorer son
dénominateur.

e Minorer une fraction de réels positifs, c'est minorer son numérateur et majorer son
dénominateur.

Exemple : Soit € [1,2]. On souhaite encadrer grossierement le réel
2z + 1
3z24+4

par un calcul simple.

Réponse :
e Commel <z <2onobtient2<2r<4dou3<2zx+1<5.

e Comme 1 < x < 2 on obtient 1 < 22 < 4, puis 3 < 3z% < 12. Dol
7 <322 +4<16.

Enfin, par passage a l'inverse, on conclut
3 2041 _5
16 — 32244 — 7
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Intervalles de R

Maintenant qu'on a défini une relation d’ordre sur R, rappelons la notion
d'intervalle.

Définition (Intervalle de R)

On appelle intervalle de R toute partie I de R vérifiant la propriété suivante

Ve,yel, VieR, x<t<y = tel.

Remarque : De une maniére plus géométrique, les intervalles sont les parties de R
qui « n"ont pas de trou ».
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Intervalles de R

La proposition suivant nous donne une caractérisation des « parties sans trou »
de R.

Proposition (Classification des intervalles)

Soit a, b € R tels que a < b. Les intervalles de R sont exactement les ensembles :

o Segment (ou intervalle fermé) :
[a,0] = {xeR:a<z<b}.
o Intervalle ouvert :

= {zeR:a<z<b}

[
la,4o0[ = {xeR:a<z<+o0}
]—00,b] = {z€R:—00<z<b}
| — 00, +00[ R.
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Intervalles de R

Proposition (Classification des intervalles (Continuation) )

e Intervalle semi-ouvert a droite :

[a,b] = {xe€eR:a<z<b},
[a,40] = {reR:a<z< +oo}.

e Intervalle semi-ouvert a gauche :

la,b) = {x€eR:a<x<b},
|—00,b0] = {xeR:—oc0<z<b}

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024



Valeur Absolue

Passons maintenant a étudier la notion de valeur absolue.

Définition (Valeur absolue)

Soit x € R. La valeur absolue de x est le nombre réel noté || défini par :

| = —x, sixz <0,
a x, sixz>0.

Ce réel est positif ou nul, et nul seulement si xz = 0.

Remarque : La définition méme de | - | nous indique comment prouver que
|z] < a.
Il faut montrer que = < a et —z < a, c'est-a-dire ils nous faut montrer
—a<zx<a.

Cette astuce utile est a retenir : une inégalité invoquant une valeur
absolue se montre en montrant deux inégalités.
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Valeur Absolue

Nous avons le résultat suivant.

Soit a un réel quelconque et r un réel strictement positif. Alors :

o |z —a| <r estéquivalent a x € [a — r,a + r]. Clest-a-dire
|x —a| <r sietseulementsi a—r<z<a+r
o |z —a| > r est équivalent 3 x € | —o0,a—r] oux € [a+r,+oo[. Clest-a-dire

|x —a| >r sietseulementsi x<a—-r ou a+r<zx.

Remarque :

e Ces propriétés sont encore vraies en remplacant les inégalités larges par des
inégalites strictes et les intervalles fermés par des intervalles ouverts.

e Interprétation géométrique : La valeur absolue d'un réel représente sa
distance a 0. Si a et x sont deux réels, |x — a| est la distance de a a x. Si
r >0, l'inégalité |z — a| < r signifie que x est a une distance de a inférieure
ou égale a r.
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Valeur Absolue

Exemple : Trouver une expression de |z — 3| — |z + 2| qui ne fasse apparaitre aucune
valeur absolue.

Réponse : On a

_ r—3 siz>3 . z+2 siz>-2
|x_3|_{—(3:—3) siz <3 et m+2|—{_($+2) siz < —2.

La quantité |z — 3| — |z 4 2| nous oblige donc a distinguer trois intervalles :] — co, —2],
[—2, 3] et [3, +00[. Par conséquent

e Siz €] —o0,—2[ alors

e =3|—|z+2/=—-(z-3)+ (z+2) =5.

o Siz e [—2,3]alors
e =3|—|z+2/=—(z—-3)—(z+2)=1-2z.

e Six € [3,+00[ alors

e =3 —|z+2/=(z—-3)— (z+2)=-5.
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Valeur Absolue

Exemple : Résoudre |'équation : |« — 4| = 22 + 10 d'inconnue z € R.

Réponse : On a deux cas a étudier
e Pour tout x > 4 :
|zt —4|=22+10<—= 2 —4=20+10 = 2 = —14.

Or :—14 ¢ [4, +00], I'équation n'a donc pas de solution sur [4, +-00].
e Pour tout z < 4 :

lt—4|=22+10<=4—-2=22+10<=3x=—6<—= = -2

Comme —2 €] — 00, 4[, —2 est bien solution. C'est finalement la seule
solution sur R.
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Valeur Absolue

Etudions |'effet de la valeur absolue sur la somme et le produit

Proposition

Pour tous réels x,y on a

1. |z| =0 alors x = 0.

2.
|lzyl = |2 - [yl.
3. Inégalité triangulaire :
lz+yl < lz[+ |yl
|zl =yl < |z -yl
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Valeur Absolue

Démonstration.

1. Puisque |z| =0, nous avons z < 0 et —x <0, i.e. z < 0 et z > 0. Ainsi,
z = 0.

2. Traitons différents cas selon les signes de = et y. Si z, y > 0, nous obtenons
z=|z| et y=lyl
et I'égalité est claire. Si z,y < 0, nous obtenons
z=—lz] et y=—lyl

et I'égalité est également claire. Lescasz >0ety<Ooux <0Oety >0
suivent aussi facilement.
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Valeur Absolue

3. e Commencons par la premiére inégalité. Les inégalités = < |z| et y < |y|
impliquent

z+y < |z + |y|.
De méme, —z < |z| et —y < |y| impliquent

—(z+y) < =]+ |yl

Ainsi, —(|z| + [y|) < = +y < [a] + [y, d'ob [z + y[ < [x] + [y].
e Pour la deuxiéme inégalité, appliquons la premiére inégalité triangulaire

2] = |z —y +yl <[z -yl + |y].
Dong, |z| — |y| < |z — y|. Par la symétrie du réle de z et y, on a
lyl = lz| <]z —yl.
Ainsi, —|z — y| < |z| — |y| < |x — y|, d’ol on obtient

| = Iyl < |z —yl.
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Valeur Absolue

Tty
| < 1.

Exemple : Pour z,y €] — 1, 1[, montrer que

Solution : Puisque
0<|z|<1l e 0<Jy <1
on déduit en multipliant les inégalités
0<|z| - ly <1 = O0<|zy|<]1.
Ainsi
—-l<zy<l = 0<1+4uay.
Pour =,y €] — 1, 1], on a donc :

xr+y
1+ a2y

lc+yl<[1+zyl=1+=zy

“l-zy<zt+y<l+azy
O<z4+y+zy+1l e O<ltzy—2—1Yy
0<(14+2)(1+y) e 0<(1l—-2)(1-y)

1re
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Valeur Absolue

Maintenant

0<1+2)1+y) estvrai car x>—-1 et y>-1
0<(1—-2)(1-y) estvrai car x<1 et y<L

En remontant les équivalences, on a donc prouvé I'inégalité voulue.
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Définition (Puissan

Soit x € R etn € N.
e On appelle x puissance n le nombre x™ défini par

0 .
z" =z Xz x---Xxx avec xz =1 (par convention).
————

n fois

e Six #0, on appelle x puissance -n le nombre x=" défini par

_n 1 (1)” 1 1 1
a8 = — = — = — X — X+ X —.
xm™ x x x x

On a les régles de calcul suivants : pour tous x,y € R et m,n € N

xn+m — xnxm
xnm _ (xn)m
(zy)" = a"y"

Ces formules sont encore vraies si m ou n est négatif a condition que x et y soient non
nuls.
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Définition (Racine carrées)
Soit x > 0. Il existe un et un seul réel v > 0 pour lequel
wm = 7,

On I'appelle la racine carrée de x et on le note \/x. On a les régles de calcul
suivants : pour tous x,y > 0

VI = ViV
e

= ||
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Etudions le comportement des carrés et racines carrées par rapport aux égalités.

Proposition

Pour tous a, x, y € R, on a
ax=ay <<= a=0 ou z=y.

Sia € R*, alors
ar =ay <= T=y.

Pour tous a,b € R :

Poura >0
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Exemples :

@ Résoudre I'équation : |z — 2| = 2|z + 1| d'inconnu z € R.
Réponse : Pour tout = € R, nous avons

|z — 2| = 2|z + 1] (x—2)° =4(z+1)°

<~
— 2’ —dx+4=42*+8x+4
— 0=32"+12z = 3(z(z +4))

— O=z(z+4) < =0 ou z=—4.
@ Résoudre I'équation : v/z + 8 = x + 2 d’inconnu x € [—8, +00.
Réponse : Pour tout = € [—8,+00[, nous avons
Vit8=z+2 <= z+8=2+2)° e z+2>0
2’ +3r—4=0 et x> -2

<~
— ze€{-4,1} et z>-2
—

xr=1.

Donc z = 1.
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Etudions le comportement des racines carrées par rapport aux inégalités.

Attention : Pour z,a € R
z <a n'implique pas z? < a®
De méme,
z? <a® n'implique pas z <a
Par exemple, nous avons
—2<1 et (-2)*>1.
De méme

1<(-2)% et 1> -2
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Par contre nous avons le résultat suivant.

Proposition

Pour tous z,a € R, on a

Pour z,a > 0

Et pour x > 0 seulement
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Rappel sur les puissances et les racines carrées

Exemple : Résoudre I'inéquation : |z — 1| < |2z 4 1| d'inconnu = € R.

Réponse : Pour tout x € R, nous avons

lt -1 <20 +1] <= (z—1)?<(2z+1)?
— 2?20 +1<42®+4x+1
< 0<32%+6x=3z(r+2)

— 0<z(z+2).

Par conséquent, x est solution de I'inéquation si x €] — 0o, —2] U [0, +00].
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Le symbole X

Passons maintenant a étudier plus en profondeur la somme et le produit.

Définition (Le symbole 3J)
Soit m et n deux entiers naturels avec m < n. Alors pour tous a,, -+ ,a, € R la
somme

a'm+am+1+"'+an

sera notée
n

Zai =0m +ami1+ -+ an
=m
n
La notation Z a; se lit par exemple :

i=m

somme pour i variant de m a n des a;
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Le symbole X

Remarques :

e La lettre ¢ est une variable muette, autrement dit on peut la changer par
n'importe quelle autre lettre sans changer la valeur de la somme. C'est-a-dire

n n
E a; = E ag.
i=m k=m

On choisit traditionnellement les lettres i, j, k, etc. pour les indices de

sommes.
n

e La somme E a; comporte n —m + 1 termes.

i=m
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Le symbole X

Exemples :
e Calculer
n+1
1= 141441
=2 (n4+1)—2+1 fois
= n.
e Calculer

i=1
Réponse : Nous allons voir un peu plus tard que la valeur de cette somme est

nin+1)
—
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Le symbole II

Nous avons parlé de la somme, parlons maintenant du produit.

Définition (Le symbole IT)

Soit m et n deux entiers naturels avec m < n. Alors pour tous ay,--- ,a, € R, le
produit

Am X Gm41 X = X Qp

sera notée
n

Hai:amxam+1x-~-xan.

=m

Comme pour la somme nous avons les remarques suivants :

Remarque :

o La lettre ¢ est une variable muette, autrement dit on peut la changer par

n'importe quelle autre lettre sans changer la valeur du produit.
n

@ La produit H a; comporte n —m + 1 termes.

=m
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Le symbole II

Un exemple important de produit, est donné par la factorielle.

Définition (Factorielle)

Pour tout n € N, on définit la factorielle de n par

n! = ﬁk‘
k=1

I1X2x3X---Xn.

On lit « factorielle n. ». D’aprés la convention sur le produit vide

0ol =1.

Remarque : Si n > 1, nous avons

n!l=n(n— 1)
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Le symboles X et II

La somme et le produit satisfont la propriété suivant.

Proposition (Relation de Chasles)

Soit m, n et p trois entiers naturels avec m < p < n. Alors

n
Zak = Za;ﬁ— Zak
k=m

__174—1
De méme
n P n
[Ta = {ITa)-{ II o
k=m k=m k=p+1
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Etudions quelques méthodes de calculs pour la somme et le produit.

Méthode 1 : Regles de calcul pour la somme.

Proposition (Linéarité de la somme)

Soit m et n deux entiers naturels avec m < n et

{amv"‘,an} ) {bma"'7bn}

deux familles de nombres réels. Alors

n n n
Z(ai+bi) = Z‘M’"‘Zbi-
i=m i=m

i=m

et pour tout A € R

i)\ai = )\iai.
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Remarque : Si on combine les deux propriétés précédentes, on a

D Qai+Bb) = A ai+BY b
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Méthode 1 : Reégles de calcul pour le produit.

o Multiplicativité :

o Passage a la puissance :

n P
@ = (Hai), peN.

o Constante : Pour tout A\ € R

n n
H A-ap = o=l H ag.
k=m k=m

n
=m
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Méthode 2 : Simplification télescopique cas de la somme.

Définition

On appelle somme télescopique toute somme du type suivant

n

Z(ai+1 — a;).

i=m

Ces sommes se calculent merveilleusement bien. En effet
n

Z (i1 —ai) = Amt1 — Gm

i=m
+ Am+2 — Am+1

+ Am+3 — Am+-2

+  an —an-—1

+ Qn+1 — an

= An+1 — AQm.-
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition (Simplification télescopique)

Pour tous a,, -+ ,an+1 € R avecm < n, on a

n
E Qi1 — Qi = An41 — Am-
i=m

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 47 /277



Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Méthode 2 : Simplification télescopique cas du produit.

Proposition (Simplification télescopique)

Pour tous a,,, -+ ,ant+1 € R* (tous non nuls) avec m < n, on a
n
H Qi1 Ap+41
a G
i=m v m
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Remarque : La vraie difficulté n'est pas de calculer, mais de repérer les sommes
et les produits télescopiques en les mettant sous la bonne forme.

Exemple : Calculer
ﬁ 2k +3
P 2k +1
Solution : Soit a;, = 2k + 1, alors

2% +3=2(k+1)+1=ap.

Donc

o ﬁ ak+1 __Q156+1 _ Q157 2x157+1 o 315

5
k=54 z’f s asa ass  2xBA+1 109
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Méthode 3 : Changement d’indices cas de la somme.

Commencons par un exemple :

n

Yk+1)? = 124224 40P+ (n+1)
k=0
n+1
= > i
j=1

Nous avons changé d'indice : au lieu de calculer pour k entre 0 et n, nous avons
posé j = k + 1 qui est entre 1 et n + 1, ce qui simplifie I'expression de la somme.

k€ [0,n] jﬁl jel,n+1].

Remarque : Comme l'indice est muet, on peut garder la lettre k£ dans la seconde
somme. On n'est pas obligé de la remplacer par j (méme si c'est plus facile au
début).
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

On peut procéder a un changement d'indice pour deux types de raison :

e Décalage d’indice : Le décalage d'indice revient a utiliser un indice translaté d'une
valeur fixe. Par exemple, en posant j = k 4 p avec p < m, on obtient

n n+p
E Ak+p = E Qj.
k=m j=m-+p

e On repere le changement d'indice que I'on souhaite réaliser, par exemple j = k + p
dans le cas ci-dessus pour transformer ax4p en a;.

e On cherche les premiéres et derniéres valeurs de la somme. Dans notre exemple, la
premiére commence par k = m, ainsi

k=m =— j=m+p.

Il faut donc que la nouvelle somme commence a j = m + p. La premiére somme se
termine avec k = n, ainsi

k=n = j=n+p.

Il faut donc que la nouvelle somme finisse avec j = n + p.
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

La deuxiéme raison qui nous améme a realiser un changement d'indice est :

e Inversion de I'ordre de sommation : Pour inverser |'ordre de sommation (lire
la somme en sens contraire) pour k variant de 0 a n, on remplace k par j =n —k
qui varie de 0 a n.
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Méthode 3 : Changement d’indices cas du produit. Comme pour la somme, on
peut procéder a un changement d'indice pour deux types de raison :

e Décalage d’indice : Le décalage d'indice revient a utiliser un indice translaté
d'une valeur fixe. Par exemple, en posant j = k + p avec p < m, on obtient

n n-+p
= 11 o
k=m j=m+p

e Inversion de I'ordre de multiplication : Pour inverser |'ordre de multiplication
(lire le produit en sens contraire) pour k variant de 0 a n, on remplace k par
j =n—k quivarie de 0 a n.

n n
[To =1l
k=0 7=0
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Méthodes de calculs pour la somme et le produit

Méthode 4 : Indices pairs/impairs.

Séparation des termes d’indices pairs et impairs : Lorsque le signe change en fonction
de la parité de n, il est parfois intéressant de séparer la somme des indices pairs de celle
des indices impairs.

Exemple : Calculer

2n 2n 2n
SEDE = D Dk Y (D0
k=1 k=1 k=1

k pair k impair

2n 2n

= Y k->k
k=1 k=1
k pair k impair

2<2i<2n 1<2i—1<2n—1

n n n n n
- Zzi - <Z2i—1> :Zzz‘ —ZQi—f—len.
1=1 =1 1=1 i=1 1=1
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Sommes usuelles

Etudions quelques sommes classiques.

Proposition (Somme de constantes)

Soit a € R, soient m < n deux entiers. Alors

Z a = (n—m+1)a = (nombre de termes) X a.

Proposition (Somme arithmétiques)

Soient m et n deux entiers avec m < n. Alors

- _ (n=m4+1)(m+n)
k:Zk = 5 :

En particulier
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Sommes usuelles

Proposition (Somme géométrique)

Soit q # 1. Soient m et n deux entiers avec m < n. Alors
n
) 1— qn—m+1
i _ m
.Z N 1—q
=m
En particulier
Zn: ¢ = =T
: 1T—q
=0
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Sommes usuelles

Comme dernier exemple étudions les sommes binomiales. Pour cela, on commence
par introduire les coefficients binomiaux.

Définition (Coefficient binomial)

Pour tout n, k € N avec k < n, on appelle coefficient binomial de paramétres

n, k, le nombre
n\ n!
k) kl(n — k)"

Le nombre (}}) se lit : k parmi n. Par convention : sin < k, alors (}) = 0.
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Sommes binomiales

Donons quelques propriétés des coefficients binomiaux

Proposition (Propriétés des coefficients binomiaux)

Soitn €N, ke N avec k <n.
e Symétrie :

e Pourk #0 :

() = ()
()= ()G,

Remarque : La derniere formule a I'immense intérét de donner une relation

sommatoire entre les coefficients binomiaux. Elle permet d'obtenir facilement les
coefficients binomiaux par récurrence

e Triangle de Pascal :

2023/2024 58 /277
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Sommes binomiales

Elle s’illustre et se mémorise a travers le triangle de Pascal.

n=0

@‘*/@) ©

@/@ © @/@*@
-0 © -0

O]
@ O
@ ©

@

k=0

i
X
T
(3]

k=3 le—

kS

k=t

Pour trouver un coefficient binomial, on fait la somme de celui juste au dessus et de celui
au dessus a gauche. Et si I'un des deux n’existe pas pour la somme, on prend seulement
la valeur de celui qui existe. Par exemple, pour obtenir (f) on fait la somme du 1 et du

4 au dessus (eux-mémes obtenus a partir des éléments supérieurs). Cela revient 2 faire le

calcul :
O =@+ = 1+a=s
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Sommes binomiales

Le triangle de Pascal nous permet de conclure le résultat suivant.

Corollaire

Les coefficients binomiaux sont des entiers.

Maintenant que nous avons introduit les coefficients binomiaux, parlons des
sommes binomiales.

Théoreme (Formule du binéme)

Pour tousn € N et x,y € R, nous avons

Ei: (Z)x""“y’“ = (z+y)"

k=0
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Sommes binomiales

Exemple : En utilisant la formule du binbme nous pouvons écrire

— (n n—k1k
Z(k)l 1
=0
n
k

(&)

0= (1+(-1))" = i(z)ln_k(_l)k

2" = (1+1)"

=

n
k=

et
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Rappel sur les fonctions trigonométriques

Nous allons finir ce chapitre revision avec un courte étude d’une famille trés
importante de fonctions : les fonction trigonométriques.
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Définition (Fonctions cosinus et sinus)

Considérons le cercle de centre O de rayon 1 :

orienté dans le sens direct (sens inverse des aiguilles d’une montre). Prennons un point
N de coordones (a,b) sur le cercle et notons par x une mesure en radians de I'angle

((vﬁ, (7]7) Alors on appelle :

e cosinus de x, noté cos x I'abscisse du point N :
cosT = a.
e sinus de x, noté sinx ['ordonnée du point N :

sinxz = b.
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Rappel sur les fonctions trigonométriques

Remarque : Puisque pour tout point (a,b) du cercle trigonométrique, nous avons
—1<a<1, —-1<b<1 et a?+b*=1,
on conclut
—1<cosr <1, —1<sinx<1 et cos’x +sinz = 1.
La notation suivante va se montrer utile par la suite.
Notation : Soit # € R. Pour tous z,y € R, on dit que
x est congru a y modulo 6,

ce qu’on note :

s'il existe k € Z tel que

r—y=k-0 < zxz=y+k-0.
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Fonctions Trigonométriques

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 65 /277



Fonctions sinus et cosinus

Donnons quelques propriétés des fonctions cosinus et sinus.

Proposition (Propriétés)

e Les fonctions sin et cos sont 2w-périodiques, c'est-a-dire, pour tout x € R,
nous avons

sin(x + 27) = sin(z) et cos(x + 27) = cos(x).
e La fonction sinus est impaire :
sin(—z) = —sinz
et la fonction cosinus est paire :

cos(—x) = cosz.
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Rappel sur les fonctions sinus et cosinus

En étudiant le cercle trigonométrique, on peut facilement verifier la parité des
fonctions trigonométriques.

s

sinx

Ccosx

0s(—x

La parité des fonctions trigonométriques nous permet de montrer

Proposition

@ Résolution d’équations : pour tous x,y € R, nous avons
sinz = siny <= z=y[27] ou z=m-—y [27].

cosz = cosy <= xz=y[2r] ou z=-—y 27|
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Rappel sur les fonctions sinus et cosinus

Gréce au cercle trigonométrique, et avec des considérations géométriques simples,
on peut aussi voir que les fonctions sinus et cosinus satisfont les relations
suivantes.

Proposition (Transformations affines)

Pour tout x € R, on a
sin(x + ) = —sin(z) ; sin(7 — ) = sin(x)
cos(z +m) = —cos(x) ; cos(m—x) = —cos(x)
et
sin (w + g) =cos(z) ; sin (g - x) = cos(z)
cos (x + g) = —sin(z) ; cos (g - x) = sin(x)
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Fonctions sinus et cosinus

En effet, en regardant le cercle cercle trigonométrique on conclut :

cos

—_—

%+ x) = —sin(x) cos(% - x) = sin(x)

sin(g +x) = cos(x)

- 0z
g 2 sin (— - x) =cos(x)
~ 2

cos (T — x) = —cos(x)
sin (7w — x) = sin(x)

cos (7T + x) = —cos(x)

cos(—x) =cos(x)
sin (7 + x) = —sin(x)

sin (—x) = —sin(x)
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Fonctions sinus et cosinus

Exemple : Résoudre I'équation
sinx = cosx

Solution : Nous avons

. . . ™
SINT = COST <— sInx = sin <§—x)

S ng—x 27] ou xz=mw-— (g—m> [27]
= 23:5% [27] ou Ozg [27]
—_———
impossible

Donc sinx = cos x si et seulement si
™

2 =
=3

[27] <> ng[w].
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Fonctions sinus et cosinus

Les fonctions sinus et cosinus satisfont aussi les propriétés suivantes.

Proposition (Formules d'addition)

Pour tous x,y € R, on a

sin(z +y) = sinxzcosy + cosxsiny ‘ cos(x +y) = coszcosy — sinxsiny
La parité des fonctions trigonométriques nous permet d’écrire

sin(z —y) = sinxzcosy — cosxsiny ‘ cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny
Pour x = vy, ces relations s'appellent formules de duplication :

sin(2x)

cos(2x) = cos’x —sin

2sinx cosx

22 = 2cos?z—1 = 1—2sin’x.
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Fonctions sinus et cosinus

En additionant les formules d’addition on obtient les formules de produit :

Proposition (Formules de produit)

Pour tous x,y € R, on a

1

cosxrcosy = §(cos(x +y) + cos(z — y))
1

sinzsiny = é(cos(x —y) —cos(z +y))
1

sinzcosy = §(sin(x +y) +sin(z — y)).

Les formules d’addition et de duplication doivent étre connues PAR
COEUR - et ce méme si les secondes découlent des premiéres. En
revanche, vous devez juste savoir retrouver vite et bien les formules de
produit, si possible de téte.
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Fonction Tangente

Finissons ce rappel des fonctions trigonométriques avec un étude de la fonction
tangente. Pour cela définissons

}—%,%[Jﬂrz = {xER : VkEZ,x;ﬁg—i—k‘ﬂ'}
T T T T T
= R {a_i_Q T o YTy o ) o 2 7}
\ g TR T Tyt ten

Définition (Tangente)

On appelle fonction tangente la fonction définie sur
T T
——,=| + 7%
|53l
par la relation
sin x
tanx =
cosx |
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Fonction Tangente

Donnons quelques propriétés de la fonction tangente.

Proposition (Propriétés)

@ Résolution d’équations : pour tous x,y € ]—%, z [ + wZ
tanr =tany <= z=y [7].

En particulier, la fonction tan est w-périodique.

@ La fonction tan est impaire :
tan(—z) = —tanz.

@ Formules d’addition et de duplication :

tanx + tany
ta = —
n(x—l—y) 1 —tanxtany
el —p) = tanz — tany
Y ~ l4tanztany
2
tan2x = ta—na;’.
1 —tan®z
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Fonction Tangente

sin x

tan x

tech Cergy Analyse (Pré-ING1)
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Fonctions Trigonométriques

Valeurs remarquables du sinus, du cosinus et de la tangente :

T T T T
x 0 - — - -
6 4 3 2
1 1 V3
sin x 0 — —_— | — 1
2 | V2| 2
1
CcosXx 1 ﬁ —_— l 0
2 | V2| 2
1
tan x 0 — 1
5 3| X
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Chapitre 1 - Nombres réels continuation

On connait trés bien maintenant I'ensemble des réels, nous avons étudié :
e ses sous-ensembles les plus importantes.
e |'addition et la multiplication sur R.
e |a relation d'ordre < et ses propriétés.
e la valeur absolue et quelques fonctions importantes.

Vous savez donc presque tout sur les réels — mais pas tout. Alors que vous
manipulez des inégalités depuis assez longtemps, il y a tout de méme une
propriété de la relation

< surR
que vous ne connaissez pas :
— dite propriété de la borne supérieure —

et qui revét une importance fondamentale. Cette section vise principalement a
motiver et vous présenter cette propriété.
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Majorant et Minorant

Commencons par donner quelques définitions.

Définition (Majorant-Minorant)

Soit A une partie de R.
o A est majorée s'il existe M € R tel que pour tout x € A nous avons

z < M.

On dit alors que M est un majorant de A.

@ A est minorée s'il existe m € R tel que pour tout x € A nous avons
T > m.

On dit alors que m est un minorant de A.

@ A est bornée lorsque A est a la fois majorée et minorée. C'est-a-dire, s'il
existe m € R et M € R tel que pour tout x € A nous avons

m<xz<M.
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Majorant et Minorant

Remarques :

e On ne parle jamais « du » majorant d'une partie majorée de R mais bien
toujours d’'UN majorant car une telle partie en posséde toujours plein. En
effet, si A est une partie majorée de R et si M est un majorant de A, alors
tout nombre supérieur ou égal a M est aussi un majorant de A. Par
conséquent, si une partie de R admet au moins un majorant, alors elle en
admet une infinité. Tout réel supérieur ou égal a un majorant est lui-méme
un majorant. Méme chose a dire sur les minorants.

e La partie A est bornée si et seulement si :

Im € RT tel que Vz € A, |z| < m.
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Majorant et Minorant

Exemples :

L'ensemble A = {—10,4, 24,2500} est majoré par tout réel supérieur ou
égale a 2500. A est minoré par tout réel inférieur ou égale a -10. L'ensemble
A est donc borné.

L'ensemble A = QN]0, 1] est majoré et le nombre 1 en est un majorant.

Les intervalles [a, b], ]a,b], [a,b] et ]a,b] ont les mémes majorants et les
méme minorants.

L’ensemble N est minorée par 0 (et tout réel inférieur a 0), mais il n'est pas
majorée.

L'intervalle [3, +oo[ est minoré par 3, MAIS AUSSI par 2, e, 0,—1,
—10,—100, - - - . Il n’est pas majoré en revanche.

Les ensembles Z, Q et R ne sont ni majorées, ni minorées.
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Maximum et Minimum

Un majorant ou minorant de une partie A de R, n'appartient pas necéssairement a
A. Quand il appartient a I'ensemble on dit :

Définition (Maximum-Minimum)

e Plus grand élément : On appelle plus grand élément de A ou maximum
de A tout élément de A qui majore A. C'est-a-dire,
tout majorant de A qui est dans A.

e Plus petit élément : On appelle plus petit élément de A ou minimum de
A tout élément de A qui minore A. C’est-a-dire,
tout minorant de A qui est dans A.

Exemples :

e Dans I'ensemble A = {—10,4, 24,2500}, 2500 est un maximun et —10 est un
minimum.

e Le nombre 0 est un minimum de N.

e Dans l'intervalle [a, ], b est un maximun et a est un minimum.
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Maximum et Minimum

Exemple : Montrer que I'intervalle [a, b] admet a pour plus petit élément mais n'a pas
de plus grand élément.

Solution : Soit I = [a, b[.

e On va tout d'abord montrer que a est un minimum de I. Par définition de [a, b],
pour tout x € I, nous avons
a < zx.

Ainsi a est un minorant de I. De plus, a € I, donc a est un minimum de .

e Montrons maintenant que I n'admet pas un plus grand élément. Tout d’abord, b
n'est pas un maximum de I car b &€ I. Raisonnons en suite par I'absurde et
supposons que b’ est un maximum de I. Alors pour tout & € I, nous avons

x <V (carb est un majorant de I).

Posons

b+ b+ b

b €. (cara<b <betdonca<?bd’ <b)

De plus b’ < b”, donc b’ n'est pas un majorant de I. Contradiction! Par
conséquent, I ne possede pas de plus grand élémént.
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Maximum et Minimum

Des exemples précédents on peut déduire le résultat suivant.

Théoreme (Unicité)

Si A posséde un plus grand (resp. petit) élément, celui-ci est UNIQUE. On peut donc
I'appeler LE plus grand (resp. petit) élément de A et le noter

max A (resp. min A).

o

Démonstration.

Soit M, M’ € R. Si M et M’ sont deux plus grands éléments de A, alors

M <M
car M majore A et M’ € A, et de méme
M < M
car M’ majore A et M € A. Par conséquent
M <M e M<M = M=M.

Ainsi le maximum est unique. Méme preuve permet de conclure que le plus petit
élément est unique aussi. O
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Maximum et Minimum

Attention : On ne peut écrire max A que si on a déja démontré que A admet un
plus grand élément, ou si on se trouve dans un contexte ol |'existence du plus
grand élément ne fait pas de doute.

Au contraire, si A est une partie donnée de R, il n'y a aucune raison de penser
qu'elle a un plus grand élément si on n'a pas d'information supplémentaire : c'est
une erreur grave de parler de max A (ou de s’en servir dans des exercices) si on
n'a pas déja étudié I'existence d'un plus grand élément pour A ou si cette
existence n'est pas évidente d'aprés le contexte.
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Maximum et Minimum

Le résultat suivant nous donne une caractérisation des ensemble de N possédant
un plus petit élément ou un plus grand élément.

Théoreme

e Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément (minimum).

e Toute partie non vide majorée de N posséde un plus grand élément
(maximum).

Démonstration.

Voir le cours d'algebre. O

Remarque : Comme vous avez vu dans le cours d'algebre, cette propriété est la
base du Raisonnement par Récurrence.

Remarque : Dans le cas de Z nous avons :
e Toute partie non vide majorée de Z posséde un maximum.

e Toute partie non vide minorée de Z posséde un minimum.
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Borne supérieure - Borne i

Nous avons vu que l'intervalle
[a, b]

n'a pas de plus grand élément, pourtant sa borne b est quelque chose de cet ordre —
mais quoi ? Comment décrire conceptuellement ce réel qui n'est pas dans [a, b] mais qui
n'est pas n'importe qui pour [a, b[?

Ce qui rend le majorant b si particulier pour [a, b[, c'est qu'il est le meilleur majorant
qu'on pouvait espérer :
LE PLUS PETIT POSSIBLE.

Nous allons donc le donner un nom au plus petit majorant (et au plus grand minorant).

Définition (Borne supérieure/inférieure)

e Borne supérieure : S’il existe, le plus petit majorant de A est appelé la borne
supérieure de A et noté

sup(A).

e Borne inférieure : S'il existe, le plus grand minorant de A est appelé la borne
inférieure de A et noté
inf(A).
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Borne supérieure - Borne inférieure

Exemple : Les intervalles [a, b], ]a, [, [a, b] et ]a, b] ont a pour borne inférieur et b
pour borne supérieur.

Montrons proprement que [a, b] admet b pour borne supérieure.

Solution : Pour commencer, b est un majorant de [a, b[. Nous devons donc
montrer que b est le plus petit majorant de [a, b], c'est-a-dire, montrer que tout
réel strictement inférieur a b ne majore pas l'intervalle. Soit x < b un tel réel.

e Si x < a, alors clairement 2 ne majore pas [a, b] car x < a.

e Si z > a, posons
, T+

T2
Alors 2’ € [a,b] et < 2/, donc & ne majore pas [a, b[.

Ainsi, b est le plus petit majorant de [a, b[. En résumé, [a, b] posséde une borne
supérieure, mais PAS de plus grand élément.
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Borne supérieure - Borne inférieure

La différence essentielle entre plus grand élément et borne supérieure, c'est que la borne
supérieure, quand elle existe, n'appartient pas forcement a la ensemble consideré.
Inversement, nous avons le résultat suivant.

Théoréme (Lien entre les notions de plus grand/petit élément et

borne supérieure/inférieure)

Si A posséde un plus grand (resp. petit) élément, alors A posséde une borne supérieure
(resp. inférieure) et :

sup(A) = max(A4) (resp. inf(A) = min(A)).

Démonstration.

| \

Supposons que A posséde un plus grand élément et montrons que max A est la borné
supérieur de A. Nous avons deux choses a vérifier :

1. que : max A est un majorant de A, or par définition max A majore A,

2. que : max A est le plus petit de majorants, or par définition max A € A, donc
max A < M pour tout majorant M de A.

Puisque max A vérifie les deux points précédents, on conclut sup A = max A. O

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 88 /277



Borne supérieure - Borne inférieure

En conclusion, nous avons :

Proposition

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors il y a équivalence entre :
e A admet un plus grand élément;
e sup(4) € A.

De méme, si A est une partie non vide et minorée de R. Alors il y a équivalence
entre :

e A admet un plus petit élément;
e inf(A) € A.
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Borne supérieure - Borne inférieure

On a deja donné quelques exemples de parties de R possédant une borne
supérieure. On voudrais aller plus loin et déterminer toutes les parties de R qui
possedent une borne supérieure. Le théoréme suivant nous donne la réponse.

Propriété (Propriété de la borne supérieure/inférieure)

e Toute partie non vide majorée de R posséde une borne supérieure.

e Toute partie non vide minorée de R posséde une borne inférieure.
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Borne supérieure - borne inférieure

La caractérisation suivante de la borne supérieur et inférieur va se montrer trés
utile dans la suite.

Propriété (Caractérisation de la borne supérieure)

Soit A une partie non vide et majorée de R.

M est un majorant de A,

i = suglal) = { pour tout M’ majorant de A, M < M'.

M est un majorant de A,
pour tout b < M, b n’est pas un majorant de A.

M est un majorant de A
pour tout y < M, il existe x € A tel que y < x.

M est un majorant de A
pour tout € > 0, Jx € A tel que M — € < .

111
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Borne supérieure - borne inférieure

Propriété (Caractérisation de la borne inférieure)

Soit A une partie non vide et minorée de R.

m = inf(A) { m est un minorant de A,

pour tout m’ minorant de A, m’ < m.

m est un minorant de A,
pour tout a > m, a n'est pas un minorant de A.

pour tout y > m, il existe x € A tel que y > x.

11 11

m est un minorant de A
pour tout € > 0, Jz € A tel que x < m + €.

{ m est un minorant de A
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Borne supérieure - borne inférieure

Exemple Nous avons

min(A) | inf(A) | max(A) | sup(A)
:{ T 1 1 1 1
— (2,4 2 2 1 1
:]1 5( X 1 X 5
= [-5.0] -5 -5 X 0
A= {1/n|n € N*} X 0 1 1
A={reQlz? <2} X —V/2 X V2
A=2,4NQ 2 2 X 1
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Borne supérieure - borne inférieure

Exemple : Trouvons le max, min, inf et sup dans le cas de |'ensemble :

1
A = {:nEN*}.
n

Solution : On commence par noter que

1
YneN", 1<n = -—<1
n
Ainsi 1 est un majorant de A. De plus
1
1:I = 1l A = maxA=1.

Comme A posséde 1 comme plus grand élémént, on conclut
1 =supA.

Maintenant, pour tout 0 < n < m nous avons
1 1

m n
L'ensemble A ne posséde donc pas un plus petit élément.
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Borne supérieure - borne inférieure

Finalement
. 1
Vne N 0< —
n

Ainsi, 0 est un minorant de A, montrons que 0 est la borne inférieure de A.
D’'apres la propriété dite de, caractérisation de la borne inférieure, il ne nous
reste qu’a vérifier que

pour tout y > 0, il existe € A tel que z < y.

Pour montrer cela, notons que comme I'ensemble N n’est pas bornée, pour tout
y > 0, il existe n € N*, tel que

1 1
—<n = —<uy.
Yy n

Par conséquent, 0 satisfait les deux propriétés caractérisant la borne inférieur, d'ou
on conclut

inf A=0.
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Borne supérieure - borne inférieure

Autre Méthode : Par définition de la borne inférieure, pour tout n € N* on a

> inf(A).

S|

Donc par passage a la limite (la limite preserve les inégalités), on obtient

0= lim 1 > lim inf(A) =inf(A).

n—+oo n n—-+oo
Or 0 est un minorant de A, donc 0 < inf(A). Par conséquent

inf(A) = 0.
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Borne supérieure - Borne inférieure

Théoreme (Opérations sur les bornes supérieures)

On suppose que A et B possédent chacune une borne supérieure.

e Si:AC B, alors
sup(4) < sup(B).

e ['ensemble AU B posséde une borne supérieure et
sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.

o L'ensemble A+ B={a+b:ac Aetbc B} posséde une borne supérieure
et

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

e Pour tout X > 0, 'ensemble
A-A={da:a€ A}.

posséde une borne supérieur et sup(\ - A) = A\ -sup A.
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Propriété d'Archimede

Continuons avec notre étude de I'ensemble des nombres réels. La derniere propriété de
I’ensemble des nombres réels que nous allons étudier est la propriété dite d'Archimede :

Proposition (Propriété d'Archimede)

Pour tout nombre réel x, il existe un unique entier relatif n € 7 vérifiant

n<z<n+l.

Démonstration.

Soit z € R, et considérons |'ensemble

| A

B={keZ|k<uz}.

Alors B est une partie non vide et majorée de Z. On sait alors qu'elle posséde un plus
grand élément n. D’apres la définition du maximum, on conclut :

neB — n<czx
n+l1l¢B — z<n+1

Ainsi n <z <n-+1. O

A\
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Propriété d’

Unicité de n.

Montrons a présent I'unicité : supposons ny,ns tels que :
n<x<n +1 et ng<ax<ng—+1.
Alors —ns — 1 < —x < —ny et par somme on obtient
ni—ng—1<0<ng —ng+ 1.

Ainsi
—1<ng —ng <l1.

Puisque n1 — ns € Z, on en déduit que n; — ny = 0. C'est-a-dire

ny = ng.
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Partie entiere

La propriété d'Archiméde peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle, elle
nous permet par exemple de définir la partie entiére d'un nombre réel.

Définition (partie entiere)

Soit z € R. L'unique entier n vérifiant
nlzx<n+l,
s'appelle la partie entiére de = et est noté

E(z) ou |x].

Remarque : La partie entiére de x est donc le plus grand entier relatif inférieur ou
égal a z, c'est-a-dire
r—1<|z]<z<|z]+1.
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Partie entiere

Exemple :
e F(2.853) =2, E(—1.53) = -2, E(—3) = -3 et E(5) =5.

L]
E(zx)=3 < 3<z<4

FIGURE — La fonction partie entiére.
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Finissons ce chapitre en introduisant la notion de densité.

Définition (Partie dense dans R)

On dit que A est dense dans R si pour tous x,y € R avec : x < vy, il existe a € A
tel que

r<a<y.

Autrement dit, si l'intervalle |z, y[ contient un élément de A.

Nous avons |'exemple suivant.

Théoreme (Densité des rationnels et des irrationnels)

Les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R.

Remarque : Il y a ainsi toujours un rationnel entre deux irrationnels distincts et
un irrationnel entre deux rationnels distincts. Les ensembles Q et R\ Q sont
imbriqués I'un dans I'autre.
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Densité

Donnons une idée de la preuve de la densité de @, pour cela on introduit la notion
d'approximation décimal.

Définition (Approximations décimales)

Soit x € R et n € N. Alors

pn = [10"x|
est I'unique entier tel que :
Pn pn +1
<10z <p,+1 = —<z< .
Po = 107 <Pt 10m =7 T1om

Le nombre décimal 22 est appelé approximation décimale par défaut de x 3 la

107
précision 10~". Le nombre pfotl est appelé approximation décimale par excés

de x a la précision 10~

1.1414 < /2 < 1.1415 3 104 prés, 3.1415 < 7 < 3.1416 3 10~4 prés.
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Idée de preuve : Soit « € R. Pour tout n € N, notons

u _ pant1
LTI

I'approximation décimale par excés de z. On a alors

0<u,—xz<107"
pour tout n € N. Par passage a la limite, on obtient (la limite preserve les
inégalités) que

lim u,, = x.
n

On a ainsi obtenu une suite (u,,), de nombres rationnel qui tend vers x € R. En
particulier, pour tout y € R avec = < y, il existe n € N tel que

< u, <y.

Ce qui montre que Q est dense dans R.
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Proposition (Caractérisation de la densité en termes de voisinages)

Soit U une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. U est dense dans R,
i. Vx € R, Ve > 0,3u € Utel que

lu—z| <e.

Remarque :Ainsi, dire que U est dense dans R, c’est dire que tout point de la
droite réelle peut étre

« approché d'aussi prés qu'on veut »

par des éléments de U.
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Chapitre 2 - Suites numériques

Suites numériques :

o Généralités :
e Définition.
e Propriétés.
e Opérations sur les suites.

e Limites de suites :
e Définition.
e Opérations sur les limite.
e Théoremes d'existence de limite.

e Suites adjacentes et récurrentes.

e Extension aux suites complexes.
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Suites numériques

Définition (Suite réelle)

Une suite réelle u est une fonction de N dans R

u:N — R

Pour tout n € N, on préfére noter
u, le réel u(n)

et on l'appele le n-ieme terme de la suite ou terme général de la suite.

La suite est notée u, ou plus souvent (u,), o oU (Un),~q, ou simplement (uy).

o’

Remarque : On prendra garde a bien distinguer la suite (u,,),>0 avec son n-iéme
terme u,,.

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 107 /277



Suites numériques

Une suite peut étre définie de trois maniéres différentes :

e par une formule explicite : chaque terme de la suite est donné directement
en fonction de n, soit u, = f(n). Par exemple

1

VneN, u,=-——.
n Uu n2+1

e par une formule de récurrence : u,, est exprimé en fonction de n et des
termes précédents : u,_1,...,uy. Par exemple

ugp=1 et ¥Yn >0, upt1 = Vu, +2 (relation de récurrence d’'ordre 1)
nous pouvons donner aussi comme exemple
vo=1,01 =1, et ¥n > 1, vpq2 = Vpy1 + v, (relation de récurrence d'odre 2)

e par une formule implicite : le terme général u,, de la suite est solution d'une
équation dépendant de n. Par exemple

Vn €N, u, est 'unique solution réel de I'équation z* +z — 1 = n.
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Suites numériques

Sur les suites on peut définir les opérations suivants.

Définition (Opérations sur les suites)

Soient u = (up),cy €t v = (vp) deux suites réelles.

n€eN

e La somme de u et v est la suite notée (u + v) définie par :
VneN, (u+v), = un+ vp.

e Le produit de u et v est la suite notée (u - v) définie par :

YneN, (u-v), = Uy Uy

e e produit de u par un scalaire \ € R est la suite notée \ - u définie par :

YneN, (A-u), = A u,.
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Suites réelles et relation d'ordre

Etudions quelques propriétés éventuelles des suites numériques.

Définition (suite majorée, minorée, bornée)

Soit (un)nen une suite réele.

e On dit que (up)nen est majorée, s'il existe M € R tel que
vn eN, u, < M.

e On dit que (up)nen est minorée, s'il existe m € R tel que
Vn €N, m < u,.

e On dit que (uy)nen est bornée, si elle est majorée et minorée, c'est-a-dire,
s'il existe m € R, M € R tel que

VneN, m<u, <M.

Ce qui peut aussi étre dite par

M >0, VneN, |u,| < M.
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Suites réelles et relation d'ordre

Soit (un)nen une suite réele.

e On dit que (up)neN est croissante si

Vn €N, u, < upyiq.
e On dit que (up)nen est strictement croissante si

VneN, u, < Upti.
e On dit que (un)nen est décroissante si

Vn € N, u, > Upiq.

e On dit que (u,)nen est strictement décroissante si

Vn € N, u, > tupig.
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Suites réelles et relation d'ordre

Définition

e On dit que (un)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante.

e On dit que (un)nen est strictement monotone si elle est strictement croissante
ou strictement décroissante.

Remarque : Pour montrer qu’une suite (u,)nen est monotone, deux méthodes
courantes :

e étudier le signe de upy1 — up. Ainsi
Si Unty1 —Un >0 == (un) est croissante

Si Uny1 —uUn <0 == (un) est décroissante

e sivn €N, u, >0, étudier la position de de ““*L par rapport a 1. Ainsi

u

. u )

si —tL >1 — (un) est croissante
Un

U .

si —*L <1 = (uy) est décroissante
Un

Cette méthode est intéressante surtout lorsque u,, est défini par des produits et des
quotients et qu'on peut espérer des simplifications.
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Suites réelles et relation d'ordre

Exemple : Etudions la monotonie de la suite définie par

n!
VneN, u, = —.
n
Solution : Nous avons u,, > 0. Pour décrire la monotonie de (uy,)nen il suffit
donc d'étudier la position de “2*L par rapport 3 1. Nous avons

n+1)! n
Unt1 (n(+J1r)n)+1 4+ (n+ 1" n
up 2 al(n ) (e DrH T \nt

Or

n n "
<l = < 1.
n+1 n—+1

Donc (un)nen est strictement décroissante.
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Suites réelles et relation d'ordre

Finalement, introduisons.

Définition (suites constantes)

On dit que (un)nen est constante si

VneN, upr1 =u, <<= VneN, u,=up.
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Propriétés a partir d'un certain rang

Ce qu'une suite a d'intéressant pour nous dans ce chapitre, ce ne sont pas ses
premiers termes mais son comportement asymptotique, c'est-a-dire son
comportement a l'infini. Si par exemple tous ses termes sont majorés par 1 sauf
les 30 premiers, on a bien envie de dire que la suite est

« presque » majorée par 1.

On dit qu’elle est majorée par 1 a partir d’un certain rang.

Ce qui nous améne a définir.

Définition

On dit qu’une suite (u,)nen Satisfait la propriété P(n) a partir d’un certain rang
s'il existe ng € N tel que

Vn >mng, P(n) est vraie
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Suites numériques

Par exemple on dit :

Définition (suite stationnaire)

La suite (up)nen est dite stationnaire si elle est constante a partir d'un certain
rang i.e si
dng @ Yn > ng, Uy = Un,-

Exemple : Considérons la suite (u,)nen définie par

Vn €N, u, = [[(100 - k).
k=0
Alors pour tout n > 100 nous avons

n

[] oo - k)

k=0

100 - (100 — 1) -+ (100 — 99) - (100 — 100) - - - (100 — n)
= 0

Ainsi, (u,)nen est stationnaire, constante égale a 0 a partir du rang n = 100.
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Limite d'une suite réelle

Nous allons nous intereser maintenant a I'une des notions le plus importantes en
mathématiques, la notion de convergence de une suite ou limite de une suite.

Définition Provisoire

Soit (un)nen une suite réelle. On dit que
(un)nen a pour limite le réel £ € R

si (un)nen est proche d’aussi prés que |'on veux de £ pour n suffisamment grand (i.e. 3
partir d’un certain rang).

Exemple : Avec cette définition, étudions le cas de la suite (un)nen définie pour tout
n € N* par

1
Un = 3+ —.
n
Vraisemblablement

quand n tend vers l'infini, la suite u, tend vers 3

Selon notre définition provisoire, pour montrer la convergence de la suite vers 3, on doit
vérifier que u,, est proche d'aussi prés que I'on veux de 3 a partir d'un certain rang.
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Limite d'une suite réelle

Par exemple, supposons qu’'on veut que u,, soit a une distance de % de 3. Pour
cela, on doit avoir

1 1
3——<u, <3+ —
10~ "~ 10’
ce qui est équivalent a
1
-3 < —.
10
Et cette derniére inégalité est vraie, si et seulement si

1 1 1 1
—_ < — < — 1 <n.
3+ 3 0 — - 0 <~— 10 n

|,

Notons qu'il n'a rien de spécial sur si I'on veut que

10v
|un, — 3| <€ pour € un réel positif,

il suffit que

1

n>—-.

€
Ainsi, on vient de démontrer que (uy,)nen est proche d'aussi prés que I'on veux de
3 pour n suffisamment grand.
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Limite d'une suite réelle

Formalisons notre définition provisoire de limite, on commence par faire plus
précise la notion :

« d’étre proche de »

Dans notre exemple, nous avons vu que pour que (uy,)nen Soit proche de 3, il faut
que la distance

|un, — 3| soit petit.
Ainsi, le premier changement qu’on va faire a notre définition provisoire est :

Définition Provisoire 2

Soit (un)nen une suite réelle. On dit que
(un)nen a pour limite le réel £ € R

Si |u, — £| est aussi petit que I'on veut pour n suffisamment grand (i.e. a partir
d'un certain rang).
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Limite d'une suite réelle

Maintenant, dans notre exemple nous avons vu que, pour que
|un, — 3| soit aussi petit que I'on veut,
pour tout € > 0, on doit avoir
|un, — 3| <€ a partir d'un certain rang.
Le deuxieme changement qu'on va faire a notre définition provisoire est donc :

Définition Provisoire 3

Soit (un)nen une suite réelle. On dit que
(un)nen a pour limite le réel £ € R

si pour tout € > 0, on a
lu, — €| <€

pour n suffisamment grand (i.e. a partir d'un certain rang).
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Limite d'une suite réelle

Il ne nous reste donc qu'a faire plus précise la phrase :
« pour n suffisamment grand »

Dans notre exemple, nous avons vu que

1
\un—3|§E <~ n>10.

Ainsi, la propriété est vraie a partir de N = 10. De méme, pour tout € > 0 nous
avons

|u, = 3| <e <= n>

a | =

Donc pour tout € > 0, il existe un entier

1
N €N, il suffit de prendre N = E () +1,

€

pour que pour tout n > N la propriété est vraie.
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Limite d'une suite réelle

On est a présent prét pour donner la définition de la limite d'une suite.

Définition (Limite d'une suite)

Soit (un)nen une suite réelle. On dit que
(un)nen converge vers un réel £ € R
ou que
(Un)nen a pour limite ¢
si : pour tout € > 0 existe un entier N € N, tel que sin > N alors
lun, — 1] <e.

Ce que on peut exprimer a I'aide de quantificateurs par

Ve>0, INeN, YneN, n >N = |u, — ¢ <¢).
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Limite d'une suite réelle

Ze

On constate que le rang en question dépend en général de ¢ : de maniére vague, on
peut penser que typiquement, « plus € est petit, plus il faudra attendre un grand
rang N avant de voir la distance entre u,, et ¢ rester systématiquement < € ».
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Limite d'une suite réelle

Remarque :
e Si (un)nen converge vers £, on pourra aussi dire que :

la suite (uy)nen tend vers ¢,

et on note
lim wu, =¢
n—-+4oo m ’
ou
U, — L.
n—-+oo

e Noter que dans la phrase logique
Ve>0, INeN, VneN, (n>N = |u, — 1| <e).

N dépend de € et qu'on ne peut pas échanger I'ordre du « pour tout » et
du « il existe ».

e D’aprés la définition de la limite, (u,)nen converge vers £ si et seulement si

lim |u, — ¢ =0.
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Limite d'une suite réelle

Exemple : Soit (uy,)nen+ définie pour tout n € N* par
1
Uy = 3+ —.
n

Montrons que (uy)nen converge vers 3.

Solution : Soit € > 0, on cherche N € N tel que
Yn >N, |u,—3|<e
C'est-a-dire, on cherche N € N tel que
Vn>N, —-e<—<e <= Vn2>N,
<~ Vn>N,
Posons N = E (1) + 1, alors pour n > N, nous avons
1
n>N>- —
€

Ainsi, lim wu, = 3.
n—-+oo
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Limite d'une suite réelle

Si elle existe, on va pouvoir parler de la limite, car il y a unicité :

Proposition (Unicité de la limite)

Si la suite réelle (uy,)nen converge, alors sa limite est unique.

Démonstration.

Raisonnons par |I'absurde et supposons que

lim wu, =4; et lim w, =¥y avec {1 # l5.
n—-+oo n—-+4+oo

Soit € = @ > 0. Par définition de la limite, on a

dN; €N tel que Vn > Ny, |u, — 61| <¢€/2
IN; € N tel que Vn > No,  |up, — £a] < €/2
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Limite d'une suite réelle

Démonstration.

Soit N = max(Ny, N»), alors pour tout n > N, nous avons

lup — 6| < S et Jun — o] < %

€
2
Ainsi, par I'inégalité triangulaire

|61 — Lo

|(€1 — up) + (un — £2)]

< |l —up| + |u, — £
< € + €
- 2 2

61 — Lo

2
Contradiction ! Donc ¢; = /5.
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Limite d'une suite réelle

Soit (un)nen une suite réelle.
e On dit que (up)nen tend vers +oo si
VAeR, ANeN, VneN, (n>N = u, > A4).

e On dit que (uy)nen tend vers —co si

VAeR, ANeN, YneN, (n>N = u, <A).

Remarque :
e Si (un)nen tend vers +00, on note

lim w, = *oo.
n—-+oo

e Nous avons
lm u, =—-—00 <= lim —u, = +4o0.
n—-+o0o n—-+oo
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Limite d'une suite réelle

Remarque : Dire que (uy,)nen tend vers 400, c'est dire que

« Pour tout A > 0, méme arbitrairement grand, on aura u,, > A a partir d'un
certain rang. »
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Limite d'une suite réelle

Remarque : Soit (u,)nen une suite réelle et £ un nombre réel. En niant la
définition, I'affirmation « (u,)nen ne converge pas vers ¢ » s'écrit avec des
quantificateurs :

Je>0, VNeN, IneN, n>N et |u,—¥ >e.

Pour dire qu'une suite n’admet pas de limite finie, on doit verifier qu’elle ne
converge vers aucun réel : ainsi, si (up)nen est une suite réelle, I'affirmation
« (un)nen n'est pas convergente » s'écrit avec des quantificateurs :

VeeR, 3e>0, VNeN, IneN, n>N et |u,—¥¢ >e

Définition (Convergence - Divergence)

e Une suite est dite convergente si elle admet une limite finie.

e FElle est divergente sinon. C'est-a-dire, une suite est divergente si elle
n'admet pas de limite finie. En particulier, une suite est divergente si elle tend
vers +00.
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Limite d'une suite réelle

Nous avons donc :

Limite finie Limite 00 | Pas de limite
Convergence | Divergence | Divergence

Exemples :

e |a suite de terme général %ﬁ) est convergente, sa limite est 0.
e La suite de terme général n? + (—1)"n est divergente, elle tend vers +oo.

e La suite de terme général (—1)™ est divergente, elle n'admet pas de limite.
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Limite d'une suite réelle

Etudions quelques propriétés des suites convergentes.

Proposition
Toute suite réelle convergente est bornée.

Démonstration.

Soit (un,), une suite convergente vers un réel £ € R. Posons e =1 > 0, par
définition de la limite, il existe NV € N tel que :

Vn > N, |un, — ¢ < 1.

Pour tout n > N, on a donc

fun| = [un — €46 < fun— €]+ 14
< O +1< +oo.
Posons alors
M = max(|uol, . .., |un|, 1+ |£]).

Ainsi, pour tout n € N, nous avons |u,| < M.
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Limite d'une suite réelle

Remarques :
e La réciproque est fausse, la suite de terme général
()" +4

est bornée entre 3 et 5 sans étre convergente.

e Une suite non bornée n'admet pas forcément 400 ou —oo pour limite. La
suite de terme général

(71)nn3 + 17

n'est pas bornée et n'a pas de limite.
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Limite d'une suite réelle

Le lemme suivant peut se montrer utile pour vérifier la valeur d'une limite.

Lemme

Considérons la suite (un)nen et soit £ € R. Supposons (an)nen une suite réelle positive
tendant vers 0 telle que
VneN, |up—4 < an.

Alors, la suite (un)nen est convergente de limite lim u, = £.

Démonstration.

Soit € > 0. Par définition de la convergence, il existe N1 € N tel que

| A

Yn > N1, |an| <e
De plus, il existe N2 € N tel que
Yn > N2,  |un — | < .

Posons, N = max (N1, N2). Pour tout n > N, on a : |u, — ¥ < an < €. Ainsi, (u,)
converge vers {. O

4
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Limite d'une suite réelle

Remarque : Pour montrer qu’une suite (u,)nen converge vers £, on peut tenter
de majorer

|, — £

par une suite qui converge vers 0.

Proposition

Soit (uy )y une suite convergente vers un réel £ € R. Alors

i ] = 10

Démonstration.

Voir T.D. L]
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Opérations sur les limites

Nous avons vu que sur |'ensemble des suites on peut définir une addition et un

produit. Etudions le comportement de la convergence par rapport a ces deux
opérations.

Proposition (Cas de deux limites finies)

Soient (up)nen €t (v )nen deux suites qui convergent respectivement vers £ et {'.
e Somme : Nous avons
lim w, +v, = £+

n—-+oo
e Produit : Nous avons

lim wp-v, = £-1.
n—-+oo

e Multiplication par un réel : Soit \ € R, alors

lim A-up, = XN-/4.

n—-+oo

Remarque : Si on combine les points un et trois du résultat précédent, on a

V(A p) € R?, EIE iy + pv, = M+ pl'.
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Opérations sur les limites

e Somme : Supposons que

lim w,=4/¢ et lim v, =¢.
n—-+oo n—-+oo

Soit € > 0. Nous voulons montrer qu'il existe NV € N, tel que pour tout n > N, nous
avons

|(un +vn) = (E+ )| < e

Maintenant, par définition de la limite

IN: € N tel que Vn > N1, |u, — €| <¢/2
IN: €N tel que V¥n > Na,  |u, — €] < €/2

Posons N = max{Ni, Na}. Alors pour tout n > N, on peut, a |'aide de I'inégalité
triangulaire, conclure

|(un +vn) = €+ )] = |(un =) + (vn = )] < Jun —€] + |vn =] <

Par conséquent, (u, + vy )nen converge vers £+ £’ O
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Opérations sur les limites

Démonstration.

e Produit : Supposons que

lim w, =/¢ et lim v, =7
n—-+oo n——+oo

Soit € > 0. Nous voulons montrer qu'il existe N € N, tel que pour tout n > N,
nous avons
[upvn, — 00 < e.

Maintenant, pour tout n € N, on peut, a l'aide de |'inégalité triangulaire, conclure

[unvn — | = |unvn — v + Lv, — £F|

|(tn, — O)vp, + L(vy — )]
< (un = Oval + (v — £))]
< un = L] vl + 4] - vn = €]
Or (vn)nen est convergente donc bornée, disons par K. C'est-a-dire

VneN, |un <K.
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Opérations sur les limites

Démonstration.

De plus, par définition de la limite

dN; €N tel que Vn > Ny, |u, —£|_2K
€

AN, €N tel que ¥n > N, Jop — 0] < —
PN telave V2 N fn =61 < oy

Posons N = max{Ny, N2}. Alors pour tout n > N, nous avons

[unvy — €] < |un — L] - on| + €] - [on — €]
€
< — K + |/ ——
- 2K el 2(1+ |4])
< € + € _
= Shg©
Par conséquent, (uy, - v )nen converge vers £ - £. O
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Opérations sur les limites

Proposition (Cas des limites infinies)

Soit (v )nen Une suite qui tend vers +00.
e Si(un)nen €st une suite minorée, alors

lim w, +wv, = +oo.
n—-+oo

En particulier, si (un)nen €st convergente, alors lirf Uy, + Uy, = +00.
n——+00

o Si(un)nen €st une suite minorée par un réel strictement positif 3 partir
d’un certain rang, alors

lim w,- v, = -+oo.
n—-+o0o

En particulier, si lim wu, =/¢ € R*, alors lim wu, v, = 40c0.
n—-4o0o n—-4oo

Remarque : On a de résultats similaires quand on suppose lim v, = —oc0
_— n—-+oo

comme on verra dans un instant.
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Opérations sur les limites

Proposition (Cas du quotient)

e Si (un) converge vers £ € R et (vy,) converge vers £’ € R*, alors la suite (%f;)
est définie a partir d’un certain rang et

neN

. Un Y4
lim — = —.
n——+oo Unp él

e Si(|un|)nen diverge vers +oo, alors la suite (ui) oy 6t définie a partir d’un
n n
certain rang et

lim — = 0.
n——+oo Un

e Si(un)nen converge vers O et est strictement positif (resp. strictement négatif) a

partir d'un certain rang, alors la suite () o, €St définie 3 partir d'un certain rang
n n
et
. 1 . 1
lim — = 4+ resp. lim — = —o0 .
n—+oo Un n—+oo Un
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Opérations sur les limites

Démonstration.

Montrons le premiére point de la proposition précédente. Soit € > 0. Nous voulons
montrer qu'il existe N € N, tel que pour tout n > N, nous avons

Un 14

o 7 <e

Maintenant, comme v, — £’ # 0, on conclut |v,| — |[€'| > 0. Ainsi, il existe Ny > 0,
tel que pour tout n > No, nous avons |v,| > m. Alors pour tout n > Ny, on peut, a
I"aide de I'inégalité triangulaire, conclure

unl! — U+ 00 — vk

vnl!

(un, — )0 — £(vy, — £)
ol
(un — 0)0 ‘ L(vn — ")
onpl! ol
[un — £ + €] - [(vn — €]
vn| lon| - €]
[un — ¢ n €] - [(vn — £7)]
m m - ||

Un, y upl! — vpl

W, v

ol

IA
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Opérations sur les limites

Or par définition de la limite

3N, €N tel que Vn > Ny, |un — 4] < 6'2’”

e-m- ||
IN, €N tel que Vo> No, |v, — 0| < —->1-
Posons N = max{No, N1, N2}. Alors pour tout n > N, nous avons

lun =€ 1€ [(vn = £)]|
m + m - |¢']

Wiz J4

Un M

< &em e-m-|¢|-|¢]
- 2m 2m - (14 |¢]) - |¢|

€ €
< S4°f_.
S gtg=e

Par conséquent, (“—") converge vers L. O
YUn /neN £
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Opérations sur les limites

On déduit des propositions précédentes les tableaux suivants :

Limite de (u, + vn)nen

lim wu, Y4 Y4 14 +00 | —00 +00
n—r—+00
lim v, v 400 | —00 | 400 | —00 —00
n—-+oo
lim (u,+v,) | £+0 | +o0 | —00 | 00 | —00 Forme
n—+o0o H né
indeterminée
Limite de (u,, - Up)nen
lim wu, / {>0]|£4<0| 400 | —00 | 400 0
n—-+oo
lim wv, A +oo +oo | 400 | —oc0 | —oco +oo
n—-+oo
lim (up-v,) | -0 | oo | Foo | 400 | 400 | —00 Forme
n——+oo H HP4
indeterminée
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Opérations sur les limites

Limite de (\un), oy

A>0 A=0 A<O0
lim  u, 400 | £#0 | —oco | peuimporte | +o0 | £#0 | —o0
n—-+4oo
lim Au, | +o0 pY4 —00 0 —00 pY4 +o00
n—-+oo
o e 1
Limite de (E)%N
Up >0 Up <0 sinon
a partir d'un | a partir d'un
certain rang certain rang
lim w, | £# +oo 0 0 0
n——+oo
lim % % 0 400 -0 Forme indeterminée
n—4+oco M

Remarque : Forme indéterminée, signifie que c’'est une forme a déterminer. C’est-a-dire,
en effectuant une opération (+00) — (4+00) ou 0 X (400), on peut tomber a priori sur
n'importe quel résultat.
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Opérations sur les limites

Exemples :

Cas de la forme indéterminée (4-00) — (400) :

e Nous avons

lim 3n°+1 = +oo et lim 3n® = 400,
n—-+oo n——+oo
mais  lim (3n®+1) —3n? = 1.
n—-+oo
e Nous avons
lim 3n°+1 = +oo et lim 2n® = 400,
n—-+oo n—-+oo

mais  lim (3n% +1) — 2n? = +co.
n—-+oo

e Nous avons

lim 3n° 4 (=1)" = 400 et lim 3n® = +oo,

n—-+oo n—-+oo

mais (3n” + (=1)") — 3n? = (—1)" n’as pas de limite.
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Opérations sur les limites

Exemples :

Cas de la forme indéterminée 0 X 400 :

e Nous avons

1
lim —— = 0 et lim 4n® = +o00 ,

notoon? +1 n—+o00

mais  lim —— -4n? =4.
n——+oo n2+1
e Nous avons

lim = 0 et lim 4n® = 400,

n—+4oo 1 + 1 n——+oo

mais lim ﬁ - 4n? = 0.
n—-+oo n

e Nous avons

(=D : 2
1 —_— = 1 1 =
n—1>1:Irloo ’)’L2 + 1 0 et n—l>r7{1c>o ot +oo ’

mais  lim (n}ll: -(n? +1) = (=1)™ n'as pas de limite.
n—-+oo
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Opérations sur les limites

La derniére opération sur les limites que nous avons étudier, c’est la composition a
gauche par une fonction.

Théoreme (Composition a gauche par une fonction)

Soient I un intervalle
f:I—R

une fonction, £ € {R, 400, —00}, L € {R, +00, —00} et (un)nen une suite a
valeurs dans I. Si
lim w,=¢ et lim f(z)=0L,
n—-+00 £
alors
lim f(u,) = L.

n—-+4oo

Remarque : Si f: I — R est une fonction continue, d’apres le théoreme
précédente nous pouvons conclure

lim f(u,) = f< hm un)

n—+oo n—-+oo
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Passage a la limite dans une inégalité

Etudions le comportement des limites par rapport 3 la relation d'ordre < sur R.

Proposition (Passage a la limite dans les inégalités strictes)

Soit (un)nen une suite réelle possedant une limite ¢, et soient m, M € R.
e Sit< M, alors
Uy < M
a partir d'un certain rang.
e Sil>m, alors

Up > M

a partir d'un certain rang.
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Passage a la limite dans une inégalité

Démonstration.

Prouvons le premiére point, le deuxieme point se montre de la méme facon.
Supposons ¢ < M.

e Si /= —o0, alors par définition de la limite

IN €N tel que YVn > N, wu, < M.

C'est-a-dire, u,, < M a partir d'un certain rang.
e Si /€ R, sachant que M — ¢ > 0 on peut, d'aprés la définition de la limite,

conclure
AN €N tel que Vn > N, |u, — ¢ <M —¢

Ainsi
Vn>N, {—M<u,—4b<M-{ = u,<DM.

C'est-a-dire, u,, < M a partir d'un certain rang.
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Passage a la limite dans une inégalité

Théoreme (Passage a la limite dans les inégalités larges)

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites convergentes vers € et U respectivement.
Si

Up < Up

a partir d'un certain rang, alors

lim u, < lim v,.
n——+0o n——+0o

C'est-a-dire, £ < {'.

Remarque : On retiendra que les inégalités strictes deviennent larges en

1 .
ey >O, malis

passant a la limite. Par exemple, pour tout n € N

1
im = 0.
n—+oco n + 1
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Passage a la limite dans une inégalité

Démonstration.

Par I'absurde. Supposons donc que u,, < v, a partir d'un certain rang, et que

lim w, > lim v, = lim wu, —v, > 0.
n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

Or la proposition précédent montre que
Up —Vp >0 =  uy, >0,
a partir d’'un certain rang. Contradiction! Par conséquent,

lim wu, < lim v,.

n—-+oo n—-+oo
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doremes d'existence d'une limite

L'existence d’une limite n'est jamais acquise. Jusqu'a maintenant, nous avons
surtout étudié des théoremes de CALCUL, de manipulation des limites. Les
quatre théorémes suivants nous donnent de conditions pour conclure I'existence
d'une limite, ils nous fournissent donc pas tant la VALEUR d’une limite mais son
EXISTENCE.

Théoreme (Théoréme d'encadrement)

Soit (tn)neN, (Vn)nen et (wp)nen trois suites rééls et £ € R. Supposons

lim u,=¢= lim w,
n——+00 n—r+00

et qu'il existe N € N, tel que pour tout n > N, nous avons

Uy < Vp < Wy

Alors (v, )nen converge et

lim v, =%.
n—-+oo
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Théorémes d’existence d'une limite

Démonstration.

Soit € > 0. Nous voulons montrer qu'il existe N € N, tel que pour tout n > N,
nous avons
|vn, — €| <e.

Par hypotheése, il existe N € N tel que pour tout n > N, nous avons
Up, < Vp < Wh

Maintenant, par définition de la limite

dN; €N telque Vn> Ny, |u, — ¢ <e = —e<u,—{€<e
IN; €N tel que Yn> Ny, |w, — ¥ <e = —-e<w,—{l<e

Posons N3 = max{Nj, Na, N}. Ainsi, pour tout n > N3, on a

—e<u,—¥t<v,—{l<w,—¥¢<e

Donc |v, — ¢| < € et on a montré que (v,,),eN converge vers /. O
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Théoremes d’existence d'une limite

Exemple : Pour tout n € N*, on pose

3

n
U =
" n?+k
k=1
Calculer lim wup.
n——+oo
Solution : Il suffit de remarquer que, pour tout 1 < k < n, nous avons

n n n n n
< < — < up < .
n2+n " n2+k " n?24+1 Z7’L2+n*u *;nQJrl

Maintenant

n n 2
n n n n
= et = .
Zrﬂ—i—n n+1 Zrﬂ—i—l n?2+1
k=1 k=1
Ainsi 5
n n
VYn € N* <up < .
T ond1 T T T R4
Or, limp 400 57 = 1 et limp 4o 241 = 1. Le Théoréme d’encadrement permet

d'affirmer que la suite (un)nen+ tend vers 1.
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Théorémes d’existence d'une limite

Théoreme (Théoreme de Minoration/Majoration)

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles.
o Si lirf u, = +oo et il existe N € N tel que pour tout n > N, nous avons
n——+0oo
Up < Up,
alors
lim v,, = +0o0.
o Sj lirf v, = —o0 et il existe N € N tel que pour tout n > N, nous avons
n—-+0oo
Uy < Up,
alors
lim u,, = —oc.
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Théoremes d’existence d'une limite

Exemple : Pour tout n € N*, on pose

Up =

NE
<~

b
Il
_

Etudier la limite de (uy,)nen-

Solution : Notons que

1 1 LI | "1
VkeN, 1<k<n —<— — — < — =u,.
Vi T Vk ,;\/ﬁ =k
Maintenant
LB | n
SrZEC
Ainsi

Vi < u,.

Or, lim,, 4 o0 v/ = +00. Le Théoréme de Majoration nous permet d’affirmer que
la suite (up)nen+ tend vers +oo.
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Théorémes d’existence d'une limite

Notre troisieme théoréme d’existence est |'important Théoreme de la limite
monotone.

Théoréme (Théoreme de la limite

e Toute suite réel (u,),cn croissante et majorée est convergent, et a
pour limite :
ngrfoo Up = sup{u, : n € N}
Toute suite réel (u,),cn croissante non-majorée diverge vers +oo.
o Toute suite réel (u,,) décroissante et minorée converge, et a pour limite :

lim w, =inf{u, : n €N}
n—-+o0o

Toute suite réel (u,,),cn décroissante et non-minorée diverge vers —oc.
.
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Théorémes d’existence d'une limite

Démonstration.

Montrons le premier point. Supposons (uy,)nen majorée. L'ensemble
A={u,: neN}

est alors une partie non vide majorée de R, donc posséde une borne supérieure ¢
dans R d'apres la propriété de la borne supérieure.

£ = sup(u

)|
|
|
'
|-

Montrons que lim wu, = ¢. ]

li
n—-+o0o
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Théorémes d’existence d'une limite

Démonstration.

Soit € > 0, puisque ¢ est la bornée supérieure de A, ¢ — € ne majore pas (up)nenN,
donc

uy > ¢ — € pour un certain N € N.

Or la suite est croissante, alors pour tout m > N, nous avons

{—e<uny <u, < { = fl—e<u,</l+e
~~—

car £ majore A

I —
.
.
.
.

Ainsi |u, — €| < € et on a montré que (u,)nen converge vers £. O
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Théorémes d’existence d'une limite

Démonstration.

Supposons maintenant que (u,)nen est non majorée. Soit M > 0. Puisque
(un)nen est non majorée, il existe N € N tel que

uy > M.
Or, par hypothése, la suite est croissante, donc pour tout n > N, on a
Up > uy > M.

Nous avons donc montré que (u,)nen tend vers +oo.
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Théoremes d’existence d'une limite

Exemple : Pour tout n € N*, on pose

Etudier la convergence de (uy,)nen-.

Solution : Comme

n+1

n n
1 1 1
n — —_— —_— = — O-
Unt+1 = Zk2 Zk2 n—|—1) +Zk2 ZkQ (n+1)2>
la suite (un)nen est strictement croissante. De plus
n n n
1 1 1 1
= — <1 R | - _Z
L E s T Ely = ()
k=2 k=2
= 141-- =2--<2

Donc la suite (up)nen+ est majorée. Par le Théoréme de la limite monotone,
2
H. s
elle converge. (Notons que ¢a limite est %~ 1).
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doremes d'existence d'une limite

Notre dérnier théoréme d'existence est le Théoréme des suites adjacentes.
Commencons donc par introduire la notion de suites adjacentes.

Définition (Suites adjacentes)

On dit que deux suites (un)nen et (Un)nen Sont adjacentes si :
e (un)nen est croissante;
o (vn)nen est décroissante ;

lim v, —u, = 0.
n—-+00

Remarque : Deux suites adjacentes sont deux suites qui viennent a la rencontre
I'une de I'autre, I'une en croissant, I'autre en décroissant, et qui finissent par
s'écraser |'une contre |'autre.

« Il faut bien qu’elles s'écrasent QUELQUE PART ! »

nous dit le théoréme des suites adjacentes.
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doremes d'existence d'une limite

Théoreme (Théoreme des suites adjacentes)

Soient (un)nen €t (Un)nen deux suites adjacentes, avec
(un)nen croissante et  (vn)nen décroissante.
Alors (un)nen €t (vn)nen convergent vers la méme limite ¢, c'est-a-dire

lim w,=/¢= lim wv,.
n——+00 n——+o0o

De plus, pour tout n € N, nous avons

Uy < < vy,
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Théorémes d’existence d'une limite

D) stratio

Soient (un)nen et (vn)nen deux suites adjacentes, avec
(un)nen croissante et (vn)nen décroissante.
Notons que pour tout n € N, nous avons
(V41 — Unt1) — (Un — un) = (Vn41 — vn) — (Un+1 — Un) <0.
< 0, car (vy,) est décroissante > 0, car (uy) est croissante

La suite (v, — un)nen est donc décroissante. Comme, par hypothése, elle converge vers
0, on obtient que pour tout n € N, nous avons

Up —Un >0 =  up < vy,
Pour tout n € N, on a donc
uoﬁunﬁvnﬁvo-

Ainsi, (un)nen est croissante et majorée par vo et (vn)nen est décroissante et minorée
par up. D'aprées le Théoréeme de la limite monotone, ces deux suites convergent, disons
vers 1 et £2. Il ne nous reste qu'a montrer I'égalité ¢ = /5. O
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Théorémes d’existence d'une limite

Démonstration.

Comme

lim w, =#¢; et lim v, =45
n——+oo n——+o0o

Par soustraction sur les limites, on conclut

lim v, —u, =¥ —{;.
n—-+oo

Or

lim v, —u, =0.
n—-+oo

Ainsi, par unicité de la limite, on obtient /5 — ¢; = 0, donc

by =V
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Théoremes d’existence d'une limite

Exemple : Pour tout n € N*, on pose

"1 1
n:;)g et Un:Un—FW

Etablir que ces suites sont adjacentes.

Solution :
e Ona
n+1 n n
1 1 1
n —Up = = _— _ = — O‘
Unt1 — U Zk' n+1) T2 M~
k= O k=0 k=0

Donc la suite (uy,)nen+ est croissante.
e On a aussi

1 1 —1
_ - _ — = — < 0.
Untl = Un = Untl = Un o+ ((n—l—l)‘(n—l—l)! n-n!) n(n+ 1)(n+1)!
Donc la suite (vy,)nen+ est décroissante.
o (U — Up)nen- = (ﬁ)neN* converge clairement vers 0.

Donc les suites (t,)nen+ et (vn)nen+ sont adjacentes, donc convergent vers la
méme limite.
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Suites extraites

Définition (Extraction)

Lorsque ¢ est une application de N dans N strictement croissante, on dit que
est une extraction.

On vérifie par récurrence que toute extraction vérifie la propriété suivant.

Proposition

Si ¢ : N — N est strictement croissante, alors on a la propriété

Vn €N, p(n) > n.
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Suites extraites

Définition (Suite extraite)

On appelle suite extraite (ou encore sous-suite) de (u,)nen toute suite de la
forme

(utp(n) )nEN

ot ¢ : N — N est une extraction, c'est-a-dire, une fonction strictement
croissante.

Exemple : L'application ¢ : n — n? + 1 est une extraction ; la sous-suite
(Up(n))nen est la suite dont les termes sont : uy, uz, us, u1o, U7, tc.

Une sous-suite de (u,,)nen est obtenue en sélectionnant une infinité de termes de
(un)nen, dans I'ordre, mais « pas forcément tous ».
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Suites extraites

Exemples :

o Les suites (vBn +3") _ et (n), oy sont deux suites extraites de la suite de
terme général \/n, associées respectivement aux extractions n — 5n + 3" et
n— n?.

e Les suites constantes égales a 1 et —1 respectivement sont deux suites
extraites de la suite de terme général (—1)", associées respectivement aux
extractions n — 2n et n — 2n + 1.

e Plus généralement, les suites (uap )nen et (Uan+1)nen sont deux suites
extraites de (u,)nen appelées suites extraites paire et impaire.
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Suites extraites

Proposition (Limites de suites extraites)

Soit (un)nen une suite réelle et £ € {R, 400, —c0}.

e Si 1ir41_1 uy = ¥, alors pour toute fonction ¢ : N — N strictement
n—-+0oo

croissante, nous avons
lim w =/,
n——+o00 cp(n)
Autrement dit, toute suite extraite d'une suite (un)nen convergente,
converge vers la méme limite que (U, )neN-

e Si lim wg, = lim wug,t1 =¥, alors
n—-4oo n—+4oo

lim wu, = /.
n——+00
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Suites extraites

Démonstration.

Montrons le premier point. Supposons £ € R. Soit € > 0. Par définition de la
limite, il existe N € N tel que

VneN, n> N |u, — 4| <e
Or pour tout n > N, on a

gl zn el — o e — W e =G

n

Montrons le cas £ = 400 (Mé&me raisonnement dans le cas £ = —o0). Par
définition de la limite, pour tout M € R, il existe N € N tel que

YneN, n>N, u, > M.
Or pour tout n > N, on a

pn)>n>N = u,(n)>M = lm gy (n) = +o00.

n—-+oo
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Suites extraites

Démonstration.

Montrons le point deux. Supposons lim w2, = lim wopy1 = £. Soit € > 0. Par
n—-+oco n—-+oco

définition de la limite

dN: € N tel que Vn > N1, |u2, — €| <e.

dN> € N tel que Vn > Na, |UQ»,L+1 = Z‘ <e
Posons N = max{2N;, 2N> + 1}, et soit n > N.

e Sin = 2k est pair avec k € N, alors n = 2k > N > 2N;. Ce qui implique k& > Ny,
donc

|un — 2] = |uok — £] < e
e Sin=2k+1 est impair avec k € N, alors n =2k +1> N > 2N, + 1. Ce qui
implique k > N2, donc
|un — €] = |ugk+1 — €| < e.
Dans le deux cas

|un — €] < e.
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Suites extraites

Remarque : Ce théoréme est souvent utilisé pour montrer qu’une suite n’a pas
de limite. En effet, si on trouve deux suites extraites de (uy,)nen qui ne
convergent pas vers la méme limite, alors (uy,)nen diverge.

Exemples :

e La suite u, = ((—1)"),cy n'a pas de limite car

lim ws, = lim (=1)*" =1
n—-4o0o n n—>+oo( )
par contre
lim w = lim (-1)>"*! =—1.
n—-+oo 2n+1 n~>+oo( )

e La suite v, = (cos (n%)) na pas de limite car

lim vy, = lim cos(2nm) = 1
n—-+oo n—-+oo
par contre
. . ™
lim vgp41 = lim cos|—=+2n7m) = 0.
n—-+oo n——+oo 2
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Suites récurrentes de la forme u,, 1 =

Nous allons nous intéreser a présent aux suites récurrentes définies par :

Up4+1 = f(un)a
avec f une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle 1.

Remarque : Une telle relation de récurrence ne permet pas toujours de bien
définir une suite. Par exemple, il n'existe pas de suite définie par

u =1 et tpp1=f(un)=2+vV1—up.

En effet, comme

flug) =f(1) =2+vV1-1=2,

on peut poser u; = 2. Mais ensuite f(2)? La fonction
2++1—x n'est pas définié en 2.

Quelle valeur alors pour us? La suite (uy,)nen n'est donc pas définie.
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Suites récurrentes de la forme u, 1 = f

La proposition qui suit, nous donne une condition qui permet de garantir
I'existence de suites récurrentes du type t,11 = f(un).

Proposition
Soit f : I — R telle que I est stable par f, c'est a dire

f(I) cl.
Soit a € I, alors il existe une unique suite (up)neN Vérifiant :

Uug = a
Vn € Na Un+1 = f(un)
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Suites récurrentes de la forme u,, 1 =

Etudions quelques propriétés des suites récurrentes. Etudions d’abord la
monotonie d'une telle suite.

Proposition (Monotonie)

Soit f : I — R avec I stable par f et (up)nen définie par

u = a€l,
VneN, uppr = flup).

Nous avons :
1. Si f est croissante sur I, alors la suite (u,,) est monotone :
e Si f(uo) —wuo >0, alors (u,) est croissante.
e Si f(uog) —uo <0, alors (uy) est décroissante.
2. Si f est décroissante sur I, alors les suites extraites (ugp)nen €t (Uon+1)neN
sont monotones et de monotonie contraire. Leurs sens de variation
dépendent donc de la position de ugy par rapport de us.
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Suites récurrentes de la forme u, 1 = f(u,)

L |
ug up ug q uhuf 2 x uy 1 up uz g up x

FIGURE — Suites récurrentes par une fonction croissante (gauche) et décroissante
(droite).
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Suites récurrentes de la forme u,, 1 =

Remarques :

e Pour déterminer la monotonie de (un)nen, il peut parfois étre intéressant
d'étudier le signe de x —— f(x) — x sur I. En effet, supposons par exemple

Ve el, f(z) —x >0.
Alors, pour tout n € N, nous avons
Up4+1 — Un = f(un) — Up > 0.

Ainsi, (un)nen est croissante.

e Pour tout n € N, nous avons

flugn) =uopt1 = Uonyo = fo fluom).

Ainsi, (u2n)nen est récurrente associée a la fonction f o f. Méme chose
pour (uzn+1)nen.
e Si f est décroissante alors f o f est croissante.
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Suites récurrentes de la forme u,, 1 =

Démonstration Monotonie.

(1) Supposons f est croissante. Si f(ug) — ug > 0, alors u; > ug. Puisque f est
croissante, la relation

Unya — Uni1 = f(Ung1) — f(un)
permet alors de montrer par récurrence que (uy,)nen est croissante. En effet,

ur >ug = u2= f(u1) > f(uo) =w

= Unt1 = f(un) > f(un—1) = un

= Un+2 = f(Un+1) = f(un) = Unt1.
De méme, si f(ug) —ug < 0, alors u; < up. La relation
Un+1 — Unt2 = f(un) = f(Unt1),

nous permet comme dans le cas précédent de conclure que (uy,)nen est
décroissante.
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Suites récurrentes de la forme u, 1 = f

Démonstration Monotonie.

(2) Supposons f est décroissante. Posons
g=1rof.

Cette application est croissante sur I. Soit

Up = U2n €t Wy = U2ny1.
Alors

Un4+1 = U2p+2 = f(u2n+1) = f(f(u2n)) = g(u2n) = g(vn)

De méme
W11 = g(wn).
Ainsi, (vn)nen est récurrente associée a la fonction g. Méme chose pour

(wn)nen- Le point (1), permet alors d'en déduire que chacune des suites (vp,)nen
et (wn)nen est monotone. O

y
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Suites récurrentes de la forme u,, 1 =

Démonstration Monotonie.

Si par exemple nous supposons que (v, )nen €est croissante. On peut donc écrire,
pour tout

nelN, v, <vyqg.
Maintenant comme f décroissante, on en déduit
f(vn) > f(vn-&-l)-

Or ugy, = vy, et Ugpt2 = Vpt1, donc

Uont1 = f(uon) > f(Uont2) = Uonts == Wy > Wpqt.

La suite (wy,)nen est donc décroissante.

Finalement, si I'on suppose que (v, )nen est décroissante, le méme raisonnement
nous permet de déduire que (wy,)nen est croissante. |

v
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Suites récurrentes de la forme u, 1 = f

Etudions maintenant la convergence des suites récurrentes.

Proposition (Convergence)

Soit f: I — R avec I stable par f et (u,)nen définie par

uyg = aé€l,
Vn € Na Un+1 = f(un)

Si f est continue sur I et si (u,)nen converge vers £, alors
o=t

On dit que ¢ est un point fixe de f.

Remarque : Pour déterminer les points fixes de f, il peut parfois étre intéressant
d'étudier les points d'annulation de

x+— f(z) —x surl.
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Suites complexes

Dans le cours d'algébre vous avez commence a étudier I'ensemble des nombres
complexes C. Dans cette section nous allons étendre la notion de suite réel aux
nombres complexes.

Définition (Suite complexe)

Une suite complexe u est une fonction de N dans C

v:N — C

Pour tout n € N, on préfere noter

u, le complexe u(n).

La suite est notée u, ou plus souvent (uy), o oU (Un),~q, ou simplement (uy).
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Suites complexes

On peut se demander dans quelle mesure les définitions et les théoremes de ce
chapitre peuvent-ils étre étendus aux suites complexes. En tout cas, nous n'avons
pas droit aux inégalités dans C, donc une suite complexe ne peut pas étre
majorée, minorée ou motonone. Par contre, les propriétés faisant intervenir la
valeur absolue seront étendues en la remplacant par le module.

Définition (Suite bornée)

Soit (un)nen une suite complexe. On dit que (uy)ncn est bornée s'il existe
M > 0 tel que pour tout n € N, nous avons

|un| < M.

ol |uy,| est le module du complexe u,,.
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Suites complexes

A I'aide du module nous pouvons étendre la notion de limite aux suites complexes.

Définition (Limite d'une suite complexe)

Soit (un)nen une suite complexe. On dit que (u,)nen converge vers £ € C si
Ve>0, IN €N, Vn e N (VnzN — |un—l|§e>.

Le théoréme d’unicité de la limite est encore valable, ce qui autorise la notation

lim wu, = /.
n—-+oo

Remarques :

o |l n'existe pas de limite infinie. En effet, la notion de limite infinie n’a aucun
sens pour une suite complexe. lls sont ol —oco et 400 dans C?

e Nous avons

lim u, =¢ dans C <= lim |u, — ¢ =0 dans R.
n—-+oo n—-+o0o
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Suites complexes

Théoreme (Caractérisation de la limite par les parties réelle et

imaginaire)
Soit (un)nen une suite complexe et £ € C. Nous avons

lim wu, = /.
n—-+4oo

si et seulement si

lim Re(u,) =Re(?) et lim Im(u,)=Im(¢).

n—-+oo n—-+oo
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Suites complexes

Démonstration.

Supposons lim,,—, oo Un = £. Pour tout n € N, nous avons
0 < |Re(un) — Re(6)] = [Re(un — £)] < un — 4],

or lim |u, —¥¢| =0, donc
n—-+oo
lim Re(un) = Re(¥),

n—-+oo

par le Théoreme d’encadrement. Méme raisonnement pour conclure

lim Im(u,)=Im(¢).

n—-+oo

Supposons lim Re(u,) = Re(f) et lim Im(u,) = Im(#), alors par des opérations
n—-+oo n—-+4oo

sur les limites réels

[tr, — £] = \/(Re(un) —Re(0))? + (Im(un) — Im(£))®> — /02402 =0,

n—-+oo

donc, limy,— 400 Up = £. O
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Suites complexes

Grace au résultat précédent nous pouvons conclure :
e || est toujours vrai qu'une suite convergente est bornée.
e Les opérations d'addition, produit, multiplication par un scalaire et
inverse sur les limites donnent lieu aux mémes résultats que dans le cas réel,
a ceci prés que les symboles 400 et —co sont bannis. Nous avons de plus le
résultat suivant :

Si lim wu, =¢, alors lim @, =¢.
n—+00 n—+o0

e Le résultats sur les suites extraites sont intégralement maintenus.
En résumé :

Ce qui reste valable : Ce qui n’est plus valable :
Unicité de la limite Majorant/minorant
Une suite convergente est bornée Monotonie
Opérations sur les limites Limites infinies
Suites extraites Passage a la limite des inégalités

Théoreme d'Encadrement
Théoréme de la limite monotone
Suites adjacentes
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Chapitre 3 - Limites et continuité de fonctions

e Limite d’une fonction :

Généralités sur les fonctions.

e Limite en un point.

e Limite a droite, a gauche.

e Opérations sur les limites.

e Théorémes d'existence de limites.

Continuité :

e Définition.

e Prolongement par continuité.

e Caractérisation séquentielle de la continuité.
e Opérations sur les fonctions continues.

Les grands théoréemes de la continuité :

e Théoréeme des valeurs intermédiaires.
e Image d'un segment.
e Théoréme de la bijection.
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Généralités sur les fonctions

Tout ce que vous avez étudié sur les applications dans le cours d'algebre, nous
allons I'appliquer dans ce chapitre. Rappelons certaines notions.

Définition
Soit E une partie de R et

f+E—R
z+— f(z),

une fonction a valeurs réels.
e ['ensemble E est appelé I'ensemble de départ ou domaine de définition
de f.
e Pourtousxz € E ety € R, siy= f(x), on dit que :
e y est I'image de x par f.
e x est un antécédent de y par f (pas forcément unique).

Remarque : Etant donné une fonction f, il faudra toujours commencer par
préciser le domaine de définition de f.
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Rappelons du cours d'algeébre, les notions d’'image directe et image reciproque.

Définition (Image directe - Image reciproque)

Soit f : E — R une fonction a valeurs réels.

e Pour toute partie A de E, on appelle image (directe) de A par f, notée f(A),
I’ensemble :

flA) = {yeR:Jac A, y=f(a)} = {f(a):ac A}

e ['image de E tout entier est simplement appelée I'image de f et est notée
généralement

Imf plutét que f(E).

e Soit B une partie de R. Si toute valeur de f est élément de B(i.e. Imf C B). Alors
on dit que f est a valeurs dans B.

e Pour toute partie B de R, on appelle image réciproque de B par f, notée f ’1(B),
I'ensemble des éléments de E dont I'image est dans B :

f7H(B)={z € E, f(z) € B}.
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éralités sur les fonctions

Sur I'ensemble des fonctions réels nous pouvons définir les opérations suivants.

Définition (Opérations sur le fonctions réels)

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle commun 1.
e La somme de f et g est la fonction notée (f + g) définie pour tout x € I par

(f+9)(z) = fz) + g().
e e produit de f et g est la fonction notée f - g définie pour tout x € I par
(f - 9)(x) = f(z) - g(=).

e Supposons de plus que g ne s'annule pas sur I. Le quotient de f par g est la
fonction notée 5 définie pour tout x € I par :

-t
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Généralités sur les fonctions

La derniere opération a introduire sur I'ensemble de fonctions est la composition.

Définition (Composition)

Soit E et F' deux parties de R et
f:E—R e g:F—R

deux fonctions. On suppose f a valeurs dans F. On appelle composée de f
suivie de g la fonction g o f définie sur E par :

(g0 f)(x) = g(f(x))-
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éralités sur les fonctions

Remarques :

e La composition, en général, n'est possible que dans un seul sens, et quand
elle est possible dans les deux, on n'a aucune raison d'avoir :

fog=golf.
e La composition est associative : Soit
f:E—R ; ¢g:F—R ; h:G—R
trois fonction a valeurs réels avec
Im(f) CF et Im(g) CG.
Alors :

(hog)of=ho(gof).
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Fonction paire, Fonction impaire

Rappelons la notion de fonction paire/impaire.

Définition (Partie Symétrique)

Soit A une partie de R. Alors on dit que A est symétrique par rapport a 0, si

Vre A, —x€A.

Définition (Fonction paire, Fonction impaire)

Supposons A est une partie symétrique de R. Soit f : A — R une fonction.
e On dit que f est paire si

Vee A, f(—x)=f(z).

e On dit que f est impaire si

Ve e A, f(—z)=—f(z).
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Fonction paire, Fonction impaire

Exemples :
e Les fonctions
r—z® 5 x+——|x| ; x+——cosx
sont paires.
e Les fonctions
x+—3x ; w2 ; z+——1/z ; xr—>sinz

sont impaires.
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Fonction paire, Fonction impaire

Remarques :

e Si f est paire, alors le graphe de f est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.

e Si f est impaire, alors le graphe de f est symétrique par rapport a |'origine.

e Pas besoin d'étudier une fonction f: A — R paire ou impaire sur A tout
entier, une étude sur A NR suffit.
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Fonction périodique

Rappelons maintenant la notion de fonction périodique.

Définition (Partie T-périodique)

Soit T > 0 et A une partie de R. Alors on dit que A T-périodique, si

Vee A, z+T €A e x-—TE€A.

Définition (Fonction périodique)

Soit T' > 0 et A une partie de R, T-périodique. Soit f : A — R une fonction. On
dit que f est T-périodique ou périodique de période T si

Vee A, fz+T)=f(x).

Le réel T est alors appelé une période de f.

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 199 /277



Fonction périodique

Exemple :

e Les fonctions cosinus et sinus sont 27-périodiques, la fonction tangente est
m-périodique.
e La fonction
x— z— E(x)
est périodique de période 1.

Remarque : Pas besoin d’étudier une fonction f: A — R périodique sur A tout
entier, une étude sur une période suffit, par exemple sur I'ensemble

AN[-T,T].

C'est-a dire, si la fonction est T-périodique, on restreindra son étude a un
segment de longueur T' et on complétera la courbe par translation.
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Fonctions et relation d'ordre

Etudions quelques propriétés eventuelles des fonctions a valeurs réels.

Commencons par nous intéresser a des fonctions qui préservent (ou inversent) la
relation d'ordre usuel sur R.

Définition (Fonction croissante, Fonction décroissante)

Soit A une partie de R et f : A — R une fonction.

e On dit que f est croissante (resp. strictement croissante), si
V€A yeA, z<y = f(x)<f(y) (resp. f(z) < f(y))
e On dit que f est décroissante (resp. strictement croissante), si
VeeA yeA x<y = f(z)=f(y) (resp. f(z)> f(y)

e On dit que f est (resp. strictement) monotone, si  est (resp. strictement)
croissante ou décroissante.
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Fonctions et relations d’ordre

Exemples :

La fonction x — 2x + 1 est strictement croissant sur R.
La fonction x — —3x + 1 est strictement décroissant sur R.
La fonction & — 1/x est strictement décroissant sur ]0, +oo].

La fonction & — 2?2 est strictement croissant sur [0, +0o[ et strictement
décroissant sur | — 0o, 0[.

La fonction z — e” est strictement croissant sur R.
La fonction x — Inx est strictement croissant sur |0, +o00].
La fonction cosinus est strictement décroissante sur tout intervalle de la forme
[2km, 2k + 1)w], (k € Z)
et strictement croissante sur tout intervalle de la forme
[(2k + 1)m, (2k + 2)7], (k € Z).

Mais elle n'est pas monotone sur R.
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Fonctions et relations d’ordre

Définition (Majorée, Minorée, Bornée)

Soit A une partie de R et f : A — R une fonction.
e On dit que f est majorée sur A si

existe M € R, tel que pour tout z € A, f(z) < M.

Le réel M est appelé un majorant de f.
e On dit que f est minorée sur A si

existe m € R, tel que pour tout x € A, f(z) > m.

Le réel m est appelé un minorant de f.

e On dit que f est bornée sur A, si f est a la fois majorée et minorée sur A.

v

Exemple :
e Les fonctions cosinus et sinus sont majorées par 1 et minorées par -1.

e La fonction z —— ﬁ est majorée par 1 et minorée par 0.
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Fonctions et relations d’ordre

Définition (Maximum, Minimum)

Soit A une partie de R, f: A — R une fonction et xo € I C A.
e On dit que f admet un maximum global en x, si pour tout x € A

f(@) < f(zo).

e On dit que f admet un minimum global en x( si pour tout x € A

f(@) = f(xo).

e On dit que f admet un maximum local en x, si pour tout x € I

f(x) < f(z0).

e On dit que f admet un minimum local en x, si pour tout x € I

f(@) = f(zo).
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Fonctions et relation d'ordre

Exemples :
e La fonction cosinus admet un maximun global, en tout point de la forme :
x=2km k € Z.

e La fonction sinus admet un minimun global, en tout point de la forme :

=T ok ke

2
e La fonction 1
@) =132
admet un maximum global en 0. En effet
vz € R, < f(0) =1

1+22 —
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Limites d'une tion

Passons maintenant a étudier la notion de limite de une fonction. Pour cela,

dans tout ce qui suit, I'ensemble I désignera un intervalle de R non vide et non
réduit a un point. On notera :

o [ = I\ {extrémités de I}.
o [ = IU{extrémités de I}.
Exemples :

e Nous avons

0,8 =labl 5 labl =lab] 5 lab =labl

e Nous avons

;i la,b] = [a,b].

e Nous avons

[a,qoLoo[ = la,+oo[ =]a,+oo[ et Ja,+oo[ = [a,+o0] = [a,+oo[U{+o0}.

e Nous avons
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Limites d'une fonction

Commencons par donner une définition provisoire mais tres intuitive de la limite
de une fonction.

Définition Provisoire

Soit f : I — R et a un réel appartenant a I. On dit que
f admet une limite (finie) / € R en a

si f(z) est proche d'aussi prés que I'on veux de ¢ pour x suffisamment proche
de a.

Avec cette définition, étudions la limite de la fonction
fiax—s a®
en a = 3. Vraisemblablement
quand = tend vers 3, la fonction f(z) = 2% tend vers 9.

Selon notre définition provisoire, pour montrer la convergence de la fonction vers
9 en 3, on doit vérifier que 22 est proche d’aussi prés que I'on veux de 9, lorsque
est suffisamment proche de 3.
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Limites d'une fonction

Par exemple, supposons qu’on veut que 22 soit 3 une distance de ﬁ de 9. Pour
cela, on doit avoir

1 1
< < _
9= 100 SF@) <9+ 155

ce qui est équivalent a

1
F@) = 9< o

Et cette derniére inégalité est vraie, si et seulement si

1 1
2 _ < — 3| <
|02 = 9 < o5 = v = 3w + 31 < oo

Maintenant, comme on se intéresse ici a © proche de 3, nous pouvons supposer
lt—3l<1l = -l<zr—-3<1 = 2<z<4
= S<x+3<T.
Ainsi

|22 — 9| = |z = 3| -|z + 3] < 7|z — 3|.
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Limites d'une fonction

Par conséquent, si

1 7 1
-3|< = al 29 < = —.
o =3 < 75 alors = | < %66 = 100

Notons qu'il n'a rien de spécial sur 35, si I'on veut que
’xz — 9| <€ pour € un réel positif,
il suffit que
€
=

Ainsi, on vient de démontrer que f(x) est proche d'aussi prés que I'on veux de 9,
lorsque x est suffisamment proche de 3.

|z — 3| <
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Limites d'une fonction

Formalisons notre définition provisoire de limite, on commence par faire plus
précise la notion :

« d’étre proche de »

Dans notre exemple, nous avons vu que pour que f(z) soit proche de 9, il faut
que la distance

|f(z) — 9| soit petit.

Ainsi, le premier changement qu’on va faire a notre définition provisoire est :

Définition Provisoire 2

Soit f : I — R et a un réel appartenant a 1. On dit que
f admet une limite (finie) £ € R en a

si |f(x) — | est aussi petit que I'on veut pour z suffisamment proche de a.
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Limites d'une fonction

Maintenant, dans notre exemple nous avons vu que, pour que
|f(xz) — 9| soit aussi petit que I'on veut,
pour tout € > 0, on doit avoir
|f(x) —9] < e lorsque z est suffisament proche de 3.

Le deuxieme changement qu’on va faire a notre définition provisoire est donc :

Définition Provisoire 3
Soit f : I — R et a un réel appartenant a I. On dit que

f admet une limite (finie) /€ R en a

si pour tout € > 0, on a
|f(z) =€ <,

lorsque x est suffisamment proche de a.
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Limites d'une fonction

Il ne nous reste donc qu'a faire plus précise la phrase :
« pour z suffisamment proche de 3 »

Dans notre exemple, nous avons vu que

1
_9l < — -3 < —.
@) =9l o = k-3l < =

. s . 1
Ainsi, la propriété est vraie pour tout = € R, avec |z — 3| < =;.

tout € > 0, nous avons

De méme, pour

€
f@)-9l<e = lz-3<5
Donc pour tout € > 0, il existe un réel strictement positif

§ >0, il suffit de prendre § = ;,

tel que pour tout x € R, |z — 3| < ¢ la propriété est vraie.
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Limites d'une fonction

On est a présent prét pour donner la définition de la limite d'une fonction.

Définition (Limite en un point)

Soit f : I — R et a un réel appartenant a I. On dit que :
e [ admet une limite (finie) { € R en a, si

Ve>0,30>0,Veel, |lr—a|<Jd = |f(z) -/ <e
e f admet pour limite +oco en a, si
VM >0, 30>0,Vzel, |[t—a|<d = f(z)> M.

e f admet pour limite —co en a, si

VM <0, 30>0,Vzel, |lr—a|<d = f(z) <M.
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Limites d'une fonction

Remarque : Dire que f tend vers £ en a, c'est dire que

Pour tout € > 0, I'écart entre f(x) et £ est strictement inférieur a € dés que x est
assez proche de a.
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Limites d'une fonction

Remarque :

e |'écart § dépend de € : intuitivement, « plus € est petit, plus il faudra que x
soit proche de a pour avoir |f(x) — £] < e».

e |"écart § dépend aussi de a : intuitivement, si f a des variations « brusques »
au voisinage de a, |'écart § nécessaire n’est pas le méme que si f a des
variations « douces » au voisinage de a.

/
|
|
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Limites d'une fonction

Exemple : f admet pour limite 400 en a
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Limites d'une fonction

Etendons la définition de limite de une fonction au cas ou a = +o00.

Définition (Limite en +00)

Soit f : I — R. On suppose que +0co est une extrémité de I. On dit que :

e f admet une limite (finie) { € R en 400, si

Ve>0, 3JA>0, Ve eI, 2 > A = |f(z) — ¢ <e.
e f admet pour limite +o0o en 400, si

VM >0, 3A>0,Vzel, > A = f(z) > M.

e f admet pour limite —oco en +o0, si :

VN <0, 3A>0,Vzel, > A = f(z) < N.
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Limites d'une fonction

Exemples :
e Soit )
J@) = 5.
Alors f admet 1 comme limite en +o0.
e Soit o
fz) = m

Alors f admet 400 comme limite en +oc.

e Soit

Alors f admet 0 comme limite en +o0.
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Limites d'une fonction

Faisons de méme lorsque a = —oo.

Définition (Limite en —o0)

Soit f : I — R. On suppose que —oc est une extrémité de I. On dit que :
e f admet une limite (finie) { € R en —oo, si

Ve >0, 3B<0, Vxel, e < B= |f(z) — (| <e.
e f admet pour limite +00 en —oco, si
VM >0, dB<0, Ve el, x <B= f(z) > M.

e f admet pour limite —oco en —oo, si

VN <0, 3B<0, Vx €I, < B= f(z) < N.
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Limites d'une fonction

Exemples :

e Soit

Alors f admet —oo comme limite en —oc.

e Soit
fl@) = .
Alors f admet 0 comme limite en —o0.
e Soit s
z°+1
f@) = 3+ 1

Alors f admet +00 comme limite en —oco.

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 220 /277



Limites d'une fonction

VWieo

limf =400 aveca € R
a

Y-tech Cergy

VVioo

‘//
.

limf =(avec{e€RetacR
a
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Limites d'une fonction

Remarque : Soit f : I — R et a € I. Supposons ¢ € R. Alors

fl@) — € = |f(x) -t — 0.

r—a r—a
En particulier

T—ra r—a
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Unicité de la limite

Si elle existe, on va pouvoir parler de la limite, car il y a unicité :

Proposition (Unicité de la limite)

Soit f : I — R, a € 1.Sif admet une limite en a, cette limite est alors unique
et notée

lim f(xz) ou liénf.

T—ra

Notation : Pour tout £ € R, la relation lim f(x) = ¢ est souvent notée :
r—a

f(x)mﬁ ou f7>€
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Unicité de la limite

Démonstration.

On fait la preuve dans le cas ot a € R et la limite et finie. Elle s'adapte facilement
aux autres cas.

Raisonnons par |'absurde et supposons que f admet deux limites ¢; et /5

distinctes en a. Posons
|61 — Lo

= =22y

3
Par définition de la limite en a, nous avons

3(51>0, V.’EGI, |x—a|§51 — |f(l’)—£1|§€
02 >0, Ve el, |[x—al| <y = |f(x)—4L2 <€

Soit g = min(dy, d2). Alors pour tout € I avec |z — a| < dp, nous avons

|f(z) =] <e et |f(z)—La]<e
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Propriétés de la limite d'une fonction

Démonstration.

Ainsi, a I'aide de I'inégalité triangulaire, nous pouvons écrire
|6 — L] = |(br — f(2)) + (f(z) — £2)]
< f(@) = bf + | f(z) — £
< €+4e¢
_ ola-tl
3
Ce qui est absurde. Par conséquent, £; = /5. D'ou le résultat. O
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Propriétés de la limite d'une fonction

Etudions quelques propriétés de la limite.

Soit f:I -R,acletlcR.Si li_r>nf(:c):€, alors
xr a

lim [£(2)| = |e].

| \

Démonstration.
On fait la preuve dans le cas ou a € R. Elle s'adapte facilement aux autres cas.

Supposons a € R, et soit € > 0. Par définition de la limite en a, nous avons
I>0,Veel, z—a|<n = |f(z)—4{ <e
Ainsi, d'apres |'inégalité triangulaire, pour tout € IN Ja — 1, a + 7], nous avons

[f@ =< |f(z) =€l <e = lim [f(z)] = |4].
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Propriétés de la limite d'une fonction

Avant de continuer avec notre étude de la limite, introduisons la notion de voisinage.

Définition (Voisinage)

Soit a € I. Si a € R, alors on dit qu’une fonction f : I — R satisfait la propriété 2 (z)
dans un voisinage de a, si

30>0,Vz€la—d,a+d[NI = P(x) est vraie.
c'est-a-dire
30>0,Vzel, [r—al|<d = P(x) est vraie.

Sia = +oo, alors on dit qu’une fonction f : I — R satisfait la propriété & (x) dans un
voisinage de a, si

dJA>0,Vzel, z>A = P(x) estvraie

Sia = —o0, alors on dit qu’une fonction f : I — R satisfait la propriété & (x) dans un
voisinage de a, si

dB<0,Veel, x<B = 2(x) estvraie
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Propriétés de la limite d'une fonction

Soit f: 1 — R etacI. Sif admet une limite finie en a, alors f est bornée au
voisinage de a, c'est-a-dire :

e sia € R alors
IJmeR, IMeR, 36 >0, Ve el, [z—a|<d = m< f(z) <M.
e sia = +oo alors

ImeR, IM eR, JA>0, Ve el, 2> A = m< f(x) <M.

e sia = —oo alors

IJmeR, IM eR, 3B<0,Vzel, z<B — m< f(z) <M.
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Propriétés de la limite d'une fonction

Démonstration.
On fait la preuve dans le cas ou a € R. Elle s'adapte facilement aux autres cas.

Notons ¢ = lim f(z). D'apres la définition de la limite, pour ¢ = 1, nous avons
Tr—ra

>0, Veel, |lr—al <0 = |f(z)—¢ <1

Ainsi, pour € INja — §,a + §[, nous pouvons écrire

lf(@)] = |f(z)=L+¢ < |f(z)—4L]+ ¢ (inégalité triangulaire)
< 1414
Par conséquent, f est bien bornée au voisinage de a. ]

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 229 /277



Propriétés de la limite d'une fonction

Remarques :

e Si f: I — R admet une limite £ > 0 en a € R, alors f est minorée au
voisinage de a par un nombre strictement positif :

Im>0,36>0,Veel, [xr—a|<J = f(z)>m.

e Si f: I — R admet une limite £ < 0 en a € R, alors f est majorée au
voisinage de a par un nombre strictement negatif :

Im<0,30>0,Veel, [zr—a|<J = f(z)<m.

e Si f: I — R admet une limite non nulle en a € R, alors f est non nulle au
voisinage de a :

>0, Veel, [xr—al <5 = f(z)#0.

On a les mémes résultats lorsque a = too.
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Limites a gauche - Limites a droite

Définition (Limites a gauche et a droite)

o
Soit f:I — Reta€l.
e On dit que f admet une limite a gauche en a, si la restriction
fl1n]=o0,al

admet une limite en a. Cette limite est alors notée :

lim f(z) ou lim f(z).
r—a~ T—ra
rz<a

e On dit que f admet une limite a droite en a, si la restriction

firnla, +ool
admet une limite en a. Cette limite est alors notée :

lim f(z) ou lim f(x).
z—at T—a
r>a
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Limites a gauche - Limites a droite

Remarque : Les limites a gauche/a droite ne sont jamais que des limites au sens
initial du chapitre mais appliquées a des restrictions. Cela justifie leur unicité et la
possibilité que nous avons de leur accorder une notation. Ainsi

e Pour tout £ € R, dire que : ¢ =1lim,_,,~ f revient donc a dire que :

Ve>0,30>0,Veel,a—d<zx<a = |f(x)—{<e sileR,
VA>0,30>0,Vzel, a—d<z<a = A< f(x) sil=+o0,
VB<0,30>0,Veel,a—d<zx<a = f(x)<B sil=—o0.

e Pour tout £ € R, dire que : ¢ =1lim,_,,+ f revient donc a dire que :

Ve>0,30>0,Veel,a<z<a+d = |f(x)—¢{<e sileR,
VA>0,30>0,Veel, a<z<a+d = A< f(x) sil=+o0,
VB<0,30>0,Veel,a<z<a+d = f(r)<B sil=—c0.
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Limites a gauche - Limites a droite

Proposition

Soit f: I — R et a € I. Supposons ¢ € R, alors

lim f(z) =¢ <= lim f(z)= 1_i>m+ flz)=4 et f(a)="¢

r—a T—ra—

Remarque : Dans I'implication

lim f(z)= lim f(z)=4¢ et f(a)=¢ = lim f(z)=1¢,

T—a~ r—at r—a
I'hypothése £ = f(a) est primordial. Si on ne suppose pas £ = f(a), alors
I'implication

lim f(z)= lim f(z)=¢ = lim f(z)=2¢,

T—a~ r—at T—a

est fausse.
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Limites a gauche - Limites a droite

En effet, considérons f définie sur R par

f(x):{ 0 sizeR*

1 sizx=0.

On a bien
lim f(z) = lim f(x)=0.

z—0— z—0t

Ainsi, par la proposition précédente, si f a une limite en 0, celle ci doit
nécessairement étre 0. Posons ¢ = % Alors pour tout 6 > 0, on a

0=10-0/ <34

alors que
|f(0)=0]=1>¢e

La fonction f n’admet donc pas 0 comme limite et n'admet donc pas de limite en
0.
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Caractérisation séquentielle de la limite

Les limites d'une fonction peuvent étre exprimé a |'aide de la limite de suites numériques.

isation séq ielle de la limi

Soit f: 1 — R, LR eta € I. Les assertions suivantes sont équivalentes :
e lim f(z) = L.
r—ra

e Pour toute suite (un)nen a valeurs dans I, tel que lim w, = a, nous avons
n—-+oo

lim  f(u,) =¢.

n—-+oo

Remarques :

e Le théoreme précédente contient en particulier le théoréeme « Composition a
gauche par une fonction » de notre précédent chapitre.

e Notons que pour utiliser I'implication <= du théoréme, il ne suffit pas de montrer
que c'est vrai pour une seule suite, mais pour toutes les suites. Cela rend cette
implication difficile a utiliser sauf dans le cadre d'exercices « théoriques ». Ce
théoreme est surtout utile pour étendre certaines propriétés étudiées dans le
chapitre limite d'une suite au cas de limites d'une fonction.

CIBIA ROBE - r Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 235 /277



Caractérisation séquentielle de la limite

Démonstration.

On fait la preuve dans le cas ou a € R. Elle s'adapte facilement aux autres cas.

= Supposons que lim f(x) = £. Fixons € > 0. D'aprés la défition de la limite
r—a

I>0,Veel, [z—a|l<n = |f(zx)—4 <e

Soit (un)nen telle que lim w, = a. Maintenant, par définition de la limite
n—4oo

d'une suite
ANeN, VneN, n>N = J|u,—a|<n
= |f(un) — ¢ <e
Ainsi
oo n) =
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Caractérisation séquentielle de la limite

Démonstration.

<— Pour montrer la réciproque, nous allons procéder par contraposition.
Supposons donc que f ne tend pas vers ¢ quand x tend vers a. Ainsi

Je>0,Vn>0, Iz €, [x—a|<n et |flzx)—4L] >e

On doit montrer qu'il existe une suite (z,,)nen telle que

n—-+oo

(f(zn))nen ne converge pas vers £.

Puisque f ne tend pas vers ¢ quand x tend vers a, on peut d'aprés (3), pour
chaque n € N*, trouver z,, € I, tel que

1
|z —a| < — et |f(zn) — £ > €.
Considérons la suite (z,,)nen ainsi définie, alors il est clair que

(f(zn))nen ne converge pas vers £.

Ce qui montre la contraposé de notre implication.
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Caractérisation séquentielle de la limite

Remarque : La caractérisation séquentielle de la limite est souvent utilisé
pour montrer qu'une fonction n’admet pas de limite en a. En effet, si on trouve
deux suites (2, )nen €t (Yn)nen qui tendent vers a et telles que

(f(@n))nen et (f(yn))nen
ont deux limites différentes, alors la fonction f n'a pas de limite en a.

Exemples :
e La fonction
x +— f(x) = cos(x)
n'a pas de limite en +o00. En effet, les suites
(xn)neN = (27Tn)n€N et (yn)nEN = (7T + 2n77)n€N

divergent vers +00, mais

ngriloof(xn) = ngr}rloocos(Qﬂn) =1 et
nll)rfoof(yn) = ngriloocos(ﬂ—i—?ﬂn) = -1

Donc, f n'a pas de limite en +o0.
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Caractérisation séquentielle de la limite

e La fonction

x— f(x) = lsim (1)

€T xZ

n'a pas de limite en 07. En effet, pour tout n > 1, posons

1 1
Uy = ———— Up = —.
/2 + 2nw 2nm
Alors lim wu, = lim v, =0, mais
n——+o0o n——+00
1
f <7r/2—|—2n7r> = (n/242nn) - sin(w/2+ 2nw) =7/2+ 2n7w

f(zjm) = (2nm)-sin (2n7) =0

Donc
ngr}rloof(un) =400 et
ne f o) =0

Donc, f n'a pas de limite en 0.

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 239 /277



Opérations sur les limites d'une fonction

Il se passe avec les fonctions, la méme chose qu’avec les suites pour les opérations
de somme, produit, multiplication par un scalaire et inverse. En particulier, mémes
formes indéterminées. Résumons ceci par les tableaux suivants.

Limite de f(z)+ g(z) en a€l

lim f(x) L ¢ L +oo | —00 +o0
T—ra
lim g(x) 4 400 | —00 | 400 | —00 —00
T—a
lim (f(x) +g(z) | £+ | +00 | =00 | +00 | —00 Forme
o indeterminée

Limite de f(z)-g(z) en acT

1i_r>n f(z) £ 1 €>0|4<0]| 400 | —00 | +00 0

1i_r>n g(x) 4 too | oo | +o0 | —o0 | —o0 +o0
lim (f(x) g(z)) | £-0 | oo | Foo | o0 | +oo0 | —00 Forme
e indeterminée
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Opérations sur les limites d'une fonction

Limite de A\f(x) en a€ 1

AeR A=0 A<0
lim f(z) | 400 | £#0 | —oo | peu importe | 00 | £#0 | —oc0
r—ra
lim Af(z) | +o0 A —00 0 —00 A ~+o00
r—ra
Limite de +; en a€l
f(z) >0 flz) <0 sinon
dans un dans un
voisinage de a | voisinage de a
lim f(z) | £# +o00 0 0 0
rT—ra
lim -1~ I 0 +o0 —00 Forme indeterminée
zsa I @) £

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy
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Opérations sur les limites d'une fonction

La derniére opération a étudier sur les limites, est la composition.

Proposition (Composition des limites)

Soit f: 1 —Retg:J— R telles que f(I) C J, etac1.Si

lim f(z)=b et limg(y)=c

T—a y—b

alors

lim (g o f)(z) = c.

r—a
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Opérations sur les limites d'une fonction

Démonstration.

Faisons la preuve dans le cas ol a, b et ¢ sont des réels. Elle s'adapte facilement
aux autres cas.

Soit € > 0. Par définition de la limite de g, nous avons

>0, Vyed ly—-b<d = |g(y)—c|<e
Maintenant, par définition de la limite de f, on a

In>0,Veel, z—a|<n = |f(x)—0b <.
On a donc pour tout = € I avec |z — a| < 7, l'inégalité

l9(f(2)) — | <e

Par conséquent
lim (g0 f)(z) = c.

T—ra
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Passage a la limite dans une inégalité

Comme pour les suites, nous pouvons décrire le comportement des limites d'une
fonction par rapport a la relation d'ordre < sur R.

Proposition (Passage a la limite dans les inégalités strictes)

Soit a € I et f : I — R une fonction possedant une limite ¢ en a. Soient
m, M € R.

o Sil{ < M, alors

dans un voisinage de a.

e Sil>m, alors

dans un voisinage de a.
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Passage a la limite dans une inégalité

Démonstration.

Prouvons le premiére point, le deuxieme point se montre de la méme facon.
Suppsons £ < M.

e Si /= —o0, alors par définition de la limite

30>0,Veel, x—a|<d = f(z) < M.

C'est-a-dire, f(x) < M dans le voisinage de a donné par Ja — d,a + 6[ N I.

e Si/ € R, sachant que M — ¢ > 0 on peut, d'apres la définition de la limite,
conclure

>0, Ve el, [x—a|<d = |f(x)—4 < M—V/.
Ainsi
Veel, lt—a| <0, —M<flz)—l<M-{ = f(z)<M.

C'est-a-dire, f(x) < M dans le voisinage de a donné par Ja — d,a + d[ N I.
O

vy
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Passage a la limite dans une inégalité

Proposition (Passage a la limite dans les inégalités larges)

Soient f et g deux fonctions définies sur I & valeurs dans R et a € I. Supposons

o lim f(x)=¢€R et limg(z)="0€R,

T—a T—a
o f(x) < g(x) dans un voisinage de a.

Alors £ < V', c’'est-a-dire
lim f(z) < lim g(z).

r—ra r—a

v

Remarque : On retiendra que les inégalités strictes deviennent larges en passant a
la limite. Par exemple, pour tout

1

eER, —
. 1+ 22

>0,

mais 1
zgrfoo 1422 =0
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Passage a la limite dans une inégalité

Démonstration.

Faisons la preuve dans le cas ou a est un réel. Elle s'adapte facilement aux autres cas.

Par I'absurde. Supposons donc

36>0,Vzel, |z—a| <6, f(z)<g(x)

lim f(z) > lim g(z).

T—ra T—a

Ainsi, f(z) — g(z) < 0 dans un voisinage de a et

lim f(z) — g(z) > 0.

Tr—a

Or la proposition sur le passage a la limite dans les inégalités strictes montre que

f(x) —g(z) >0

dans un voisinage de a. Contradiction! Par conséquent, lim f(z) < lim g(z). O
r—ra r—a
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Théoremes d’existence de limites

Les théorémes

e d’'Encadrement,
e de Minoration/Majoration,

e de la limite monotone,

que nous avons vu dans le chapitre sur les suites réels, restent valides dans le cas
de limites d'une fonction.
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Théorémes d'existence de limites

Théoréme (Théoréme d’encadrement)

Soient f, g et h trois fonctions de I dans R, £ € R et a € I. Supposons

e lim f(z) =¢= lim h(z),

Tr—a Tr—ra
o f(z) < g(z) < h(x) dans un voisinage de a.

Alors

lim g(x) = ¢.

r—a
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Théorémes d'existence de limites

Comme corollaire du Théoréme d’encadrement nous avons le resultat suivant.

Corollaire

Soient f et g deux fonctions de I dans R et a € I. Supposons

) f(il?) 1:)1 0.
o il existe m € R, M € R, tel que m < g(z) < M dans un voisinage de a
(i.e. g est bornée au voisinage de a).

Alors
lim f(z)-g(z) =0.

Tr—a
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Théoremes d’existence de limites

Exemple : Déterminer si elle existe la limite en 0 de

R —R

1
T — xsin (> .
T

e La fonction x —— =z tend vers 0 lorsque z tend vers 0.
1

x

Solution : Nous avons :

e La fonction z +— sin( ) est une fonction bornée au voisinage de 0.
Ainsi, d'aprés la proposition précédente, on en déduit I'égalité
lim f(z) =0.

x—0
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Théorémes d'existence de limites

Théoréme (Théoreme de Minoration/Majoration)

Soient f et g deux fonctions de I dansR et a € 1.
e Silim g(z) = +oo, et
T—a
f(@) = g(x)
dans un voisinage de a, alors
lim f(z) = +o0.
Tr—ra
e Silim g(z) = —oo, et
T—a
f(z) < g(x),
dans un voisinage de a, alors
lim f(z) = —oo.
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Théorémes d'existence de limites

Théoréme (Théoréme de la limite monotone cas f croissante)

Soient a,b € R avec a < b et f : |a,b[— R.

Supposons que f est croissante.
e Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b, et

lim f(z) = sup f(z).

T—b™ xz€a,b[
Sinon, on a lim f(z) = +oo.
T—b~
e Si f est minorée, alors f admit une limite finie en a, et

lim f(z) = inf f(z).

z—at z€]a,b|

Sinon, on a lim f(xz) = —oc.
z—at
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Théorémes d'existence de limites

Théoréme (Théoreme de la limite monotone cas f décroissante)

Soient a,b € R avec a < b et f : |a,b[— R.

Supposons que f est décroissante.
e Si f est minorée, alors f admet une limite finie en b et

lim f(z) = inf f(z).

z—b— x€]a,b[
Sinon, lim f(z) = —oc.
T—b~

e Si f est majorée, alors f admet une limite finie en a et

lim f(z)= sup f(z).

z—at z€]a,b|

Sinon, lim f(z) = +oo.

z—at
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Théorémes d'existence de limites

Comme corollaire du Théoréme de la limite monotone, nous avons le résultat
suivant.

Corollaire

(o]
Soit f : I — R une fonction monotone et a € I. Alors, f admet des limites
finies a gauche et a droite en a et on a :

si f est croissante alors lim f(z) < f(a) < lim f(x).
T—a~ z—at

si f est décroissante alors lim f(z) < f(a) < lim f(x).
z—at z—a~
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Continuité

Définition (Continuité)

Soit I un intervalle, f : I — R une fonction et a € I. On dit que f est continue
ena si
lim f(z) = f(a).

r—a

Autrement dit, f est continue en a si et seulement si

Ve>0,In>0,Veel, lr—a|<n = |f(zx)—fle)|<e

Remarque : Géométriquement, une fonction est continue si son graphe se trace
« sans lever le crayon ».

f est continue —— f N’est PAS ST f N’est PAS
\ continue en a. f (a) \" continue en a.

[

F1GURE — Continuité en un point.
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Exemple : La fonction & — /x est continue en 2.

Solution : Nous devons montrer que
lim vz = V2.
r—2

Pour cela, notons que pour tout z € RT, nous avons

Ainsi, pour tout € > 0, prenons

Si |x — 2| <, alors
Wz —V2|<e = 111112\/5:\@.
T—

La fonction x — +/z est donc continue en 2.
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Continuité sur un intervalle

Définition (Continuité sur un intervalle)

On dit que f : I — R est continue sur I'intervalle I si elle est continue en
chaque point de I.

On note C°(I,R) ou C(I,R), I'ensemble des fonctions continues sur I dans R, i.e.
continues en tout point de I.

Exemple : Les fonctions
T—>x ; T+——expr ; T+—>CoST ; xr——>sinz
sont continues sur R. La fonction
x— T
est continues sur R>(. Finalement, la fonction
x +— In(z)

est continues sur R<g.

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 258 /277



Définition (Continuité a gauche/a droite en un point)

Soient f : I — R une fonction et a € I.

e Continuité a gauche : On dit que f est continue a gauche en a si f(a) est
la limite a gauche de f en a, i.e.

lim f(z) = f(a).

T—ra—

e Continuité a droite : On dit que f est continue a droite en a si f(a) est la
limite a droite de f en a, i.e.

lim f(z) = f(a).

z—at

4

Remarque : Une fonction f est continue en a si et seulement si f est continue
a droite et a gauche en a.
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Continuité

Exemple : La fonction partie entiére

est continue a droite en tout point de R mais elle n'est continue a gauche qu'aux
points de R\Z.
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Définition (Prolongement par continuité)

Soita € I et f:I\{a} — R une fonction. On dit que f est prolongeable par
continuité en a s'il existe une fonction

f:I—R

continue en a et telle que

fingay = -

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024 261 /277



Continuité

Proposition
Soita €I et f:I\{a} — R une fonction.

La fonction f est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet
une limite finie £ en a. Dans ce cas, un tel prolongement f : [ — R est unique,

et donné par :
oL f(x) Sil';éa,
I x'_>{ {  siz=a.

On I'appelle le prolongement par continuité de f en a (qu'on notera souvent f
sans distinction par abus de notation).
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Continuité

Démonstration.

— Supposons que f est prolongeable par continuité en a. Par définition, il existe
donc

f:I—R
continue en a et telle que ~
fingay = -

Par continuité de f en a, nous avons

f(a): lim f(a?): lim f(m)

Or fu\{a} = f, donc
fla) = lim f(z)= lim f(z).

T—a— r—at

Ainsi f admet une limite ¢ en a avec £ = f(a). Ceci prouve également I'unicité
(s'il existe) du prolongement par continuité de f en a. Ol

v
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Continuité

Démonstration.

<— Supposons que f admet une limite finie £ en a. Posons alors

14 siz=a

f:xH{f(x) siz#a

La fonction f prolonge bien f, et est continue en a puisque

f(a) = lim f(z)= lim f(z).

T—a~ r—at
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Exemples :
e Considérons la fonction
sin(z)
fizr—
x
définie sur R*. Puisque
lim sin(z) = lim sin(z) = sin(0) = sin’(0) = cos(0) = 1.
x—0 X x—0 xr — O

On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
e Fonctions puissances : Soit a € R. On rappelle que la fonction puissance
d'exposant «, notée p,, est définie sur R* par

pa(I) — & — @ ln(x).

lim z% =
x—0

+o0o sia<0
0 sia > 0.

Ainsi, si a > 0, la fonction p,, peut étre prolongeable par continuité en 0 en
posant p, (0) = 0.
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Le résultat suivant est la version continue du résultat analogue sur les limites
d'une fonction.

Théoreme (Caractérisation séquentielle de la continuité en un point)

Soit f: I — R et a € I. Les assertions suivantes sont équivalentes

e f est continue en a.
e Pour toute suite (u,)nen a valeurs dans I, tel que

lim wu, = a,
n——+oo

nous avons

lim  f(un) = f(a).

n—-+o00
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Continuité

Remarques :

e En résumé, pour une fonction continué f et pour tout suite (u,)nen
convergent, nous avons

f ( lim un> = lim f(un)
n—-+oo n—-+oo
e Ce théoreme a déja souvent été utilisé dans le contexte des suites récurrentes

Un+1 = f(un)

Si (un)nen converge vers un réel ¢ et si f est (définie et) continue en ¢,
alors

f) = f( lim un) = lim f(u,) = ngrfooun_,_l = /.

n—-+o0o n—-+o0o

C'est-a-dire, ¢ est un point fixe de f.
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Opérations sur les fonctions continues

Proposition (Somme et produit sur les fonctions continues)

Soient f et g deux fonctions continues sur I et (\, ) € R
1. Les fonctions A\f + pg, f X g sont continues sur I.
2. Si de plus, g ne s’annule pas sur I, alors 5 est continue sur I.

Démonstration.

Ces résultats découlent immédiatement des résultats analogues que nous avons vu
dans le chapitre limites de fonctions. O

| A

4

Exemples :
e Les fonctions polynomiales sont continues sur R en tant que sommes et
produits de fonctions continues.
e Pour tout k € 7Z, la fonction tan est continue sur | — 7 + km, 5 + kn[ en tant
que quotient de fonctions continues.
e La fonction rationnelle x — % est continue sur R privé de ses pdles,
c'est-a-dire des racines de son dénominateur Q.
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Opérations sur les fonctions continues

Le derniére opération a étudier sur les fonctions continues est la composition.

Proposition (Composition sur les fonctions continues)

Soit f : I — R une fonction continue sur I, et g : J — R une fonction
continue sur J avec f(I) C J. Alors, la fonction

gof

est continue sur I.
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Les Grands Théorémes de la Continuité

Passons maintenant a étudier quelques propriétés fondamentales des fonctions
continues.

Théoreme (Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI))

Soit f : I — R une fonction continue et a,b € I, tels que

fla)f(b) <0.

Alors il existe ¢ compris entre a et b tel que

f(e) =0.
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Les Grands Théorémes de la Continuité

Démonstration.

Supposons que a < b. On construit par récurrence deux suites adjacentes
(an)nel\! et (bn)neN

d'éléments de [a, b] dont la limite commune ¢ vérifie f(c) = 0. Construisons
(an)nen €t (by)nen. On pose ag = a et by = b.Pour n € N, nous allons définir a,,
et b, de facon d’avoir

b—a
bn_ n —
a on

et f(an)f(bn) <O.

Pour cela, posons m,, = % Ainsi
e si f(ayn) - f(my) <0, on pose an1 = ay, et b1 = Mmy,.
e si f(ay) - f(my,) >0, on pose a,+1 = My et byt1 = by.
Dans chacun de ces deux cas, on obtient

bp —an _b—a

Flant1)f(bnt1) SO et by —anp = —5— = 5oy
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Les Grands Théorémes de la Continuité

Démonstration.

Montrons que les suites (a,)nen €t (bn)nen sont adjacentes. Par construction
e (ap)nen est croissante, et
e (by)nen est décroissante.
e De plus, par construction, pour tout n € N, nous avons

b—a .
bpni1 — Gny1 = ot = ngrfoo bp — an = 0.

Les suites (an)nen et (bn)nen sont donc adjacentes et convergent vers la méme
limite ¢ € [a, b].

Comme f est continue, en passant a la limite dans I'inégalité f(a,)f(b,) <0, on
obtient

fle)? = f(ngglwan>f(ngrfwbn> = lim f(an)f(b) < 0.

Ainsi, f?(c) < 0. Donc f(c) = 0 et le théoréme est démontré. O
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Les Grands Théorémes de la Continuité

Théoreme (Théoreme des valeurs intermédiaires, version « existence

d'un antécédent »)

Soit a,b € R avec a < b et f : [a,b] —> R une fonction continue sur [a,b]. Alors
pour tout y entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que

fle)=y.

f(0)

/=
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Les Grands Théorémes de la Continuité

Soit y entre f(a) et f(b) et posons g(z) = f(z) —y. Alors
e La fonction g est continue, et

e g(a) et g(b) sont de signes contraires, c'est-a-dire g(a) - g(b) < 0.
Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € [a, b], tel que

fle)=y.
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Les grands théoremes de la continuité

Comme corollaire du résultat précédent nous avons le théoréme suivant.

Théoreme (Théoreme des valeurs intermédiaires, version « image d'un

intervalle »)

Si I est un intervalle et si f est continue sur I, alors f(I) est un intervalle.

Remarque : Si I est un intervalle et f : I — R une fonction continue, cette
version du TVI affirme que f(I) est également un intervalle, mais pas que I et
f(I) sont de méme nature. |l se peut que I soit ouvert et f(I) un segment
(intervalle fermé et borné), ou bien que I soit semi-ouvert et f(I) ouvert, etc.

Exemples :

f(x) = sin(z) et f(-mn]) = [-11];
g(z) = 2® et g(-11)) = [0,1]
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Les Grands Théorémes de la Continuité

Théoreme (Théoreme des bornes atteintes)

e Toute fonction continue sur un segment (intervalle fermé et borné) y est
bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, si f : [a,b] — R est continue
sur [a,b], alors il existe ¢ € [a,b] et d € [a,b] tels que pour tout x € [a, ],
nous avons

fle) < f(z) < f(d).

e [’image d’'un segment par une fonction continue est un segment.

Remarques :

e Nous avons vu que la continuité ne préserve pas la forme des intervalles en
général, mais en tout cas une chose est siire, un segment est toujours
transformé en un segment.

e Sur un intervalle borné qui n’est pas un segment, une fonction continue n'a
aucune raison d'étre bornée en général. Par exemple, la fonction tangente sur

J-5.51

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy 276 /277

Analyse (Pré-ING1) 2023/2024




Les Grands théorémes de la Continuité

On fini ce chapitre en étudiant la réciproque d’'une fonction continue.

Théoreme

Soit f : I — R une fonction continue. Alors f est injective sur I si et
seulement si f est strictement monotone.

Théoréme (Continuité d'une réciproque)

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I réalise une
bijection de I sur l'intervalle f(I). Sa réciproque est de plus continue et
strictement monotone sur l'intervalle f(I) de méme monotonie que f.

Nicolas ARANCIBIA ROBERT / CY-tech Cergy Analyse (Pré-ING1) 2023/2024



	Généralités
	Valeur absolue
	Puissances et racines carrées
	Somme et Produit
	Fonctions Trigonométriques

	Nombres réels
	Majorant - Minorant et Max - Min
	Borne supérieure et inférieure
	Densité
	Limite d'une suite réelle
	Suites extraites
	Suites complexes

	Généralités sur les fonctions
	Théorèmes d'existence de limites


