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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte quatre exercices. L’ordre dans lequel ceuz-ci sont traités n’est pas imposé.
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Exercice 1. (8 points) : Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des fonctions suivantes.
Sinon, justifier pourquoi il n’y a pas de limite. :

1. limwll—i-l—\/T.
x—0 T T

Solution : (2 points) Nous avons
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Solution : (2 points) Nous avons
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Solution : (2 points) Nous avons

—1 — 0
lim S =1 gy cos@) = eosO) o) = Zsin(0) = 0.
z—0 x z—0 z—0
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Solution : (2 points) Nous avons
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La limite n’existe donc pas.

Exercice 2. (4 points)
1. Donner la définition exacte, avec les quantificateurs, des propositions suivantes :
a) lim f(z) = 400, ol a est un nombre réel.
Tr—a

Solution : (1 point) Supposons a et ¢ sont des nombres réels. La limite de f en a est égal
a /l, si et seulement si

VM >0,30>0, VxeR, |[zr—a|<d = f(z)> M.

b) lim f(x) =/, ou £ est un nombre réel.
T—r—00

Solution : (1 point) La limite de f en —oo est égal a ¢, si et seulement si

Ve>0, 3B<0,VzeR, e <B = |f(x)—/{<e.

2. Utiliser la définition exacte (avec les quantificateurs) pour prouver que :

5 + 2
im = 3.
z—=2 x+ 2

Solution : (2 points) Soit € > 0. Montrons qu'il existe § > 0, tel que pour tout = € R,
avec |[r — 2| < 4, on a




Maintenant, pour tout z € R, nous avons

595—1—2_3SE 5x+2_3x+6 <e
x + 2 T+ 2 T+ 2
:1:—2’
<= 2- <e.
T+ 2

Comme nous cherchons la limite en 2, nous pouvons supposer > 0, ce qui nous donne :

1 1 r—2| |x—2|
>0 = 242>2 — — < - = <
r+2 2 T+ 2 2
Ainsi pour avoir
ox + 2 x—2
—3l=9. <
z+2 ‘ x+2‘ =
il suffit d’avoir
|z —2|
9. — z—2/ <
2= e-2l<e
On peut donc choisir
0=c¢e,

pour conclure

5 2

Ve >0, [t —2/<4¢ vt —3’§5
x4+ 2
Exercice 3. (6 points)
1. Soit f la fonction définie sur R\ {1} par
r—1

(a) Etudier la continuité de f sur R\ {1}.
Solution : (1 point) Les fonctions
r—1 et -1
sont continues sur R\ {1}. De plus la fonction 23 — 1 ne s’annule pas sur R\ {1}. Leur
quotient
r—1

f@)= 5

définit donc une fonction continue sur R\ {1}.




(b) Démontrer qu’on peut prolonger f par continuité en 1. Préciser la valeur prise en 1 par
ce prolongement.

Solution : (2 points) En effectuant la division euclidienne de x3 — 1 par  — 1, on
obtient

P-1 = (z-1)@*+z+1)

Ainsi, pour tout z € R\ {1}, nous avons

-1 z—1
f(x)_mB'—l  (z—=D(22 4z +1)
B 1
224+x+1
Par conséquent
. . 1 1
lim flz) = lm e 7 =3

Comme la limite de f en 1 existe, nous pouvons prolonger f par continuité en 1 en
définissant

2. Soit f : R — R définie par

Etudier la continuité de f sur R.
Solution : La fonction

r — E(x)

est une fonction continues sur R\ Z & valeurs dans R™. Ainsi la composition x — E(z) avec
x — +/x définit une fonction continue sur R \ Z, et on peut dire le méme de la fonction
E(z)+ +/z — E(z). Il ne nous reste que a étudier la continuité de f sur Z. Soit n € Z, nous
avons :

lim E(z)++zx—Ex) = limn—-14++z—(n—-1)

r—=n— T—n—
= n—1+y/n—(n-1)=n—-1+1=n.
et
lim E(z)++z—FE(x) = lm n++vz—n

z—nt T—=n"

= n+vn—n=n.

Par conséquent

lim E(z)+ vz — E(x) = f(n) = lim E(x)+ x — E(x).

T—n" z—nt

La fonction f est donc continue sur R.



Exercice 4. (7 points)

1. Enoncer le Théoréme des valeurs intermédiaires. (1 point)

2. Soient f, g : [a,b] — R continues telles que f(a) < g(a) et f(b) > g(b). Montrer qu'il existe
c € [a,b], tel que

Alors
e ¢ est continue.
e De plus :
fla) <g(a) = ¢(a) = f(a) —g(a) <0
f0) > gb) = (b) = f(b) — g(b) > 0.
Ainsi

$(a) <0< (b).

D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € [a, b], tel que :

Ppc) =0 = fle)-yg(0)=0 = [f(c)=glc)

3. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue.

(a) Montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que

fle)=c.
Solution : (2 points) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par :
o(z) = f(z) — .
Alors
e ¢ est continue.
e De plus :
f0)€[0,1]] = 0<f(0) = ¢(0)=f(0)-0>0
fep,1] = fH)<1 = ¢(1)=f(1)-1<0
Ainsi

¢(1) <0 < ¢(0).

D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € [0, 1], tel que :

$c)=0 = flc)—c=0 = f(¢)=c



(b) En déduire que ’équation cos xz = x admet une solution comprise entre 0 et 1.
Solution : (1 point) Nous avons

0,1] € [0,%} —  cos([0,1]) C cos [0, g} — [0,1].

D’apres la question précédente, il existe donc ¢ € [0, 1] tel que cos(c) = c.
(c) En déduire qu’il existe a € [0, 1] tel que la fonction f définie sur R par

2242 :
fa) = {— o]
a

2® —cos(ax) -x+ 3 siz <1’

soit continue en x = 1.
Solution : (1 point) La fonction f est continue en 1 si et seulement si

2

e — 2x + 2 1 1
Iim =—— "=~ = f(1)=aq — -
Iinlr{ po 5 f(1) =a — cos(a) + 5

si et seulement si
a — cos(a) = 0.

Or d’apres la question précédente, il existe a € [0, 1] tel que cos(a) = a.



