Exercice 1 :

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes. Sinon, justifier pourquoi il
n'y a pas de limite.

1. a, :\/n3+3n—\/n3+2
7n* +3"
5" +2n

2. b, =

nmn
3. ¢, = tan(—
5

2n

[ 1 . o . In(1 +x)
lim ———

4. d, = |1+ — . On pourra utiliser la limite suivante : =1.

n x—0 X

Correction :

(\/n3+3n—\/n3+2)(\/n3+3n+\/n3+2J - n3+3n—(n3+2)

1. a4, = =
’ \/n3+3n+\/n +2 \/n3+3n+\/n3+2
31 -2 3" 3-1
a, =
\/n3+3n+\/n3+2 [ / ] [\/1++\/1+]
2

‘W[/HNH;J

Le numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers +co(1+1) = + oo
Conclusion :

im a, =0
n— +oo
4
3”[7L+1} 7t
R Rt _[g]” o
' "osnion { 2n]_ 5 2
5M1+ = 1+
5" 5"
7n* 7n*

lim = lim =0 par croissances comparées,

n—+oo 3N n— +oo enln(?)



n 2n
im — = lim

= (0 par croissances comparées,
n— +oo {1 n— +oo enln(S)

n
lim [—] =0 suite géométrique de raison g <1.

n— 400

Conclusion :
lim b, =0

n— +oo

. : nr . . :
3. Pour étudier la suite ¢,, = tan(?], considérons les suites extraites cs,;, et Cs;41-

n— +oo

nm
. (5 = tan(?] =tan(nmt) =0 = lim cs5, =0.

Gn+1)m Tt Tt . T
e (5,41 = tan B = tan|nm + = = tan = =cste = lim cs5,41 = tan 3k

n— +co

La suite ¢, possede deux suites extraites qui ont des limites différentes, donc elle n'a pas de
limite.
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2n
1 1
4, d, = [1+ —2] = exp[anln[1+ 2]]
n n
1
In[1+—
1 n[ +n2]
-2

On peut écrire : 21 ln[l +— !

n 2
2
. In(1+x) .1 . "
Sachantque : im —= =1, et que lim — =0, on obtient par composition :
x—0 X n— +oo n2

In|1+ - Inf1+ -

n + ;2 n + nfz
lim —— =1 — lim 2———— =2 = lim d, =¢’
1 — +00 1 1 — +00 1 1 — +00
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Exercice 2 :

Montrer, en revenant a la définition de la limite, que :

. 3n2+5
1. lim wu, =3,pouru, = ——.
n— +oo n*-2



2. lim v, = —oo,pourv, = —11n +8.

n— +0o0
Il vous est demandé de déterminer le rang N a partir duquel on |u,, — €| < €, ou bien u,, > A
ou bien encore u,, < Bpourune > 0,un A > 0 ouun B < 0 fixés.

Correction :
1. lim u,=3 < Ve>0,ANeN, Vn>N, |u,-3|<e
n— +o0o

2
Soit € > 0 fixé. Peut-on trouver un rang N a partir duquelona: |u, — 5' <€e??

312 45 3n2 +5-3(n?-2)
un—3‘<(—:<:>‘ 5 —3‘<e<:>’ 5 ‘<e
n-—2 n-—2
11 11
un—3‘<e<:>‘ ‘<e(:> <€
n%-2 n>-2

9 11 , 11 11
U, -3|l<e = n"-2>— &S n">—+2 = n>_[—+2
€ € €
. 11 .
Il suffit donc de prendre N = E — +2|+1,pouravoir: Yn >N, |u,-3|<e€
€

2. Iim v,= -0 < VB<0, ANeN, Vn>N, v, <B

n— +o0o

Soit B < 0 fixé. Peut-on trouver un rang N a partir duquelona: v, < B ??
v, <B < -1ln+8<B < -1ln<B-8 < 11ln>8-B
8—-B
o, >A &S n>——
11

Il suffit donc de prendre N = E[T] + 1, pour avoir: Vu > N, v, > A

Exercice 3 :

Soit (#4,,),eN UNe suite réelle convergente avec  lim u, = - 3.

n— +oo
Montrer que I'on peut trouver unrang N € IN a partir duquelona: -4 < u, < —2.
Autrementdit, AN €N, Vu >N, -4 <u, < -2.

Correction :
lim u,=-3 < Ve>0,ANeNN, Vn>N, |u,+3|<e

n— +oo



Si on choisit € = 1, cette définition nous garantit que :
ANeN, Yu>N, |u,+3| <1
Or: lu,+3|<1 & -1<u,+3<1 < -1-3<u,<1-3
Donc on a bien : ANeN, YVu>N, -4<u,< -2

Exercice 4 :

n k
-1
Soit (1,,),en la suite définie par: u, = E ( ') .
k=0 k!
Oonpose :a, = Uy, et b, = Uy.
Montrer, a I'aide de ces deux suites extraites, que la suite (u,),en €St convergente.

Correction :
2n+2 2
¢ CDF QD
a) Ayl — Ay = Up(u+1) — Uon = Uy — Uy = Z — - 2
k! k!
k=0 k=0
(_1)2n+1 (_1)2n+2 -1 1
Donc : a4y —a,= +

= = + <0
n+1)! 2n+2)! @2n+1) 2n+2)!
La suite a,, est décroissante.

B B B 2n+3 (_1)k 2n+1 (_1)k
b1 — by = Upm+1)+1 — U2n+1 = Up43 — U4l = E -
k=0 k! k=0 k!
-1 2n+2 -1 2n+3 1 1
Donc : bn+1—bn—( ) +( )

= = - >0
2n+2)! (2n+3)! 2n+2)! (2n+3)!
La suite b,, est croissante.

2n+1 ko 2n k 2n+1
(-1) D" _ (=D
b) bn_an:uZH 1~ Uy = - =
" ,Z;‘) k! ,Z% k! 2n + 1)!

(_1)2n+1
—— =0 = lim b,-a,=0
n—+eo (21 + 1)! n— 400
c¢) Les deux suites sont adjacentes, donc d'aprés le théoreme de méme nom, elle sont

convergentes vers la méme limite.
d) Les deux suites extraites u,,, et up,,1 convergentvers la méme limite, par
conséquent, la suite mere (u,),, est convergente vers cette méme limite.

Exercice 5 :



On consideére la suite (1,,),en définie par récurrence de la maniére suivante :

Uy = V4 +3u,

1. Etudier la convergence de cette suite pour 1y = 0. On se placera dans I = [0; 7].
On vous demande de justifier la stabilité de I, de déterminer le sens de variation de la
suite, de justifer sa convergence et enfin de déterminer sa limite.

2. Méme question en partant de uy = 7.

Correction :

1. Il s'agit d'une suite récurrente définie a l'aide de la fonction : x — f(x) = V4 + 3x
* Lintervalle I = [0; 7] est stable par f car:
xe€l = 0<x<7 =0<3x<2] = 4<4+3x<25

— Vi< Vi+3r<V25 = 2<f(x)<5 = f(x) el
« f estcroissante surI = la suite u,, est monotone.
up=0 = uy :f(uo):Z.
Uy > uy = U, croissante .
 Tous les termes de la suite se trouvent dans l'intervalle I, puisque 1y € I. On en déduit
u, croissante et majorée par7 = u, convergente vers { €1

* 1, estune suite récurrente définie a l'aide de f = ¢ estun point fixe de f.

* Les points fixes de f sont les solutions de f(x) = x.

2 — x2-3x-4=0

fx)=x < V4+3x=x <& 4+3x=x
On trouve 2 solutions: =1 ¢ I et ¢ = 4 unique point fixe de f dans I.

 Conclusion : lim u, =4

n— +00

s Uy=7 = ug Zf(uo)=5.
U <uyg = u, décroissante .

 Tous les termes de la suite se trouvent dans l'intervalle I, puisque 1y € I. On en déduit

u, décroissante et minorée par0 =— u,, convergente vers { € |



* 1, estune suite récurrente définie a l'aide de f = ¢ estun point fixe de f.
et ¢ = 4 unique point fixe de f dans I.

« Conclusion : lim u, =4

n— +00
Exercice 6 :

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes. Sinon, justifier pourquoi il
n'y a pas de limite.

2n+3  3n?+(-1)"
= +1 .

1.z, =
5-n? n?+1
2nm
2. z,=¢e 3 .
Correction :
2n+3  3n?+(-1)"
1. z, = 5 +1 5
5-n n-+1
2n+3 . 2n
Re(z,) = et lim — =0.
5-— n2 n— +oo —112
3n? + (-1)" . 3n?
Im(z,) = ———— et im — =3.
n?+1 n—+oo p?
Finalement, lim z, =0+ 3i = 3i.
n— +oo
2m
2. Pour étudier la suite z, = e 3 , considérons les suites extraites z3, et Za,i1.
Z,2(371)71
e zz,=e 3 =¢?M=1 = lim z3,=1.
n— +oo
20@n+1)n ) 21 271
— 2nm+i— — . . .
« Zgp1=e€ 3 =e 3 =e3d =cste =] = lim zz41 =] # 1.

n— +oo
La suite z,, posséde deux suites extraites qui ont des limites différentes, donc elle n'a pas de
limite.



