Corrigé DM 2

Exercice 1 :

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes. Sinon, justifier pourquoi il
n'y a pas de limite.

1. a, =n2—‘\/n4—3n2+1
e + 2"

e +1
2

N
3. cn:smT

4. d, =4/3-sin(n?).

2. b, =

Correction :

(nz—‘\/n4—3n2+1)(n2+‘\/n4—3n2+1) n*— (n*-3n%+1)

1. a, = =
n’+ Vn4—3n2+1 n2+‘\/n4—3n2+1
2 1 1
n“|3-— _
3n% -1 ( nZJ 3= 2
an = = =
5 3 1 5 3 1 3 1
nol+ [1-—+— nofl+ [1-—+— I+ [1-—+—
n n n n n n
Le numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers (1 +1) =2
Conclusion :
Iim a, = —
n— +oo




b, =¢e"
1+e™
5 n
1+{—2]
e
lim e"= +00 et Ilim — =1 =5 lim b, = + o0
n— 400 n—o+c0 | 4" n— 400

. n’mn
3. cn:sm[—]
3

Considérons les suites extraites suivantes : Cg,; et Cg41-

61)> 36n?
* Con = Sin[( ") n] = in[ ! n] = sin(12n2n) = cste =0
Donc lim c¢¢, = 0.
n— +oo
(61 +1)27 (36n* +12n+1)m -
* Cene1 = SIN f = sin 3 = sin[(lan + 4n)7z + 5)

Tt

Consl = sin[g) = cste = 7

Donc lim cq, =

n— 400

La suite ¢, possede deux suites extraites qui ont des limites différentes, donc elle n'a pas de
limite.

4. d, =4/3-sin(n?).
“1<sin(n?) <1 = 2<3-sin(n?) <4 = V2<4/3-sin(n?) < V4

>[5

1 In2 In?
n - - n
V2=2r=en e lim — =0 = lim V2=e"=1
n—+oo N n— 400
1 In4

" -
Méme chose pour \/1 =4" =¢ " | Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure

lim d,=1

n— 400

Exercice 2 :



Montrer, en revenant a la définition de la limite, que :

LI 2 1-2n
. lim wu, = -, pouru, = .
w1 T g PO T
2. lim v, = + o0, pourv, =3In(n+5).

n— +oo

Il vous est demandé de déterminer le rang N a partir duquel on |u,, — €| < €, ou bien u,, > A
ou bien encore u,, < Bpourune > 0,un A > 0 ouun B < 0 fixés.

Correction :
. 2 2
1. lm u,=- < Ve>0,ANeN, ¥Yu>N, |u,—-|<e
n— +o0 3 3

2
Soit € > (0 fixé. Peut-on trouver un rang N a partir duquel ona: |u, — 5' <€e??

2‘ 1-2n 2‘ ‘3(1—2;1)—2(2—311)
U, —-| <€ & -—-l<e &=
2-3n 3 3(2-3n)
2‘ ‘ -1 ‘ 1
U, ——| < —— | <€ & ———<e€
3 3(2-3n) 3(3n -2)
2 1 1 1 6
un—‘<e<:>3(3n—2)> S n>-—+6 &S n>—+ -
3 € € 9% 9

1 2 2
Il suffit donc de prendre N = E[ 9— + 5] +1, pouravoir: ¥Yn >N, |u, - 5| <€
€

2. lim v, = +00 < VA>0,AN€eN, VYu>N, v,> A

n— +0o

Soit A > 0 fixé. Peut-on trouver un rang N a partir duquelona: v, > A ??
A

A -
v, >A < 3Inn+5)>A < 1n(n+5)>§ & n+5>e3

A

v, >A & n>e3 -5
A

Il suffit donc de prendre N = E(eg — 5) + 1, pour avoir: Yn > N, v, > A
Exercice 3 :

Soit (14,,),eN UNe suite réelle.

On suppose que les 3 suites extraites (13,,) eN, (Uzn+1)neN €t (Uz,42)neN POSSEdent la
méme limite réelle £.

On veut montrer que lim u,, = £. Pour cela fixons un nombre € > 0.

n— 400



1. Justifer qu'il existe un entier N7 € IN, Vn > Ny, |uz,—€| <€
2. Justifier gu'il existe de méme N, et N3 qui réalisent la méme condition pour 13,1 et

U3zp42.
3.0npose N = Max(3N7 ; 3N, +1; 3N3 +2).
Montrer que : Yn > N, |u, — €| < € et conclure.

Correction :
1. lim uz,=¢ < Ve>0,ANeIN, Vn>N, |uz,—{€| <e€
n— +0o

Une fois € > 0 fixé, la définition précédente nous garantit I'existence d'un entier
N1 €N, Vn> Ny, |uz,—€| <e

2. Unefois € > 0fixé, lim wuz,;1 =¢ =— AN, €N, VYn > N,, |uz,1—-C€| <€

n— +0oo

Deméme: lim uz,;p =¢ = ANz €N, VYn > N3, |uz;o—{] <e.

n— +00

3. Onpose N = Max(3Nq; 3N, +1; 3N3 +2).
Soit 1 un entier supérieur ou égal a N. Selon le reste de la division euclidienne de # par 3,
nous avons 3 cas :
« reste =0 =— n = 3k aveck € IN. Dans ce cas :
n>2N —=n=3k>3N; = k>2N; = |lugr -] <e = |u,—{| <e
«reste=1 — n =23k+1aveck € IN. Dans ce cas :
n=2N —=>n=3k+1>23N,+1 = k>N, = |ugy1 - €| <€ = |u,-€| <e
« reste =2 — n =23k+2aveck € N. Dansce cas:
n2N —=n=3k+2>23N3+2 = k>2N;3 = |ugrpp €| <e = |u,-{€| <e
Dansles 3cas,onalemémerésultat: n>N — |u,—-{| <e
On peut donc toujours trouver un rang N a partir duquelona: |u, - €| <e€
Donc Ye >0, AN€IN, Yn>N, |us,—-{|<e < lim u,=¢

n— 400

Exercice 4 :

On pose x;,, = Z —

Montrer que ces suites sont adjacentes et conclure.

Correction :



n+1

1 w1 1
a) X1 xn—g]kz D e
La suite x,, est croissante.
1 1 1 1 1 1 1
yn+1_]/n=xn+1+m_[xn+;]=xn+1_xn+n+1_£:(n+1)2+n+1_;
~ _n+n(n+1)—(n+1)2_ -1 <0
S n(n +1)>2 T+ 1)?

La suite y,, est décroissante.

n— +co

1
b) v,-x,=- = lm y,-x,=0
n

c) Les deux suites sont adjacentes, donc d'apres le théoréme de méme nom, elle sont
convergentes vers la méme limite.

Exercice 5 :

On consideére la suite (1,,),en définie par récurrence de la maniére suivante :
Upp1 =3+ —
uTl
Etudier la convergence de cette suite pour 1y = 2. On se placeradans I = [1; 5].

Correction :

Il s'agit d"une suite récurrente définie a I'aide de la fonction : x = f(x) =3+ —
X

* L'intervalle I = [1; 5] est stable par f car:
2 2 2 2 2 2
xel = 1<x<5 = -<-<- = 3+-<3+-<3+-
5 «x 1 5 X 1

- 3+§<f(x)<5 — fwel

. f est décroissante sur I = les suites extraites 15, et u,,1 Sont monotones de
sSens opposeés.

u0=2 — U3 =f(u0)=4 == Uy =f(1/l1)=§.

Ur > Uy = Uy, Croissante — 1y, 1 décroissante.



 Tous les termes de la suite se trouvent dans l'intervalle I, puisque 1 € I. On en déduit

Uy, croissante et majorée par5 = u,, convergente vers {1 € I
Uo,4+1 décroissante et minorée par 1 = u5y,,1 convergente vers £, € I

* Uy, estune suite récurrente définie a l'aide de f o f = {7 est un point fixe de

fof

U»,+1 €st une suite récurrente définie a l'aide de f of = {, est un point fixe de

feof.

* Les points fixes de f o f sont les solutions de f o f(x) = x.

2 2x 11lx+6
Or fof(x)= X)N)=3+—=3+ = .
fof) = ) =3+ — =3+ 200 =0
X
11x+6
fof(x)=x <= IO _x e 146 =322+ 2x
3x+2

foflx) =x < 329 —6=0 ¢ x2-3r-2=0

3-4/17 3+117

On trouve 2 solutions : 5 ¢l et €= 5 ~ 3.56 unique point fixe

dans I.

« Nous avons donc forcément : {1 = €, = €.

3+V17
Conclusion : Iim wuy, = Iim uy,;1=¢ — 1lm u,=0=—"—.

n— +o00 n— +oco n— +oco 2

Exercice 6 :

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes. Sinon, justifier pourquoi il
n'y a pas de limite.
2ni —5n? + 3i

1.z, = > .
n-n“i+4
343i)

2. Z, = - .

Correction :

. 2ni-5n2+3i  —5n2+i@n+3) (-5n’ +i2n+3)) (7n+4+n?)
. 2y = = =

Tn-n%i+4  Tn+4-ni (7n+4)% + (n2)



—35n° — 20n% — 5n*i + i(14n2 + 21n + 8n + 12) — (2n° - 3n?)

Zy = 5
7n +4) + (n?)
—37n% —=17n2 +i(-5n* + 14n% + 291 + 12)
Zy =
n* +49n° + 561 + 16
—37n° - 17n> . =37’
Re(z,) = et lim =0
n* +49n° + 561 + 16 n—teo  pt
—5n* + 14n% + 291 + 12 . —5nt
Im(z,) = n 5 et lim = —O
n*+49n- +56n + 16 n—+o0 p
Finalement, et lim z,=0-5i= —5i.
n— +oo
Autre méthode :
n2[£-5+3—"] I
2ni — 5n% + 3i g n?) n2
Zy = - 7 1 = . L = - ) 2
n—-n-i+ nz[__i+_2] Lit
n n n n
. .2 . 3i : 7 . 4
Ensuite : Iim —=lim —= lim —= lim — =0
n—>+oon 1’1—)+00n2 Tl—)+00n I’l—>+00n2
21 2 3i 3 7 7 —4 4
car leurs modules ‘ = —; ‘ = —; “ = —; ‘ = ont tous
n n 02 02 n n 2 n
pour limite 0.
. . -5 .
Conclusion : lim z, =— = —-bi.
n— +oo —1

34 3i)" 343 3V (3] 3V2
2. Zn=[ ] =a", avec a= et la| = [_] +[_] — Y2 .06

7 7
|z,| = |a”| = |a|" suite géométrique de raison |a| < 1. On en déduit :

lim |z,/]=0 = lim z,=0.

n— +0oo n— +oo



