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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des
justifications.

Le sujet comporte 6 exercices. L’ordre dans lequel ceuz-ci sont traités n’est pas imposé.

OO0

Exercice 1 (4 points) : Résoudre, dans R, les équations suivantes :

1. tanx = 2sinx. (2 points)

Solution : Il faut d’abord préciser 'ensemble de définition de I’équation. C’est celui de la
tangente, c’est-a-dire

D:R\{g+kw, k:eZ}.
Pour tout x € D , nous avons

sinz

tanx = 2sinx < = 2sinx

cosx
<= sinx = 2sinxcosx
<= sinz = sin(2z).

<— 2x=x+4+2kr,k€Z ou 2x=m—x+2kn, ke’

2k
— z=2knm,k€Z ou xz%%—%,kjeZ
Ainsi, ’ensemble solution est donné par
w  2km
2kn, =4+ —, k€Z,.

2. cosz +sinz =1+ tanz. (2 points)

Solution : Il faut d’abord préciser ’ensemble de définition de 1’équation. C’est celui de la
tangente, c’est-a-dire

D:R\{g+k’7r, k:eZ}.



Pour tout x € D , nous avons

sinx

cosx +sinz =1+tanx <= cosz +sinx =1+
cos T

cosx + sinx

z=9%r, keZ ou x:—x—g-i-le, kel

<= cosz +sinx =
cos T

< cos’x —cosx + cosrsing — sinx
<= cosz(cosx — 1) +sinz(cosz —1) =0
<= (cosz —1)(cosz +sinz) =0

. ™
<= cosz=1 ou cosx:—sma::cos(a:—FE)
<~
<~

r=2knm, k€Z ou J}:—g—f—kﬁﬂ', keZ.
Ainsi, 'ensemble solution est donné par

{Qk‘ﬂ', —% +km, k€ Z} .

Exercice 2 (4 points) :
1. Démontrer les égalités suivantes :
—FE(x) siz€Z,

(2) B(-z) = { _E@) -1 sizer\z PO

six— FE(x 1
(b) E(2z) = { 2E(ffﬂ Sm_ggmi ; %f (1.5 points)
Solution :
(a) On a:

o siz€Z, alors E(x) =2 et E(—z)=—uz.
e siz e R\Z, alors
E(r) <z < E(x)+ 1.

Donc
—E(x)—1< —z < —E(z).

Ce qui nous permet de conclure

e Pour tout x € R, nous avons
E)<z<Exz)+1 = 0<z—-E(z)<lL.
Ainsi, on a deux cas a étudier.
e 5Si0<xz— E(x)<1/2alors
E(z) <z < E(x) + % s 2B(z) < 22 < 2B(x) + 1.
Or E(2z) est le plus grand entier inférieur ou égale a 2x, par conséquent

E(2x) = 2E(x).



e Sil/2<x— FE(x) <1 alors
1
E($)+§§$<E(l‘)+1 = 2E(z)+1<22<2E(x)+2=(2E(z)+1)+ 1

Or E(2z) est le plus grand entier inférieur ou égale a 2x, par conséquent
E(2z) =2E(x) + 1.
2. Résoudre I’équation suivante d’inconnue x € R : (1.5 points)

E(2z) =5+ E(—x).
Solution : Nous avons trois cas a étudier
e Six € 7Z, nous avons
E(2z) =2z et E(—x)= —u.
Par conséquent
E(2x) =5+ FE(-z) < 2x=5+—=x

— 3r=5

5

— = —,
"T3

Or x est un entier, ainsi sur Z, ’équation n’admet pas de solution.
e Si0<xz— E(z)<1/2, nous avons

E(2z) =2E(x) et E(—z)=—-E(x)—-1

Par conséquent

E2z) =5+ FE(—x) <= 2E(z)=5—-FE(zx)—1
= 3E(z) =14

Or E(x) est un entier, ainsi sur ’ensemble des réels vérifiant 0 < z — F(z) < 1/2, ’équation
n’admet pas solution.

e S5il/2 <x— E(x) <1, nous avons
E(2z) =2E(x) + 1.
Par conséquent

E(2z) =5+ E(—x)

Exercice 3 (4 points) : Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :



1. |z —1] < |22 + 1| + 1. (2 points)
Solution : Nous avons
lt—1|<|2z4+1|+1 <= —|2z+4+1]-1<z-1<[2z+1]+1.
Deux cas a étudier.
2x+1>0 : alors

—2zx4+1-1<z—-1<[2z+1]+1 <<= —22+1)—-1<z-1<(2x+1)+1
— 2r—2<zx-—-1<2x+4+2
— 20—-2<zx—1 et z—-1<2zx+2
1
<= —§§x et —3<ux.

Ainsi, dans l'intervalle [—%, 400 [, I’ensemble solution est donné par

]

—R2z+1-1<z-1<[2z+4+1|+1 <= (2z+1)—-1<zx-1<—-2z+1)+1
<— 2r<zxr—1< -2z

2x +1 <0 : alors

<— 2z <z—1 et z—-1<-2x

— < -1 et <

W=

Ainsi, dans l'intervalle ]—oo, —% [, I’ensemble solution est donné par
|—o0, —1].

Par conséquent, I’ensemble solution est donné par

]—o0,—1] U {—;, —i—oo{.

2. |z +2| < |z —4|. (2 points)

Solution : Nous avons

Ve +2] < |z —4 lz+2| < (x—4)? =28z +16

—2? 482 —16 < (x+2) <2?—8x+16

—22 482 —16< (z42) et (z+2)<2®>—8z+16
—2? +T7x—-18<0 et 0<z®—9z+14

—2? +T7x—18<0 et 0< (z—2)(z—7).

1reuy

Or —22 + Tz — 18 ne posséde pas de racines réels. Par conséquent,
Ve eR, —a®+7z—18<0.
Ainsi
Vig+2|<|z—4 <= 0<(z—2)(z—T7)
et ensemble solution est donné par

] —00,2] U [7,+00].



Exercice 4 (4 points) : Calculer les sommes et les produits suivants :

" /1 1
LY (- ——=—) (15 point
k:1<k n+1—k) (15 points)

Solution : N

S (i wrE) "X DariE

k=1

On effectue ensuite le changement d’indices j = n + 1 — k dans la deuxiéme somme. On a
1<k<n = -1>2-k>-n = n>n+1-k>1 = n>j>1.

Ainsi
n

kzn+1— Zi

Par conséquent
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3. Simplifier le produit H <1 — ﬁ) . (1.5 points)
k=2

Solution : Nous avons

k=2 k=2
B ﬁ(k D(k+1)
n k-k
k=2
B ﬁkil k+1
N k k
k=2 k=2
1L n+l n+tld
on 2 o

Exercice 5 (6 points) : On considére les ensembles A et B suivants

A:{xeR\{l}:%§2x—5<11} ; B:{ﬂ—i——:neN*}.

n n

5



1. Les ensembles A et B sont-ils majorés, minorés ? Justifier votre réponse. (1.5 points par en-
semble)
Solution : Commengons par étudier ’ensemble A. Nous avons

2z —5)(x —1) —2

r€A <— <2rxr—-5<1l <«<— 0< et <8
r—1 r—1
22 —
r—1
20 — 1 —
= 0 DTS
x_

En faisant un tableau de signe, nous pouvons conclure que
1
reEA < z€ ({2,1[ U [3,+oo[> N] — oo, 8.

Ainsi .
A= [1[ U 3.8l
2
Par conséquent, A est majorée par tout réel supérieur ou égal a 8, et A est minorée par tout
réel inférieur ou égal a %

Etudions maintenant I’ensemble B. On commence par noter que, pour tout n € N, nous avons
e si n est pair, alors

—1)" 3 - 2 3
(-)'=1 = ( )Jr—:— = O<( )+—§f.
n n n n 2
e si n est impair, alors
-nH" 2 1 -2
(-)'=-1 = ( )+—:— — 0<( )+7§1
n n n n
Ainsi
" 2 3
VnEN*,O<< )+*§*~
n n 2

Par conséquent, B est majorée par tout réel supérieur ou égal a %, et B est minorée par tout
réel inférieur ou égal a 0.

2. Pour chaque ensemble A et B déterminer, s’il existe, les bornes supérieure et inférieure ainsi
que le plus grand et le plus petit élément. Justifier votre réponse. (1.5 points par ensemble)

Solutions : Commencons par étudier I’ensemble A. D’aprés la question précédente, nous avons

A= [;1[ U 3,8].

Donc .
supA=8 et minA=infA = 7

Etudions maintenant ’ensemble B. D’aprés la question précédente, nous avons

(=n"

+-<

2
n

Do o

Yn e N*, 0<




Ainsi, % est un majorant de B qui appartient & B. Ce qui nous permet de conclure

max(B) = sup(B) = g

Finalement, pour tout n € N* on a

3
3

Donc par passage a la limite, on obtient

(=D 2 o .
0= lim + — > lim inf(B) = inf(B).
n—-+o0o n n q——+00
Or, on sait que 0 < inf(B). Par conséquent
inf(B) = 0.

Notons que 0 ¢ B, donc B ne possede pas de minimum.
Exercice 6 (3 points) : Soit A un sous-ensemble non vide et borné de R et x € R. On définit

r+A={r+a: xe€A}.

Montrer que A + x est une partie bornée de R (1 point) et que

sup(x + A) = x +sup(A). (2 points)

Solution : Puisque A et majoré et non vide, il existe M € R, tel que pour tout a € A, nous avons
a<M = a+x<M+u.

Par conséquent, A + = est majorée et il admet une borne supérieure. Montrons

sup(A +z) = sup(A) +
par double inégalité. Soit a € A, alors

a<sup(4) = a+z<sup(A)+z.

Ainsi A + x est majorée par sup(A) + z. On en déduit que

sup(A + ) < sup(A) + x.
Maintenant, pour tout a € A, on a

at+zx<sup(A+z) = a<sup(4d+zx)—uz.

D’ou on déduit que sup(A+z)—x est un majorant de A. Puisque sup(A) est le plus petit des majorants
de A, nous pouvons écrire

sup(A) <sup(A+z) —x = sup(4)+z <sup(A+x).

Puisque
sup(A) + x <sup(A+x) et sup(A)+z>sup(A+ x)

on obtient
sup(A + B) = sup(4) + z.



