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Exercice 1 : Résoudre, dans R, les équations suivantes :
1. sin(3z) = cos(z). (1 point)
Solution : Nous avons

sin(3x) = cos(x) sin(3x) = sin (1; + E)

2

[27] ou 3mzw—x—g[2ﬂ]
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20 = g [271] ou 4z = g [27]

295:%—1—21%, keZ ou 4x:g+2/m, kel

= x:%—l—kw, ke Z ou x:g—l—%r, kel

Ainsi, 'ensemble solution de ’équation sin(3x) = cos(z), est donné par
7 T km 7 7 o
T T pept =0T T o Ckezl.
{4+/€7r,8—|-2 ke } {4+k7r,8+k7r,8+k7r ke }
2. tan? (3z 4+ %) — 3 = 0. (1,5 point)
Solution : Pour tout = € R tel que 3z + % # I +kr, k € Z (ie. v # % + % ), nous
avons

tan? (3x+%>—3:0 <= tan® <3x+ﬁ) =3

= tan(?)a:—i-g)::l:\/g
== tan(?)x—kg):j:tan(g)
<:>t<3+ﬂ)t<7r) t<3+7r)t<7r)
a —)=tan(—=] ou ta — ) =tan(—=
n(3z+g n{z u tan {3z + < n{-g
= Sx—l—%:%[w] ou Sx—i-g:—g [7]
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2
<— 3r=knm, k€Z ou Sx:—g—kkw,kez
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— x:?ﬂ,kEZ ou xz—%—l—%,kzez

Ainsi, ’ensemble solution de ’équation tan? (Bx + %) — 3 =0, est donné par
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3. (bE(x)+2)-(3E(x)+6) =0. (1,5 point)

Solution : Nous avons

2 6
(bE(x)+2)- (3E(x)+6)=0 < E(x)= —F ou E(z) = 5= —2.
Or pour tout z € R, E(z) est un entier. Donc 'equation E(z) = —2 n’a pas de solution.

Ainsi

(5E(x)+2)- (3E(x)+6)=0 <= Ex)=-2 <= zec[-2—1].

Exercice 2 : Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
1. |2 +1] < 1. (1 point)
Solution : Il faut que x # 0 : Cette inéquation est équivalente a —1 < i +1<1

e Six > 0, on obtient —x < 1+ z < x ce qui impossible.

e Siz <0, on obtient x < 1+ < —z ce qui implique que z < —%.

Donc, S; =] — oo; —3[.

2. (2E(z) +1)? < 4. (1,5 point)
Solution : On cherche & résoudre (2F(x)+1)% < 4 ce qui est équivalent a [2E(z) + 1| <
2 -2 <2E(x) +1 < 2. On obtient
3 1
—§<E(x)<§ & —1<E@)<0 & —-l<z<l.
Donc, Sy =] — 1;1].
3. Va2 —1<2—uz. (1,5 point)
Solution : On cherche a résoudre v/x? — 1 < 2 — . Tout d’abord, cette inéquation est
définie si 22 — 1 >0 et 0 < 2 — 2, ce qui équivalent &

r €] —o0; —1]U1;2[.

Dans ce cas, en passant au carré de deux cotés, on obtient

P —l<4—dr+2° & dr<b @x<§.

Donc, S3 =] — oo; —1] U [1; 2].

Exercice 3 : Calculer les sommes et les produits suivants :

- k
1. § :—. (1,5 point)
~ (k+1)!

Solution : Nous avons

~ ko (k+1)—1
“ok+1 1
- ; k+1D!  (k+1)
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2. Z T ( ) (1,5 point)

Solution : Nous avons

3
3. H (1 point)
Solution : Nous avons
[I=5-¢ = T]¢ 5)-Hek
k=0 k=0
_ ( 5)n+1 Zk ok
= (pye

Exercice 4 : On considére les ensembles A et B suivants
1
A={zeR:2"-2>0 et |z—1] <3} ; Bz{(—l)”—i——:nEN*}.
n

1. Les ensembles A et B sont-ils majorés, minorés ? Justifier votre réponse.
Solution : (1 point) Commengons par étudier 'ensemble A. Nous avons
TE€EA = 1°-2>0cet [1—-1/<3 < 2°>2 et —-3<x-1<3
— (:cg—\/ﬁ ou :c2\/§) et —2<x<4
= € (]—o00,—vV2] U [V2,00))N] — 2,4
— zec]-2-V2 U [V24]

Ainsi

A

| —2,—V2] U [V2,4].

Par conséquent, A est majorée par tout réel supérieur ou égal a 4, et A est minorée par
tout réel inférieur ou égal a —2.

(1 point) Etudions maintenant 1’ensemble B. On commence par noter que
e si n # 0 est pair, nous avons



e si n # 0 est impair, nous avons

1 1
(—1)"=—=1 et 0<-—<1 = —l<(-1)"+-<-1+1=0.
n n

Ainsi

Vne N, (=1)"+ €]~ 1,0] U }1,2}

Par conséquent, B est majorée par tout réel supérieur ou égal a %, et B est minorée par
tout réel inférieur ou égal a —1.

. Pour chaque ensemble A et B déterminer, s’il existe, les bornes supérieure et inférieure
ainsi que le plus grand et le plus petit élément.

Solution : (1,5 point) Commencons par étudier 'ensemble A. D’aprés la question pré-

cédente, nous avons
=]-2,—V2] U [V2,4]

Donc
supA=4 et infA=-2.

L’ensemble A ne posséde ni de maximum ni de minimum.

(2,5 points) Etudions maintenant I'ensemble B. D’aprés la question précédente, nous
avons

Vne N, (<1)"+ €]~ 1,0] U }1,2}

or 3 1 3
“=(-124+- = - €B.
2 (=17 + 2 2
Alinsi, % est un majorant de B qui appartient & B. Ce qui nous permet de conclure
3
sup B =max B = 3"

Pour trouver la borne inférieure de B, étudions la suite
2k +1 2k + 1

Vk €N, up = (—1)% 4

Pour tout k£ € N, nous avons

Donc par passage a la limite (la limite preserve les inégalités larges), on obtient

—1= lim w; > lim inf B = inf B.

k—+o0 k—+o0

Or comme -1 est un minorant de B, et inf B est le plus grand de minorants, on conclut
inf B > —1. Par conséquent, I’ensemble B ne posséde de minimum et

inf B=—1.



Exercice 5 : Soit A un sous-ensemble non vide borné de R,. On définit
VA= {(Ve: ze A}.

Montrer que

inf(v'A) = \/inf(A).
Solution : (2 points) Comme A est borné et positive, alors inf(A) existe et il est positif. Comme
A est non vide, alors v/A l'est aussi. De plus, v/A est positive et borné. Done, inf (\/Z) existe
et positif.
Maintenant, pour tout z € A, x > inf(A) > 0. Comme la fonction = — +/z est strictement

croissante, on en déduit que
Vv > 4/inf(A), Vx e A.

Donc, +/inf(A) est un minorant de v/A. Il reste & montrer que 1/inf(A) est le plus grand
minorant de v/A. Supposons par absurde qu’il existe € > 0 tel que /z > inf(A) + ¢ >
inf(A) > 0. En passant au carré, on obtient

x > inf(A) + 2e4/inf(A) + €* > inf(A).

Ce qui est impossible car inf(A) est le plus grand minorant de A. Finalement, inf(v/A) =

\/inf(A).



