CYCLE PREPARATOIRE - PREMIERE ANNEE
TECH REMEDIATION - 2021/2022

SUITES NUMERIQUES
DEMONSTRATION PAR RECURRENCE

Exercice 1 (Suites géométriques)
Soit la suite géométrique de premier terme vy = 3 et de raison 2.

1. Démontrer par récurrence que Vn € N, v, = 3 x 2".

2. Généraliser pour une suite géométrique de raison g et de premier terme vyg.
Solution
(Définition de la propriété)
Pour tout n € N soit la propriété P, : u, = %(5 -3")

(Vérification au premier rang)

1 1
. 5(5 -3% = 5(5 —1) =2 =wug donc Py est vraie.
(Hérédite)

1
e Soit n € N. On suppose que P, est vraie. C’est & dire u,, = 5(5 —-3M).

On veut montrer que pour tout n € N, si P, est vraie, on a P, ;1 vraie. On choisit donc un n quelconque, on
suppose que P, est vraie et on va essayer de montrer que P, ;1 est vraie. Puisque n était quelconque, on a
bien démontré que pour tout n € N, si P, est vraie, P, 41 est vraie.

On veut montrer que P,11 est vraie, c’est & dire u,+1 = 3 X on+l

On a 4 = 2u, =2 x 2" =2""!

Donc P, est vraie.

On a montré P(n) = P(n+1)

Conclusion

1
e Donc par récurrence, Vn € N, u,, = 5(5 —3").

Exercice 2 (Démontrer une formule)
Soit la suite (uy,)nen définie par : ug = 2 et Vn € Ny uyq1 = 3u, — 5.

1
Démontrer par récurrence que Vn € N, u,, = 5(5 -3")

Solution

Pour tout n € N soit la propriété P, : u, = 3 x 2"
1 1

. 5(5 -39 = 5(5 —1) =2 = wug donc Py est vraie.

1
e Soit n € N. On suppose que P, est vraie. C’est a dire u,, = 5(5 —3").

1
On veut montrer que P,y est vraie, c’est a dire u, 11 = 5(5 —3nth

1 15 3n+1 5 3n+1

Donc P, 11 est vraie.

1
e Donc par récurrence, Vn € N, u,, = 5(5 —3M).

Exercice 3 (Démontrer une formule)
n(n+1)(2n + 1)

Démontrer que Vn € N* 12 +22 432 4 +n? =

Solution

e On définit P :VneN, P,:12+22+3%24+ .. . +n?=




o Initialisation
a w =1 =12, Donc P; est vraie.
e Héréditée
Soit k € N, k > 1, supposons que Py est vraie, c’est & dire que
P4+22 432+ .+ k= —k<k+1)6(2k+1)

On veut montrer que Py est vraie c’est a dire

PP4+22 43+ 4+ (k+1)° = (k+ V(k+2)2k+3)
5 .

On a

12422432+ 4k +(k+1)2

= (1P+22 432+, )+ (k+1)?

k(k+1)(2k+1
_ Ak DEETD) )6( )+(/€+1)2
k(2k +1) +6(k + 1)

=(k+1)

6
2k> +k+6k+6
=(k+1)

2k* + 7k + 6
=(k+ 1)#
Or (k+2)(2k +3) =2k +3k +4k +6 =2k> + Tk + 6
On obtient bien la formule attendue.
Donc la propriété Py est vérifiée.

... at-on Py ?

e On a vérifié V'initialisation et ’hérédité donc on peut conclure que Vn e Non >1, 12422432+, . +n? =
nn+1)(2n+1)

6

Exercice 4 (Initialisation)

Soit la suite (wy, )nen définie par ug = —1 et Vn € N, u, 41 = u?.

Que peut-on dire de la suite ? Qu’y a-t-il & démontrer ?

Solution

En calculant les premiers termes on obtient : ug = —1,u; = l,us = L,uz =1,...

On peut émettre ’hypothése que Vn > 1,u,, = 1 mais il faut le démontrer par récurrence.

Exercice 5 (Initialisation)
Soit la suite (uy,)nen définie par Vn € Nyu, =1+ 3n

1. Pour tout n € N, calculer w, 1 — uy.

En supposant que u,, est un multiple de 3, démontrer que u,+1 est un multiple de 3.

2. Peut-on en déduire que Vn € N, u,, = 1 4 3n est un multiple de 37
Solution
Si w, est un multiple de 3, alors w,, = 3k alors up,4+1 =1+ 3(n+1) =14 3n+ 3 = u, + 3 comme u, et 3 sont
des multiples de 3 alors w1 est un multiple de 3.

On ne peut en déduire que Vn € N,u, est un multiple de 3 car la propriété est fausse pour u; = 1, ce qui
constitue un contre-exemple : I'initialisation n’est pas vérifiée.

Exercice 6 (Définition d’une suite)

1
1. Peut-on définir la suite v, pour tout n € N, par v, 11 = O avec vg = —— 7
1+wv, 4
1
2. Peut-on définir la suite u par, Vn € N, w11 = ———— avec ug = = 7
1+ u, 2
Solution
1 -1 1 — 1 —-1/2
1.'00:—7 v1:741:7 1)2:732:—71)3:7:—
4 -1 =3 1-2° 2 1-1/2

On ne peut pas calculer v4 donc la formule ne définit pas une suite.

2. Par récurrence, on démontre que la suite est définie :
e On définit P :Vn € N, P, : u,, existe et u,, >0
e On a ug existe et ug > 0 donc P, est vraie.



e Soit k € N, on suppose Py : ux = (k + 1)3 + 1 vraie on va montrer que Py : uj existe et uy > 0 est
vraie.

On a uy existe et uy > 0 donc 1 est défini (c’est ugy1) et ugq1 > 0 donc Py est vraie.

2
e Donc puisque l'initialisation et I’hérédité sont vérifiées,

on a
Pour tout n € N, u,, est défini et la suite est définie.

Exercice 7 (Sens de variation et monotonie)

Soit la suite (uy,),>1 définie par récurrence par : uy; = V2 et pour tout entier n > 1, Upi1 = V2 + Up.
1. Calculer us,us, uyq .
2. Montrer par récurrence que (uy)nen €st croissante et que pour tout n € N*,0 < u,, < 2.
3. Etudier la convergence de la suite (uy), -, -

Solution

1. Onau = vV2,us = \/2+V2,u3 = 2+ 2+\/§u4_\/2+\/2+ 2+

2. Pour montrer que (u,) est croissante, il suffit de montrer que

Vn € Nyun < up41
e On va donc démontrer par récurrence P telle que
VneN, P, :0<u, <tupq1 <2

On définit P:Vn e NP, :u, =vn+9
eOnal0< V2 <\2+4+ V2 car 2 <24 V2 et la fonction racine carré est croissante sur Rt donc Py est

vraie.

e Soit k € N, on suppose Py, : 0 < uy < upy1 < 2 vraie on va montrer que Pgyq 10 < upq1 < ugqo < 2 est
vraie.

Ona0<u, <upyr <done 2 <2+ u, <24 upyr §2—|—\f2.

On applique la fonction racine carré qui est strictement croissante sur rplus, 2 < v/2 + uy, < \/ 24+ upr <

\/2+\/§. donc 2 < ugy1 < upra <\ 2+ V2

Or2>0et\/2+ V2 < v/2 4+ 2 < 2. En utilisant & nouveau la croissance de la fonction racine carré.
Donc P41 est vraie.

e Donc puisque 'initialisation et I’hérédité sont vérifiées, on a
Vne N0 <up <upgq <2
La suite est donc croissante.
3. La suite est coissante et majorée donc elle est convergente.
Soit f :x + V2 +x, f est continue donc la limite de la suite [ vérifie [ = 2 + 1 avec | > 0
On résout 12 —1 — 2 = 0. -1 est solution (évidente). L’autre solution est 2 (le produit des solutions est
-2 = E). 2 est bien solution de ’équation f(I) =1 et c’est la seule solution possible de (u,,) converge vers
2.

Exercice 8 (Démontrer un encadrement)
Soit la suite (uy,)nen définie par : ug = 0.4 et Vn € N upq1 = duy (1 — uy).

1. Calculer uy,us et des valeurs approchées de ug, uy
2. Démontrer que Vn € N, 0 < u,, < 1
3. La suite est-elle monotone ?
Solution
1. On a u; = 0.96, uy = 0.1536, ug = 0.52002816, u4 = 0.9983950491228058, us ~ 0.00641
e On définit P par VP(n) :n € N,0 < up, < 1
e On a bien P(0) vraie car 0 < up < 1

e Soit n € N, on suppose 0 < u,, < 1 alors 4u,, > 0 et 1 — u,, > 0 donc le produit est strictement positif
donc w41 > 0 done P(n + 1) est vraie.



e DoncVn e N0 < u, <1

2. On observe que ug < uy et uy > us donc la suite n’est pas monotone.

Exercice 9
On counsideére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et Vn € Ny uyq1 = up + 2n + 3.
1. Etudier la monotonie de la suite (uy,)nen.
2. Démontrer que Vn € N, u,, > n?
3. Conjecturer une expression de u,, en fonction de n puis démontrer la propriété conjecturée.

4. Quelle est la limite de la suite (uy,)nen ?
Solution

1. Vn € NJup4+1 —up = 2n+ 3 > 0 donc la suite est strictement croissante.
2. Par récurrence :
e On définit P : Vn € N, u,, > n?.
e On a ug =1 donc ug > 0 donc P(0) est vraie.
e Soit n € N, on suppose que u,, > n?.
Onatng=u, +2n+3>n>+2n+3 > (n+1)>+2> (n+1)? Donc P(n + 1) est vraie.
e Donc, par le principe de récurrence, ¥n € N, u,, > n?.
3. Les premiers termes de la suite sont 1, 4, 9, 16
On conjecture u, = (n + 1)?
On le démontre par une récurrence facile : calcul pour I’hérédité : La formule & obtenir est u,41 =
(n+2)>=n?+4n+4
Upp1 =Un +2n+3=n+1)2+2n+3=n?+2n+1+2n+3=n?+4n+4. CQFD
4. La limite de (uy) est +oo (produit de limite).




Pour aller plus loin ...

Exercice 10 (Démontrer une formule)
Dans chacun des cas suivants calculer les premiers termes de la suite u, conjecturer pour tout réel n une formule
explicite de u,, et la démontrer par récurrence :

l.up=3etVn e N wupi1 = vVu,?2+ 1

2. uyg=letVneN un+1:un+3n2+9n+7.

3. ug=letVneN un+1:un+3n2+3n+1.
Solution

1. Onau0:3,u1:\/ﬁ,u2:\/ﬁ,u3:\/ﬁ.

On "devine" que la formule est en n puisque on gagne 1 & chaque pas. On cherche donc u, = vVn + ...,
puis on propose u, = vVn + 9.
On va donc démontrer par récurrence que Vn € N, u, = vn+9

e On définit P:Vn e N, P, : u, = vn+9

e On a v0+ 9 =3 = ug donc Py est vraie.

e Soit k € N, on suppose Py : up, = Vk + 9 vraie on va montrer que P41 : ug+1 = Vk + 10 est vraie.
Onaugn =\/ui+1=vn+9+1=+vn+10

Donc Pj41 est vraie.

e Donc puisque 'initialisation et I’hérédité sont vérifiées, on a Vn € N,u, = vVn+9
2. Onauy=1,u =2, uy =9, us = 28. On conjecture que Vn € N,u,, = n> +1
e On définit P:VYneN,P, :u, =n®+1
eOna0®+1=1=ug donc Py est vraie.
e Soit k£ € N, on suppose Py : uy = k3 + 1 vraie on va montrer que Pyt ugy1 = (k+ 1)3 + 1 est vraie.
Onaugry =up +3k* +3k+1=k+14+3k* +3k+1=(k+1)>+1
Donc Py est vraie.
e Donc puisque 'initialisation et I’hérédité sont vérifiées,
onaVnéeNu, =n+1
3. Onawug =1, u =8, up = 27. On conjecture que Vn € N,u,, = (n+ 1) +1
e On définit P:Vn € N, P, :u, = (n+1)* +1
eOna (0+1)%+1=ugdonc Py est vraie.
e Soit k € N, on suppose Py, : up = (k -+ 1)® + 1 vraie on va montrer que Pyiq : ugpy1 = (k+2)% + 1 est
vraie.
On aupiy = up+3k*+9k+7 = (k+1)° +3k* + 9k +7 = k3 +3k% + 3k + 1+ 3k* + 9k +7 = k> + 6k + 12k +8
Or (k+2)* =k +6k* + 12k + 8
Donc Py est vraie.
e Donc puisque l'initialisation et ’hérédité sont vérifiées,
onaVneNu,=Mn+1)>+1

Exercice 11 (Démontrer une formule*)
On pose pour tout n € N* S, =13 +23 + 3%+ . 4+ n3.

2 2
n“(n+1
Montrer par récurrence que pour tout n € N* |, S, = %
Solution
2 2
n“(n+1
oVn € N soit la propriété P, : S, = %

22 32
Ll 9=13+4+23 =S, donc P, est vraie.

e Soient n € N, on veut montrer que si P, est vraie alors P, 11 est vraie.

2 2 4 3 2
. . +1 +6n°+13n“+12n+4
Supposons que P, est vraie, c’est a dire S,, = n(n ) - n 4” "

37nQ(n2—|—2n+3)—|—n3—|—3n2—|—3n—|—1

e On a

Spn+1 =5, +(n+1) 1
n*+3nd+6n2+3n+1

4
Alors B (n2 +2n + 1) (n2 +4n + 4)

. 4
n*4+6n° 4+ 13n2 + 12n 4+ 4
4




(n+1)%(n +2)?

Donc S, +1 = donc P,y est vraie.

N

n%(n+1)>2

e Donc Vn € N, S, = 1

Exercice 12 (Démontrer une formule)

Soit (un)n>1 la suite définie par récurrence par :
n+1

U,
3n
n

1
Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1, u,, = n(§> .

u; = 3 et pour tout n € N*, u, 11 =

Solution

o On définit P : Vn € N*u,, = n (;) )

1 1
e Onawuy = l(g) donc P(1) est vraie.

1 n

e Soit n € N, on suppose que u, =n (3) .
1

- X
3

1 1 1 \" 1\ "
Onaunﬂzn+ ><fun:nJr X nx(3> (n+1)<)
n

3 n 3

Donc P(n + 1) est vraie.

1 n
e Donc, par le principe de récurrence, u,, = n <3) .

Exercice 13 (Nombre d’opérations pour calculer un terme)
La suite (x,,) est définie pour tout n € N par g = 3 et xp,41 = 2z, — 1.
La suite (y,) est définie pour tout n € N par yo = 1 et yp4+1 = 2y, + 3.
1. Pour calculer x59 combien faut-il d’opérations ?
2. Démontrer par récurrence que , = 2" + 1.
3. Pour calculer x50 avec la formule du 2), combien faut-il d’opérations ?

4. Démontrer par récurrence que 2z, — y, = 5 et en déduire I'expression de y,, en fonction de n.
Solution

1. La réponse dépend de ce que 'on appelle opération. On supposera que +, *, —, %, 2™ est une opération.
Dans ce cas on a besoin de 2 opérations pour calculer z,,41 en fonction de z,. Donc pour x50, on a besoin
de 100 opérations.

2. @ On définit P : Vn e N, P, : ,, = 2" 4+ 1.

20+1

e On a + 1 =3 =z donc P, est vraie.

e Soit n € N, on suppose que z,, = 2" + 1 est vraie.
Onaz, =22, —1=2x2""1 42 _1=2ontl 41
Donc P(n + 1) est vraie.

e Dongc, par le principe de récurrence, =, = 2" + 1.

3. Avec la formule du 2, il faut 3 opérations.
4. o On définit P : Vn e N, P, : 22, — y,, = 5.

e On a2zxy—yg=6—1=>5donc Py est vraie.

e Soit n € N, on suppose que 2z, — y, = 5 est vraie.
On calcule :

2Tk41 — Ynt1
=2 (224 — 1) — (242 + 3)
=4xo — 2y —2—3
=2(2x9 —y2) — 5
=2x5-5
=5
Donc P(n + 1) est vraie.

e Donc, par le principe de récurrence, 2x,, — y, = 5.
Donc Vn € N,y, =272 -3



Exercice 14 (Sens de variations)

Soit la suite (u,,) définie par : ug=1et Vn € N w,q1q = féun + 1.
1. Montrer que Vn € N,0 < u,, < 1.
2. Cette suite est-elle monotone ?

Solution

1. Par récurrence :
e On définit P par VP(n) :n € N,0 < up, < 1
e On a bien P(0) vraie car 0 < up < 1

2 2 2 2
e Soit n € N, on suppose 0 < u, < 1 alors 0 > ——u, > —— et1>77un+1>175d0nc

) ) )
3
0< 5 <Un41 < 1 donc P(n + 1) est vraie.

e DoncVne N0 <u, <1
3 19
2. uozletu1:g:0.6etu2:%=0.76

donc cette suite n’est pas monotone mais semble convergente.

Exercice 15 (Encadrement et monotonie)
Soit la suite (uy),>0 définie par récurrence par :

1
up = 2 et pour tout n = 0, up41 = §un + 3.

1. Montrer que cette suite n’est ni une suite arithmétique, ni une suite géométrique.
2. Montrer par récurrence que, pour Vn € N, 0 < u,, < 6.

3. Etudier la monotonie de la suite (uy,)nen-

4. Etuder la convergence de la suite (u)nen

Solution

1. Onawug =2, u; =4 et up =5 donc u; — us # u; — ug donc la suite n’est pas arithmétique et o % £
donc la suite n’est pas géométrique. o
2. Par récurrence :
e On définit P par VP(n) :n € N,0 < u, <6

e On a bien P(0) vraie car 0 < up < 6

1 1
° SoitneN,onsuppose0<un<6alorsO<Eun<3et3<§un+3>6donc0<3<un+1<6donc
P(n+ 1) est vraie.

e Donc Vn e N,0 < u, <6

1 6 — up 6 — u,
3. VneN,un+1—un:—§un+3: Y Comme 0 < u, < 6, 2u

croissante.

> 0 donc (u,) est strictement

1
4. La suite étant monotone et bornée, elle converge vers une solution de x = —z + 3. Cette équation a une

seule solution qui est donc la limite 6.

Exercice 16 (Suites de fonctions)
Pour tout entier n € N\ {0,1} démontrer que la fonction f, : x — 2™ est dérivable sur R et que

Vo € R, f/(z) = na™ !

Solution
Pour tout entier naturel n > 2, on définit la propriété

P, : f, x> 2" est dérivable et Vo € R, f/ (z) = nx !

e Initialisation pour n = 2



On veut montrer
P, : f5 est dérivable et Vo € R, fi(z) = 22271 = 2z

P; est vérifiée car f5 est la fonction carré.
o Hérédité
Soit n € N tel que n > 2.

On veut montrer que si P, est vraie alors P,y c’est & dire,
si f,, est dérivable et Vo € R, f/,(z) = na" !

alors f,41 est dérivable et Vo € R, f, 1 (z) = (n+1)z"
On suppose que f, est dérivable et Vo € R, f/ (z) = na"*

Alors Vo € R, fr41(x) = af,(x) donc comme fi : x — x et f,, sont dérivables, alors f,1 est dérivable comme
produit de fonctions dérivables.

De plus Vo € R, £/, 1(2) = 1 x fo(z) + 2z x fi(x) = 2" + 2na""' = (n+ 1)2"

Donc la propriété P, ;1 est vérifiée.

e Donc Vn € N, f,, est dérivable et Vo € R, f/ () = na" "
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SUITES NUMERIQUES
ETUDES DE CONVERGENCE DES SUITES

Exercice 17 (calcul de limites)
Déterminer les limites des suites suivantes (définies pour pour tout entier n non nul) :

3 )

n=(1-2 243 b) u, = =dn— 14—
a) u, = ( n) (n* +3) ) u T om c) u n +\/ﬁ
1\ 2
d) u, = <2 + )
n
Solution
a) lim 1—2n=—ocoet hm n? + 3 = +oo0. b) lim wu,=0
n——+o0o n—+o00 n—+00
Donc par produit de limites lim w, = —oc0
n—+00
) lim —14 - ——1done I + d 1 2+1 2 donc 1 4 duit
c im —1+— =—-1donc lim wu, =+ im — =2donc lim wu, =4 par produit.
n—-+o0o \/ﬁ n—-+oo n—-+o0o n——+oo p b
Exercice 18 (calcul de limites)
a) u, = —n*++n b) u, = —3n* + 6n c) un:32+i
n2 —
—2n? +3n+1 nd+4 1
W= 32 e R TR 0 wn = (=8n )
Solution
1
) 2)
n ny/n
. _ . 2
Onangr_{lool n\f =1let nll}r_sr_loo n 00.
Par produit de limites hrE Up = —00
6 3
b) up = —3n%+6n=—3n%(1- =) =-3n2(1-2).
3n? n
On a lim 1—§:1et lim —3n° = —c0
n—-+o0o n n— 400
3n+5 n(3+2 3+3 5
c) Uy = nto_ (B+.) = o lim 3—1—7 3

WA () (i)

4
et lim 1- — =1 Par quotient et produit de limites lim u, =0
n—-+00 n n——+oo

—2n?+3n+1 n?(2+2+1) -24+34 4

d) u, = = —
) u 3n2 4+ 5n n2(3—|—%) 3—1—%
3 5
or lim —2—1———1————2 lim 3—1—— 3
n—4oo n n n—-+oo

Donc par quotient de limites : lim wu, = —=
n—-+oo 3

nd(1+ %) n(l+ )
n?(2+%) 2+

e) Uy =

4 5
On a lim 1—|——-1et lim 2—1———2 Donc lim wu, = 400

n——+o0o n—-+o0o n——+00

n 5 5 . . b
) u, = Tn (—3+n> = \/ﬁ<—3+n) nllffoof_ +oo et RETOO—SJFE =-3
Donc par produit de limites, lim w, = —oc0

n—-+oo



Exercice 19 (calcul de limites)
Calculer, si cette limite existe.
lim vn—n+1
n—+o0 2¢/n 4+ n + 2
Solution

Il s’agit d’une forme indéterminée, on mettre en facteur, au numérateur et au dénominateur les termes qui
tendent le plus vite vers l'infini

1 1
Vn—n+1 _”(W—H-;)_ﬁ—ﬂr%
B - 2 2
2yn+n+2 n(\?ﬁ+1+%) Z +1+12
1 1
_ Z141
o VRonAL Ve T e L
n—+o0 24/ +n + 2 n—>+oo%+1+% 1

Exercice 20 (calcul de limites)
Soit (un), ey~ définie par

n—vn?2+n

Uy = ————
1 VR2 o+l
Montrer que la suite (uy), cy. converge et déterminer sa limite.

Solution

n—vnZtn nom/ltg n(l— 1+%) 1—y/1+42
=veisl onivd w(io e d) 1o ie kb nor

Deuxiéme méthode (moins bonne)

n—vn?+n n—\/n2+nx 1 n? — (n? +n) " 1+vn2+1
Up = = =
1—vn?+1 1 1—vn2+1 n+vnZ+n 12-(0*+1)
1
n 1kVeTET 1 deveirn 1 tEynt(i4ss)
n++vn2+n —n? N L Ny AR
| lemfiedh o n(Rey1eE) o ey fied
= X — = —— X =

SV |
"oy /142 n n(1+1/1+%) Y

Exercice 21 (Suite monotone)
Soit (uy,) la suite définie pour tout n € N par :

ug = 1,01
2
Up4+1 = Uy,
1. Montrer par récurrence que cette suite est croissante.

2. On suppose que la suite est majorée, en déduire alors qu’elle est convergente et déterminer sa limite
éventuelle.

3. Conclure sur 'absurdité de ’hypothése. En déduire la limite de la suite (u,,)
Solution

neN’

1. Raisonnement par récurrence :
(a) On définit pour tout n € N, P(n) : 0 < up < Upy1
(b) Initialisation : u; = u3 = 1.01up comme ug = 1.01 > 0, 0 < uy < u; donc P(0) est vraie.
(c) Heérédité : soit un entier p € N, supposons que 0 < 4y, < Up41

On éléve au carré par la fonction carré strictement croissante sur [0; +o0o[ donc 0 < uzg, < ui .1 donc
0 < upy1 < upyo donc P(p) est vraie.

(d) Donc Vn € Ny u,, < upy+1 et (up)nen est strictement croissante.

2. D’apres le théoréme de la convergence monotone, si (u,)nen est bornée, comme elle est croissante, elle
converge. Soit [ sa limite. En passant & la limite, I = 1% donc [ =0 ou [ = 1.



3. Or up = 1.01 et (u,) est croissante donc ! > 1.01. Aucune des deux limites nécessaires ne convient donc
(u,) n’est pas bornée.
Comme (u,) n’est pas bornée et qu’elle est croissante, elle est divergente et tend vers +oo (propriété).

Exercice 22 (suite monotone)
On consideére la suite (uy,) définie par up = 0 et par la relation de récurrence

neN
15, 3

Up+1 = éun + 3
1. Montrer que pour tout n € N*, u,, > 0
2. Si la suite (uy),cy admet une limite I, quelle peut étre la valeur de [ 7
3. Montrer que pour tout n € N, u,, < 3.
4. Montrer que la suite est croissante, que peut-on en conclure ?

Solution

1. ulzéug+g=g

1, ..
—us + = > = >0, up41 est positif.

On admet que Vn € N, u,, est défini. Dans ce cas, comme u, 11 = 5 5~ 5

Donc pour tout n € N*, u,, >0

2. Si la suite (un), cp admet une limite [ alors
Lo 3 2 2
1261 +§<:>l —6l+9=0<(1-3)*"=0<1=3

3. Effectuons un raisonnement par récurrence, ug = 0 < 3,
On ne rédige que les calculs de ’hérédité (en devoir rédaction compléte exigée).
Montrons que u,, < 3 entraine que u,+; < 3

On a u, < 3 donc u3 < 9 car la fonction carré est strictement croissante sur rplus.
1 3 1 3 3 3
Donc —uZ += < - x9+-=-+-=3
R R T T R R
Donc pour tout n € Ny u,, < 3

4. Calculons 4y 41 — Uy

1 3 1 1
Upil — Up = 6ui+57un: g(ui76un+9) = é(un/73)2>0
La suite (uy),cy est strictement croissante, comme elle est bomée par 3, elle convergente vers la seule
3
valeur qui vérifie [ = 6l2 + 2 c’est-a-dire [ = 3

Exercice 23 (calcul de limites)

Etudier la suite (uy,) de nombres réels définie par la donnée de :

neN
O<ug<1l et wu,=u,_1— (un_l)2

Solution

Si (un),,cy admet une limite I, celle-ci vérifie | =1 —1? < 1 =0
Regardons si la suite est monotone, pour tout n > 1

Vn e N up —tp_1 = — (un_1)2 < 0 Donc la suite est décroissante.
Montrons par récurrence que pour tout n > 0 < u,, <1

e On définit P parVn e NP, : 0 < up, < 1

e On a bien P(0) vraie car 0 < ug < 1

e Soit n € N*, on suppose 0 < u,,_1 < 1 alors u,, = u,,_1 — (un_1)2 =Up—1 (1 —up_1)
donc 0 < u,—1 < 1 entraine u, = u,—1(l—u,—1) > 0 car produit de deux réels positifs donc 0 < 3 < up41 < 6
donc P,, est vraie.

e DoncVn e N0 < u, <1

En particulier (u, ),y est minorée par 0 , comme elle est décroissante, elle converge vers la seule limite possible
l=0.




Exercice 24 (suite monotone)
Soit (un)n>0 la suite de nombres réels définie par ug €]1;2] et par la relation de récurrence

U = (tn)” -i-§
nhl Ty 4

1. Montrer que : Vn € N, u,, > 1
2. Montrer que : Vn € Ny u,, <2
3. Montrer que la suite est monotone. En déduire que la suite est convergente.
4. Déterminer la limite de la suite (un)n>0
Solution
(éléments)
1. Par un raisonnement par récurrence (& rédiger) : ug €|1,2] donc ug > 1.

Montrons que u, > 1 entraine que u,4; > 1 (on utilise le sens de variation de la fonction carré comme
dans I'exercice 22)

Donc pour tout n € Nju,, > 1
2. Par un raisonnement par récurrence (& rédiger) : ug €]1,2] donc up < 2.
Montrons que u,, < 2 entraine que u,+1 < 2

(w)> 3 (2% 3 71

ntl = - < —F—+-=-<2

Unbl =S T Ty
Donc pour tout n € Ny u,, <2

3. Calculons )
n 3 1 1
Un-«—lfun:(uél) +Z*Un:1(ui*4un+3):Z(unfl)(un*z‘;)

Comme 1 < u, <2,onau, —1>0etu, —2<—1<0, par conséquent

1
un+1—un:1(un—l)(un—3)<0

Ce qui montre que la suite est strictement décroissante. De plus elle est minorée par 1 donc elle converge.

Autre méthode, comme la suite est a valeur strictement positive, on peut regarder le quotient de ;41

par u, :
2
Uit G _wn 8
Uy, o Up, 4 4un
3
11 faut alors étudier la fonction f :]1,2] — R définie par f(z) = % + P
x

1 3 x? -3
onaf(e)=q-gs="—71"

x 1 V3 2

signe

de fl - O +
variation 1 \ /
de f g

Cela montre que
Yy, 6] 172] 7f(un) <1

Un+1

Et que donc Vn € N, < 1 (& justifier comme exercice précédent)

n
Ce qui montre aussi que la suite est strictement décroissante. De plus elle est minorée par 1 donc elle

converge.
4. On note [ cette limite, elle appartient a [1,2] et cette valeur vérifie

2 3 2 3 [=1
l=—+4+-&0=——-1+-1?-4+3=0s{ ou
4 4 4 4 I— 9

Par conséquent [ = 1 car (u,) est décroissante.



Exercice 25 (suite géométrique associée)
Soit (un), ey définie par ug = 1 et la relation de récurrence

Up + 8
U = —
T u, + 1
(Vn) ey définie par
Up — 2
o
w42

: . . 3
1. Montrer que (v,),, oy €st une suite géométrique de raison ——

2. Exprimer v,, en fonction de n.
3. Exprimer u,, en fonction de n.

4. Montrer que (up), oy converge et déterminer sa limite.

ne
Solution
1. g
ot =2 3eh1 =2 un48-2Quat1)  Bunt6_ 3 w2 3
T w2 BE 0w, +842Q2uy + 1) Bup+10 5 u,+2 5"
3
Donc (v,),,c4 st une suite géométrique de raison ~5
3\" 3\" wp—2 3\" 1-2 1 3\"
vp=|—=] vo=|—=] X =[] xX—=—x[—-=
5 5 ug + 2 5 142 3 5
3. Pour tout n € N
Uy — 2
Uy = ) S Uy (Up + 2) = Up — 2 S VU, + 20, = Uy — 2 S VU, — Uy = —2 — 20,
Un
2+ 2u,, 2-2x (-§)"
<:}/Ufn(vn_]-):_2_2'Un<:>un:_ +/01:_ 1 2 §n5)
DR N
4. 5
Comme —1<—5<1
3\" . 2
o (‘5) =0, I =y =2
Exercice 26 (calcul de limites)
Calculer, si elle existe, la limite, lorsque n tend vers U'infini, de I'expression
Vn2+n+1l—vn2-—n+1
Solution
n2+n+1—(n2—n+1) 2n

Vn24n+l—vVn2—n+1=

\/n2+n+1+\/n2—n+1_\/n2(1+%+#)+\/n2(17%+i

B 2 B 2
nflet+ban/i-t+t  iele e i-14L

Donc cette expression admet une limite et

2
lim (\/n2+n+1—\/n2—n+1): lim - =1

2
ot e ki a e i-tra 2




Exercice 27 (*)

Montrer que la suite (uy,) de terme général u,, définie par :

neN
2n+1 2n +1 2n+1 ZQnJrl
Up = . =
3n24+1  3n2+2 3n2—|—n 3n2+k
est convergente et déterminer sa limite.
Solution
Pour tout k € {1,2,...,n}
1 1 1
< <
3n24+n " 3In?+Ek " 3n?+1
Donc
2n+1 2n +1 2n+1 2n +1 2n+1 2n+1
3n2+n  3m24+n 3n2 3n2+1 3n2+2 ' 3n2+n
2n+1 ijn 2n + 1

3241 3n 2+1+"'+3n2+1

2n+1
Les n termes dans le premier membre sont tous égaux & ———. Les n termes dans le dernier membre sont

) 3n2 +n
tous égaux a 3:2711, on en déduit que
o 2n+1 <nx 2n+1
T < nx — =
32 4+n " 3n2+1
. 2n+1 . om?+n 2
Im nX ——= lim — = —
n—+4o0 3n2+n  notoo3ni+n 3
I y 2n +1 .24 2
im nX —— = lim ——— ==
n——+o00 3nZ+1 n—+oo 3n2 +1 3

On en déduit que

lim wu, ==
nStoo 3

Exercice 28 (série télescopique)

1. Montrer que pour tout k € N*
1 1 1

kk+1) k k+1

2. Soit (up), ey~ la suite réelle définie pour tout n > 0 par

-y N SR SR |
U k(k+1) 1x2 0 2x3 n(n+1)

A Daide de la question 1. Montrer que (uy,), -n. €st convergente et déterminer sa limite.

neN
Solution

1.
1 1 k+1-k 1

ko k+1  k(k+1)  k(k+1)

2. Premiére méthode

n n+1
1 1
W= -2 n
k=1 k=2
Ensuite on change k' en k
n 1 n+1 1 1
Up = Y — — —=1-
— k = k n+1

Car tous les autres termes se simplifient



Par conséquent (uy), cy. converge et sa limite est 1 .

Deuxiéme méthode

B OO S (L R (L N
YT T2 T 2x3 nn+1) \1 2 273
1
n+1

L 1 l L l 1
n—1 n n n—+1

Car tous les autres termes se simplifient Par conséquent (u,),, o converge et sa limite est 1 .

Exercice 29 (*)

. . . oo . 11 . .
On considére la suite de nombres réels définie par son premier terme ug = T et par la relation de récurrence :

YN

)
un+l:§+ Un —

Montrer que la suite (uy), oy est bien définie, convergente et déterminer sa limite.
Solution
Si la suite de terme général u,, converge vers une limite [ alors

5 7
=241+
" 4

Il est clair qu’il va falloir élever au carré que lque chose, mais si on éléve au carré ces deux expressions on va
avoir un double produit ou il y aura encore une racine alors il faut modifier légérement cette égalité

I

On y va

5
Mais attention, il faudra faire une réciproque car on n’a pas travaillé par équivalence (I — 5 négatif es possible).

25 7
- A S 2 =
5l+4 4<:)l 6l+8=0

Cette équation du second degré a pour discriminant
A=36—-4x8=4

Et donc comme racines 69 642
llzTZQ et ZQZT:4

La solution [ = 2 ne convient pas car

5 7
22 A2 -2
27 4

La solution [ = 4 est la seule possible.
Comme ug < 4, ce qui nous arrangerait maintenant c’est que la suite de terme général u,, soit croissante et
majorée par 4, on pourrait alors conclure que la suite de terme général u, est convergente et de limite 4.

11
Montrons ce résultat par récurrence. Pour uy = — c’est clair — < 4 Montrons que u, < 4 entraine que

e PO = PO OO

La suite (uy,),,c, est majorée par 4 . Pour montrer que la suite (u, ), oy est croissante on aura besoin de montrer,

Un+41 <4

) 5 ) . , . -
au préalable que pour tout € Nu,, > 37 pour ce genre de récurrence on peut dire que c’est trivial, on vérifie

5 7
au passage que la suite de terme général u,, est définie pour tout n € N car u,, > 3 = Up — 1 > 0 Regardons



<
3
|
<
3
[
N
N—

maintenant si la suite est monotone :
5 7\ (5
7 5 7 (5 Un + “n‘z)(ﬁ—
un+1_un_2+ un_4 un—2 Up + un_Z: 5 7
2~ Un Un — g
2
7(%_1‘") _(u“_g): ui*6un+8 o (un —2) (uy, — 4)
N e N e
5
5<un:>un—2>0
Uy, <4=u,—4<0
7

5 5
Par conséquent u,1 — u, > 0, la suite est croissante C’est fait, la suite (u, ),y est croissante et majorée donc

elle converge vers la seule limite possible [ =4



Exercice 30 (*)
Pour tout entier n > 0, on considére la fonction f, : [0,1] — R définie par f,(z) = 2" — (1 — z)?

1. Dans cette question, I'entier n est fixé.
(a) La fonction f, est-elle strictement monotone ?
(b) Montrer qu'il existe un unique «a,, €]0,1] tel que f, (@) = 0.
(¢) Quel est le signe de fy, 11 (an)?

2. On considére la suite de terme général (an),,> ;-
3. Montrer a l'aide de la question précédente que la suite (an)n>1 est croissante.
4. En déduire que la suite est convergente, on notera « sa limite.
5. Supposons que « < 1

(a) Montrer qu’alors

i ()" =0
(b) A Taide de la relation f,, (a;,) = 0, en déduire que 1 — o = 0, conclure.
Solution

1. (a) f, est définie, continue et dérivable a dérivée continue sur [0, 1].

fr(z) =na" ' =201 —2)(=1) = nz" "t +2(1 — x)

n

Pour z €]0, 1 [, 2" 1 >0 et 1 —2 >0 donc f, est strictement croissante.

(b) fn(0) = =1 et fo(1) = 1, d’aprés 1.a) f, est une bijection croissante de ]0,1[ sur | — 1,1[, donc
0 €] —1,1[ admet un unique antécédent a, €]0,1], c’est-a-dire tel que f, (o) = 0.

(¢) falan) =0 ap — (1 —an)’ =04 all = (1-a,)’
fagi(an) =" —(1—a)? =o' —a =a" (an — 1) <O car a” >0et 1 —a, <0

2. (a) La fonction f,41 est une bijection croissante donc

0= fn-i—l (an+1) > fn—i—l (an) < Qpt1 > On

Par conséquent la suite (o), oy est croissante.
(b) la suite est croissante et majorée par 1, donc elle converge.

(¢) i. La suite est croissante alors
0<a, <«

Cela entraine que
O0<ar<a®

Or, si 0 < a < 1 alors la limite de o est nulle, on en déduit, d’aprés le théoréme des gendarmes
que
lim a), =0
n—-+oo

ii. On a vuau l.c) que

folom) =0 a? = (1 —ay)®

Ce qui entraine, d’aprés 2.c ) i) que

lim (1-— an)2 =0

n—-+oo

Autrement dit que
lim o, =1
n—-+o0o
Ce qui signifie que a = 1, (comme 0 < o, < 1 et que (ay),_,, ., admet une limite o entraine
que 0 < a < 1),ilya une contradiction avec I’hypothése a < 1, par conséquent a = 1.

Exercice 31
Soit (un), ey« la suite de nombres réels définie par

()

1
Montrer que la suite (u,), cy. converge et que sa limite est 5

Solution



1+Lt-1
s

Vi4+z-—1

X

Avec
f(x) =

Si f admet une limite lorsque x — 0, avec x # 0 alors cette limite est la méme que celle de u,,. Il s’agit d’une
forme indéterminée.

Premiére méthode

1
1 I+ -1 1 0

On observe que u, =n (\/17+ — 1> = : g (nl) 09( )7 en posant g(z) = V1 +x
n = —

n
1
1l s’agit du taux de variation, en 0, de la fonction g, sa limite est ¢’(0). Comme ¢'(z) = ——— on a
g g g( ) g'( ) 2\/m
vitaz—1 1
lim ———— =¢'(0) = =
lim . g0) =3
#£0
1 V1 -1 1
Or lim — =0, comme lim vitz-1 = 0, par composition lim wu, = -
n—+oo N i;g x n—-+oo 2

Deuxiéme méthode

* : (Vi+i-1)(Jr+i+1) 141, 1 .
Vn € N*n 1+E_1 =n =n C =n 2

1+1+1 VI+Li+1 1+441 1+++1

n—-+oo n—-+oo

Exercice 32 (Convergence d’une somme)

On définit pour tout n € N strictement positif, la suite (u,) de nombres réels strictement positifs par

neN
n2
Up = 27
U
1. Pour tout entier naturel n > 0, on pose v,, = ntl
Up
(a) Montrer que ngrfoo Up = =
1
(b) Montrer que pour tout n > 0: v, > 3
3
(¢) Trouver le plus petit entier N tel que si n > N, alors v, < T
3
(d) En déduire que si n > N, alors u,41 < 2Un
2. On pose pour tout n > 5,5, = us + ug + ... + u, On se propose de montrer que la suite (Sn)n>5 est
convergente.
(a) Montrer par récurrence que pour tout n > 5 :
3 n—>
Unp, < <4) Us
(b) Montrer que, pour tout n > 5 :
2 n—>5s
3 3 3
(¢) En déduire que pour tout n > 5: S, < 4us.
3. Montrer que la suite (Sn)”% est croissante, puis qu’elle converge.
Solution

m+1)? 1 1 1 . 1
1. (a) vnzwzi—kﬁ—f—ﬁOnadoncngrfoovnzi



1
(b) D’apres le calcul de vy, : vy, >

5.
3 (m+1)?2 3 4n’+8n+4—-6n> —2n®+8n+4 2n2—4n—2 6— (n—2)2
Un —_— = — — - = = = — =
4 2n? 4 4n? 4n? 4n? 4n?
Or la fonction = + 6 — (n — 2)? est décroissante sur [2; +o0o[ et 6 — (5 — 2)* = —3. Donc pour n > 5,
v, — — < —3 donc v, <

4 4

U 3 3
"1~ 2 donce Unt1 < —Up
Uy, 4 4

3
(¢) Pour n > N,v, < 1 soit

2. Raisonnement par récurrence :
3\5°7
(a) Initialisation : us < us <4) )

(b) Hérédité : supposons qu’il existe un entier p tel que :

3\*°
Up < 0% Z

o 3 .3 3\P 3 3\"*
Alors en multipliant par T on obtient Zup < us 1 . Or upir < Zup d’olt upy1 <us | — .

(¢) On additionne les différentes inégalités précédentes.

3 3 2 3 n—> 3 n—4
1+- - - =4(1—-1|- <4
@1+3+(3) -+ (5) (3)
D’ott en multipliant par us : S, < 4us.

3. Sp+1— Sn = ups1 > 0 donc (S,,) est croissante. Comme elle majorée (par 4us ), elle converge (théoréme
de la convergence monotone).
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Exercice 33 (calcul de limites)

, . . . P 222 + 1
Déterminer les limites de la fonction f définie par f : x —

en —oo, en —3(x < —3), en —3(z > —3), en

0 et en 4o00.

Solution
. . 227 ,
Ona lim f(z)= lim — = lim 2z = —c0.
r——00 r——00 I T——00

De méme, xEI-lr—loof (x) = +o0

On a également lim z+4+3 =0
r——3

et lim 222 +1 =10
r—3
f(x) au voisinage de -3 est du signe de x + 3 donc

lim f(z) =—-oc0et lim f(z)= 400
w<s e

Exercice 34 (continuité)

Soit une fonction continue de [0;1] dans [0;1]. On suppose que f([0;1]) = [0;1]. Démontrer que 1’équation
f(z) = z admet au moins une solution sur [0;1].
Solution

On pose g telle que g(z) = f(x) — 1.

On a 4(0) = £(0) — 0 = f(0) or £(0) € [0;1] done £(0) > 0 et (1) = £(1) — 1 or F(1) € [(0;1] done (1) <0
g est continue comme f sur [0;1] et 0 € [f(1); f(0)]

D’apres le théoréme des valeurs intermeédiaires, il existe un réel « de [0; 1] tel que g(a) =0

donc f(a) =«

Exercice 35 (continuité)

Soit la fonction f définie sur [0;2] par f(z) =3 — 2°.
1. Justifier que f est strictement décroissante sur [0;2].
2. Démontrer que I’équation f(x) =1 a une et une seule solution dans [0; 2].
3. Donner un encadrement d’amplitude 0,01 de cette solution.

Solution

1. f est dérivable sur [0;2] comme fonction polynome.

VreR, f'(z)=—32?
Donc f’'(z) < 0 donc f est strictement décroissante sur [0; 2].

2. on f(0) =3 et f(2) = —5 donc 2 € [f(2); f(0)], de plus f continue et strictement décroissante.
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(z) = 1 admet une solution
unique dans [0; 2]

3. On a f(1.44) =0.014 et f(1.45) = —0.486 donc la solution est comprise entre 1.44 et 1.45.

Exercice 36 (continuité)

Démontrer que 1’équation —z3 + 3z + 3 = 0 admet une seule solution sur R.
Solution

On définit la fonction f sur R par f(z) = —2° + 3z + 3.



f est dérivable sur R et Va € R, f'(z) = =322 +3 =3(1 — 2)(1 + ).
On dresse le tableau de variations de f :

T —00 -1 1 +o00
signe - 0 + 0 - 0
f(@)
variation | 400 5

de f 1 —00
On constate sur | — co; 1] que f décroissante puis croissante et admet pour minimum 1, donc elle ne s’annule
pas.
Sur [1; +00], f est continue, strictement décroissante et f(1) > 0 et 11111 f(z) = —oco0. Donc d’aprés le théoréme

Tr—r+00

de la bijection, 0 admet un unique antécédent par f donc l'équation f(x) = 0 admet une solution unique sur
[1; 4-o00[.
Finalement, sur R, f(z) = 0 admet une solution unique sur R.

Exercice 37 (calcul de limites et de dérivées)

1. Déterminer, si elle existe, la limite en 400 des fonctions f suivantes :

1 1
a) f(z)=v2z+1 b) f@) = 51 @t

d) f(z) = cos(v/z2 + 1) e) f(z) =In(v2z 1 1) £) fl@)=e %

2. Déterminer les expressions des fonctions dérivée f’ de chacune des fonctions.

Solution
a) lim z+1=+ocoet lim VU = 4oo donc par composition lim vz + 1 = 400
r—+00 U—+oco T—r-+00
1
b) wgrfoo —z+1=—o00et Ul—igloo i 0 donc par composition wgrfoo m =0
1 1
c) mEToo 224+ 1=+0c0 et Ulir}rlm i = 0 donc par composition zgr}rloo m =0

d) Pas de limite....
e) lim 2zx+4+1=4o00et Uhr-{-l VU = +00 donc par composition hgl V2z +1 =400
—+00 Tr—r 400

r—+o0
et lim InV =+
V—4oco
donc par composition lim In(v2x + 1) = +o0
r—+o0
2 z?
x .
f) lim —— =—-ocoet lim eV = 0 donc par composition lim e =0

z—to0 2 U——o0 z—+00

Exercice 38 (Etude de fonction)

f est la fonction définie sur I = R par f(x) = V22 + 2z + 3. On note f’ sa fonction dérivée.
1. Justifier que f est définie sur I.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3. Déterminer I'expression de f’(x) en fonction de .

4. Dresser le tableau de variation de f sur I.

Solution
1.
2. lim 22 +2r+3=+4ccet lim VU = 400
r—+00 U—+00

Donc par composition de limites, lim +/z2 + 2x 4+ 3 = +oo.
Tr—+00

m 22 4+ 22 + 3 = 4o00.

De méme en —oo, li
r—r— 00

w42 2w+ 1)
o2+ 2243 VaZtor+3

3. f(x) donc f'(x) est du signe de = + 1.




4. On a le tableau de variation suivant :

T —00 —1 +00
signe
- 0 +
f'(@)
+00 +0oo

Vagjt} - \ /

Exercice 39 (Etude de fonction)

On considére la fonction f: z — . Démontrer que f(R) =]0;1]

1
241
Solution
f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas donc elle est définie et dérivable sur R.
Vo e R, fz) = —— 2

’ (22 +1)2
f' est du signe de —2x
On détermine aisément que lim f(z) = lm f(z)=0
Tr—r+00 T—r—00

On peut dresser son tableau de variations :

T —00 -1 +oo
signe
+ 0 -
f'(@)
variation / 1 \
d
ef 0 0

En remarquant que f est paire, il suffit d’étudier f sur [0; 4o0].

f étant croissante sur [0; +oo|, f(R) C]0;1].

On souhaite montrer que ]0; 1] C f(R) Soit y €]0;1[, on a y €] Em f; £(0)], de plus f est continue sur | Em 15 £(0)]
donc il existe un réel z sur | 1+im f; £(0)] tel que f(z) =y.

Donc |0;1] C f(R) et ]0;1] = f(R)

Exercice 40 (Fonction auxiliaire)

2
Soit f la fonction définie sur I = [0;1] par f(z) = 396:4 .
T

1. Montrer que pour tout x de I, f(z) appartient a L.

2. Soit u,, la suite définie par up = 0 et u,r1 = f(uy).
Montrer par récurrence que Vn € Ny u,, € I

3. On va étudier le sens de variation de (uy),>0 de deux maniéres différentes. Premiére approche dans cette
question :

(a) Etudier le signe de —2% — x + 2 sur I
(b) Etudier le sens de variation de la suite u.
4. Deuxiéme approche : Etudier le sens de variation de (uy,)n>0 par récurrence.

Solution

1. La fonction f est une fonction rationnelle, définie et donc dérivable sur I.
On définit les fonctions u et v par :

pour tout réel z, u(z) = 3x + 2 et v(x) = z + 4.
royu(@u(x) —ulz)'(z)  3(x+4)-13zx+2) 10
[ Y R R T 1.

Donc Vx € I, f'(z) > 0
Donc f est une fonction strictement croissante sur I.

Pour z € I, 0 < z < 1, donc, comme f est strictement croissante sur I, f(0) < f(x) < f(1) donc

N |

1
f(z) < g comme 0 < 3 flx) el



2. On définit la propriété P, pour tout entier naturel n > 0, P, : u, € I
e Initialisation
On a ug = 0 donc Py : ug € I est vraie.
e Hérediteé
Soit k € N
On veut montrer que si Py : uy € I est vraie alors P11 : ugpy1 € 1
On suppose que ug € I. D’apreés la propriété de la question 1) on a f(ug) € I donc ugy1 € I donc Pyyq
est vraie.
Donc Vn € N, u,, € I
3. (a) On reconnait un trinéme avec a = —1, b = —1 et ¢ = 2. 1 est une racine évidente : —z% — z + 2 —
(12 =142)= (-2 + 1)+ (—z+1) =1 —-a)(z+1+1) = (1 —2)(z+2). Ce trindme a deux
racines : 1 et -2. Comme a < 0 ce trindme est positif sur [—2; 1] donc positif sur 1.
Donc Vx 6],—302 —x+22>20
2
(b) Vn € NJupp1 — up = % — Uy = UZATUZH
D’aprés 3) a), —u% —u, +22>20etu, +4>0donc uy,41 — u, = 0 donc u est croissante.
4. On définit la propriété P, pour tout entier naturel n > 0, P, : up11 = Uy
e Initialisation
Onawuy=0et u = idonc Py : up > ug est vraie.
e Héréditeé
Soit kK € N
On veut montrer que si Py : ugy1 = ug est vraie alors Pyyq : Ugyo = Ugy1
On suppose que ugy1 > ui. Comme f est croissante, f(ugr1) = f(ug) donc ugys = ugsr1 done Pyyq est
vraie.
Donc Vn € N, u,4+1 > u,, donc u est croissante.




Pour aller plus loin ...

Exercice 41 (Fonction auxiliaire)

1
Soit la suite (u,) définie par : ug=2et Vn € N w41 =2+ —.
U

1
1. Soit la fonction f définie par f: 2 +— 24 —. Montrer que pour tout = de I = [2;3], f(z) est dans L.
x

2. Montrer que pour tout n € N, 2 < u,, < 3.
3. Cette suite est-elle monotone ?

Solution
1
L. f est dérivable sur T comme somme de fonction dérivable et Va € I, f'(z) = —— donc f'(z) < 0 sur I et
x

f est strictement décroissante sur I donc Vo € 1,2 < z < 3 donc f(2) > f(z) > f(3) donc - < f(z) < g

Wl

7 5
d01102<f(x)<3car2<§et§<3
donc f(z) eI
2. On définit la propriété P, pour tout entier naturel n > 0, P, : u, € I

o Initialisation

On a ug = 2 donc ug € I donc P, est vraie.

e Hérédité

Soit k € N

On suppose que u € 1.

D’aprés la propriété de la question 1, f(ug) € I or ugy1 = f(ug)

donc ugy1 € 1

donc Py, est vraie.

e Donc Vn € Nyu,, € I

5 12 . . . .

3.0nau = 3 et ug = = donc uy > us et u; > ug donc la suite n’est ni croissante, ni décroissante. Elle

n’est pas monotone.

Exercice 42
|
(Position relative) Soit f(z) = .
x

Déterminer une asymptote de € la courbe représentative de f en —oo et déterminer la position relative de €
par rapport a 'asymptote sur R \ {3}.
Solution

flx) 22+1
O Vr e R\ {0;3}———= =
na vz \ {0; 3} : o
T ) N |
r—4oco I w—)-‘r;o €T x2—)+oo
¢+ 1—x2°+3x 1+ 3x
O —_ = =
na f(zr)—=x P P
. . 3z .
lim f(z)—z= lim — = lim 3=3
r— 400 r—+o0 X Tr—r+00

Donc lhf flz) —(x+3)=0
xr—r+00
Donc la droite d’équation y = x + 3 est une asymptote a la courbe de f.
143 10
De plus f(z) — (z —3) = +or -3
x

= 3 est du signe de z — 3
T
donc sur ]—o0; 3|, la courbe est au dessous de 'asymptote, sinon, elle est au-dessous.

Exercice 43
Montrer que les fonctions suivantes ne sont pas dérivables en 0 : fonction racine carrée, valeur absolue.
Solution

1. Fonction racine carré
On construit le taux de variation de la fonction racine carré entre 0 et h

Or limg—oTo(h) = +oo donc la limite du taux n’est pas finie donc la fonction Vi n’est pas dérivable en 0.



2. Fonction valeur absolue.

On construit le taux de variation de la fonction valeur absolue entre 0 et h.
|h| =0 _ |h]
To(h) = —F+ = —
Si h >0, Ty(h) = 1 donc la limite est 1.
Si h <0, Ty(h) = —1 donc la limite est -1. Donc le taux n’admet de limite en 0

Donc la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Exercice 44

Soit la fonction f définie pour tout réel = € [0; +oo[ par f(x) = zy/x. Démontrer que la fonction f est continue
et dérivable sur [0; +-o00[

Solution
Crnua €l - Deinw aliom
Cn @ 3
fom =xix Lt fonihigm w ok V"
Lo fom i ok Lo prctlsil do s ot USTE
u: Hre ot A e
d‘V‘/)/M' MWW e DZ g Lo uv
u

MM [R jﬂ‘l‘
éw" S WMMDZ f—“”

W Mo D{
En0: Comme b‘\'y{"v””‘tcm 0 fM{’
conliomne en 0

-l M'_MMO’] S
Sak Z;O o comrbd Lo Kamn de variabaon.

T(4) - ”” o) “:J’"
o 7 20 o L TR =0

A=0
L= 0
Mfewo' -
gm "'4‘;[;;: Lo W{-Wﬂl/ﬁmﬂﬂ,‘-}w{—
=i adyrort

Exercice 45

72
Soit la fonction f défine par Pour 7 0, f(z) = .
Pour 2 =0, f(0) =m
1. Déterminer m pour que f soit continue en 0.
2. f est-elle dérivable sur R?
3. Déterminer la dérivée de f sur R.

Solution



Wu.tf

hdadsttdadis

- T4

1) Vuro, pAI= L}Z‘):-———"—J?
4 -(n*+d)
I Pl 000 A
- no(1+ m}
. - N
14'1))('-4-:]

Do /(J/"\g =0 [Cm Lion W*+1=13
O

noo

o Lom T =1
e = Lim ita=

n-ao

Ao pan o o
On pne m:OfmeéfoMCW‘ % of
) o e e
i et s 1
P e e T Corhin A
b tsostdre o R~ Pas epuafion, (o
puootint ds foniis), [ ek Aiwrable pom £
need nom )
0, L ot g 1= S
%’SE'L: w*

Vo #0, Tol?)=

4
BWVWW’-W/MIW 4 12V
Lin~ Tolr) = -7 o
Dmn%ifrmﬂ""‘“ on 0 o f ooh deenll
am Y
- a4+ Jx?+d

/ ’C(——-—*.K
3) ¥ #0, g(n}= Vacr s’
;cz

1
22 utea - Va2

| AW\L f’{ﬂ}: _—._—;z_'l___——

Ao )= "'—————“F
ek 6/(0) =—§- .

0;/1 WMMW €/M4- CW -

Exercice 46

Soit la fonction f:x+— (1 —x)v/1 — 22
1. Etudier la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.
2. Déterminer la dérivée de f.

Solution



(%yu/‘.u'(x.é
j} gw%mw/wm [-2;4).

On pre winr> 1-%
V;}{I‘“IW
s H) IR — oA
~. a-1: 40 efa dars
U et dewvalte /"""‘31' 1L Jo; 13
Do rou ot dgwealle pn 3130
it dewialile »n 2 -351C,

Coume W ﬂ;1Ccnwm(fM”AW*6Q

ot dowadre 7 3~
oot desioaiter
s 1 O ¢ o/ ok Lo fama -
(4+k)-F(Y  _gJa-(2+4)°
Wh 40, Ta(4) = = v
Ny
ot Ao alre

Z 7
M\Tﬂ(ﬂ):a 6(’% jde [/'/O-

A0
heo g(-gm)— (9
@, -1 VA0, T,k = a
) (4. (Z-4 1 - (14
o T_,(4) = 7
(2-2) V/ZA-#"
- 2
_(2-R) TR
= \fZ 4;_‘

Do ﬁMLW;.;N (a/(b’w/}z/} wafx//u/m'»

Lo T_,(R) = &2
R0

Do fn%%yu Adﬁm/& b -4 )
Vxel-1; 1C, %/(’1):-!/?1(4 +(ﬂ'“)l/1—_—k/;

N 4

U=

2ur-un-1

= = -
Ja-x*

T Tz
On emangve q/w.f:!:r;\ 6«’(717‘—‘0

4M§fumm end.

Exercice 47
Démontrer la dérivabilité des fonctions suivantes, déterminer leur nombre dérivé et une équation de la tangente
au point d’abscisse 1.

1. f définie par f(z) = v —a2+22+3

1
2. h définie par h(z) =
P (@) (x2 + 2)3




o x?—1
3. g définie par g(x) = \/ﬁ
4. k définie par k(z) = cos Va2 +1
Solution
Wutf
e
ﬂ) VvV n # d/ &()‘ l=

4-Unctd
1-Untta

M
4 -(n*t2)
I Wl € A
- n(g+m}
- ‘——.——-K
- 1*\);{’-4-:1}
Do lmg =0 [can Lo n*+1=9
o) noo
ob Lo T =2

AM“;(Wummu
Un poe m:Oﬁmm&oMCW‘ o
2/ € e xr;k‘*ﬂww g
ml@mwfww% )“'"").7—1. Jaed
WAMMDZ+‘3W ¢ orwpomie A~ VAT
vddrle o 0% Pan pnd
Wa&mm&), fut dinake pom (8
need non ]
B0, L S ) pl) a2 S
%/xi“ s

b/)‘( ¢0/ TO(K): 4

Ao (2omme A,

e W/w, | ) 4+ Vattd
Lin~ Tolr) = -7 o
Do f ek Aicslle o0 Lo f ook devrat’

an R

- a4+ Jx+d

3) Y #9, g’(ﬂ)—; k(—_\l‘;‘%“
;(1

x
A fl(”)’: j_F
ek ﬁ’(a) .-

Exercice 48

Les affirmations suivantes sont fausses. Trouver un contre-exemple & chacune d’elle.

1. Si f est une fonction est définie sur R et que lim f(z) =
Tr—r— 00

sur R.

—o0. et lim f(x) =400 alors f est croissante
Tr—r+0o0

2. Si f est une fonction strictement croissante sur R alors lim f(x) = +oo.
3. Si f est une fonction définie sur [0;4o00[ telle que f(0) = 0 et lim f(x) = +oo alors f est positive sur

[0; +o0l.

Solution

1. FAUX : f:2 = 2% — 2z, f(—1) =1 et £(0) = 0 donc f n’est pas croissante.



2. FAUX : f définit sur [2; +oo[ par f(x) =

et f impaire.

T
z+1

1
f(z) = Pl 0 donc f est croissante sur R.

3. FAUX : h:z— 2% — 22

T —00 0 1 400
signe
- 0 +
f'(x)
Variation \O /
de f T~ )




CYCLE PREPARATOIRE - PREMIERE ANNEE

TECH REMEDIATION - 2021/2022

TRIGONOMETRIE
FONCTIONS SINUS ET COSINUS

Exercice 49
Placer sur le cercle trigonométrique les angles suivants :

57 11w 117 13w« 13w 5w 997
57, ——, —, —, ——, ——, ——, —b34mw, ———
Tr? '2 ) 3 b 4 b 4 b 6 b 3 b 7T7 2
Solution
_997T
2
1371'_ 51
6 3
% —534m
117 _ 137
4 4 Lm
o T3
2

Exercice 50
On pose sin 0= m. Exprimer en fonction de m :

T 117 47 6
a. sin— b. sin — C. COS— d. cos—
10 10 10 10
Solution
) 97 _ 97 _ T b) 11w L ( n ) _ -
a) sin 10 sin 10 sin 10 m sin 10 =sin (7 )= sin 10 m
) 47 (7r T ) T q) (7‘( " T )
c) cos — = - — ] = — = Ccos — = C -4 =] =- — =
P00 T\ ) T T o8 2" 10 )

Exercice 51
Exprimer en fonction de cosx ou sinx

a) cos(z + 3m) b) cos (72“ - x> ¢) cos (x - g) d) cos(—z — )
¢) cos <x - 3;) f) sin (- 2) ¢) cos(z — 57) h) sin (g; _ 32”)
) sina + 37) i) sin (72” - x) k) sin(z — 5m)

Solution

a) cos(z + 3m) = cos(z + 27 + 7) = cos(x + 7) = cosx

b) cos 71—:1: —cos<2 —Z—x)—cos<—z—m)—cos(z—i—ac)——sinx
2 - T3 - 2 B -

™ ™ .
c) cos (xf 7) = cos (f fx) =sinx
2 2

d) cos(—x —7) = cos(z + 1) = —cosx



=cos(x — T) = —cosx

. 3m . 3w . T
h) sin { z — = sin x+27r—7 251nx—|—§:cosm

2
i) sin(z 4 37) =sin(x +7) = —sinz
N [T (T
j) sin (2—x> = sin (5—33) =coszT
k) sin(zx —57) = —sinz

Exercice 52 - -
Démontrer que pour tout réel x : sinz + cos (w =+ 5) + cosz — sin (:,C =+ 5) =0
Solution

™ ™
sin x + cos (x+ 5) + cosx — sin (1’4— 5) =sinz —sinxz +cosx —cosx =0

2
Exercice 53 1. Résoudre dans |- m;7 | Péquation sinz = sin ?W
., ) . 3
2. Résoudre dans | — m; 7] 'équation cosx = cos =)

1
3. Résoudre dans ]0; 27] I’équation cosx = —5

2
4. Résoudre dans [0; 27] ’équation sinz = sin <;)

Solution
. . 2w 2T m
1. smx:sm? @:c:?+2kw,k€Zoux:§+2kw,k€Z

2r W

O d S=<¢—,—=

n a donc {3 3}
_3m

2. cosx—cos(%f) S r= 1 +2k77,k€Zouw:f?%+2k7r,k€Z

OnadoncS:{ ul ﬂ-}

I
1 2 2
3. cos:z::—§ <:>1::§+2kw,keZoux:—§—|—2lm,keZ

Or —2% ¢ [0;27]

4m 2w
On ad =4 —, —
n a donc S {373}

4. sinx:sin(—?) @x:—%T—}—ka,keZoux:—g—i—Wm,keZ

4w b
On ad =4 —, —
n a donc S {373}

Exercice 54

Transformer chacune des équations suivantes en utilisant les formules des angles associées, puis les résoudre
dans R.

a) cosx =sinx b) sin2x = cosx ¢) cos3x =sinx
. (T T : .
d) sm(z—l—m)—i—cos(z—x)zl e) sin3x = —sin 2z

Solution



a) cosx = sinx < cosT = Cos (gfx)
@x:g—x+2k7r,k:€Zoux:—g+x+2k7r,k€Z
®2x:g+2kw,k€Zoug:2kﬂ,k€Z®x=£+kﬂ',k€Z
s={J+kmhez}
. . . 7T ™ s
b) sm?xzcosx@sm?zzsm(gf:p) & 2 = 571’4’2]{171',]{3EZOUQIZW*§+Z‘+2/€T(,]€€Z

2
©3x:g+2kﬁ,kz€Zoux:g—l—Qkﬁ,kzeZ@x:%—i—kz%,keZoux:g—i—ﬂm,kEZ

s 2w T
onc S {6+k3,x 2—|— km, k€ }

c) cos3x :Sin:v@cos&zs:cos(g—x) & 3z = g—x+2k7r,k: € Zoudxr = —g+x+2kz7r,k € Z

@433:g—l—%ﬁ,kEZouQQ::—g—l—Qkﬁ,keZ@x:%+kg,k6Zouz:—%+kﬂ,keZ

7T s ™
Donc S = {§+k§,—z+lm,ke Z}
d) sin(%—kx) + cos (g—:p) =1
e) sin3x = —sin2x

Exercice 55

1
f est la fonction définie sur R par f(z) = ————
2+ cosx

1. (a) Exprimer f(—z) et f(x + 27) en fonction de f(x).
(b) Expliquer pourquoi il suffit d’étudier f sur I = [0;n].

2. Déterminer I'expression de f’(x) en fonction de z, et étudier son signe sur L.

3. Dresser le tableau de variation de f sur I, puis tracer la courbe représentative de f sur I et la compléter
sur [—; 0], puis sur [m; 37]

Solution
1 1

L (a) f(=2) = 2 + cos(—x) T 92 fcosr f(@).

(b) Donc on peut étudier sur [0; +o0o[ et en déduire les variations sur | — oo; 0] par symétrie.

1 1
= = f(x)
2+ cos(r+2m) 2+cosz

fla+2m) =

Donc on peut étudier f sur une période, por exemple [—; 7| et par symétrie sur [0;7].
2. On a 2+ cosx > 1 donc f est définie et dérivable sur I comme quotient de fonction dérivables. f'(z) =

3.

Exercice 56
2 —cosx

= ———— Solution
24 cosx

Etudier le sens de variations de f sur R. g(x)
On a g(z + 2m) = g(z) et g(—z) = g(z)

On peut étudier g sur [0;7].

g est dérivable sur [0; 7] comme quotient de fonctions dérivables.

o € i) = EERE T S done (1) = (0
z 0 m
N
variation 1 / 3
de g 3




Pour aller plus loin ...

Exercice 57
Résoudre dans | — 7; 7] les inéquations suivantes :

a) 2sinz —v3 >0 b) 2cosz 4+ V3 <0 c) 1 —2sinz >0 d) 1+2cosxz >0
Solution
3
a) 28iﬂ$—\/§20<:>sinx>g(:)sinx>sin§
(7 27
S=|=;—
7]
b) 2cosx+\/§<0<i>cosx<fgécosxgcos%
| 5m 51
S=|-m——|U|—;
=== v [T
. . 1 . .
c) 1—2S1n1‘20<:>51n$<*<:>Sln$<81ng
s 5w
S:}— ;—}U —;
" [6 W}
1 2
d) 1—|—2cosx20<:)cosx>—§<:>cosx>cos?

2m 2m
S—:|—7T,—3:| @] |:3,7T:|




