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Nombres Complexes

Les Nombres Complexes

Introduction :
e L’équation
x+2=1
n'a pas de solution dans N, mais elle en a dans Z, < un ensemble plus
grand que N >.
o L’équation
3x=1
n'a pas de solution dans Z, mais elle en a dans Q.
e L’équation
x?=-1
n'a pas de solution dans R.

On va donc construire un ensemble plus grand que R dans lequel cette
équation possede des solutions. On appellera cet ensemble C :

I’ensemble des nombres complexes.
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Nombres Complexes

Les Nombres Complexes

On définit un élément particulier de C, note i/ qui n'est pas réel, tel que
i?=-1.
L'équation x? 4 1 = 0 possede alors 2 solutions

X +1=0¢=x"-i"=0
<~ (x—i)(x+i)=0

= x=ioux=—i
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Donnons la définition de I'ensemble des nombres complexes.

On appelle ensemble des nombres complexes et on note C, I'ensemble des
nombres de la forme

a+ib ol aetb sont des réels,
et ol i est un élément qui vérifie

i?=-1.
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Etudions quelques propriétés de I'ensemble des nombres complexes.

Soit z € C. Alors il existe un unique couple (a, b) € R?tel que

z=a+ib.

Démonstration.

En effet, si (a, b) € RZ et (&', b') € R sont tels que

atib=z=a+ib = (a—3a)=i(b—b).
En élevant au carré, on obtient une égalité entre nombres réels :

(a—a)P=—(b-b? = a=4a etb="b.
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

La proposition précédente nous ameéne a définir.
Soit z=a+ ib € C. On dit que z a pour écriture algébrique a + ib et on
définit :
@ a sa partie réelle qu'on notera
Re(z) = a,
@ b sa partie imaginaire qu’on notera

Im(z) = b.

Remarques :
@ Les réels sont exactement les nombres complexes de partie imaginaire
nulle, c'est-a-dire

R={zeC: Im(z)=0}={a+0i: acR}CC.
@ Un nombre complexe de partie réelle nul est appelé un imaginaire pur.
L'ensemble des imaginaires purs sera noté /R. C'est-a-dire

iR={z€C: Re(z)=0}={0+ib: bR} CC.
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Définition (Egalité entre nombres complexes)
Deux nombres complexes
z=a+bi et Z=a+ib
sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire :

a=4a

atib=a+ip <— {b:b’.

En résumé :

UNE égalité de nombres complexes = DEUX égalités de nombres réels
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

L’ensemble C est muni de deux opérations : d'addition et de multiplication
qui généralisent celles que nous connaissons sur R.

Définition (Addition sur C)

Pour tous

z=a+ibecC e Z=a+ibeC
on définit
z+Z =(a+a)+i(b+V).
Ce qui signifie que

Re(z + z’) = Re(z) + Re(Z')
Im(z + 2') = Im(z) + Im(2’).
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Définition (Multiplication sur C)

Pour tous

z=a+ibeC et zZ=a+ibeC
on définit

z-Z = (ad —bb')+i(ab' +3'b.).
Ce qui signifie que

Re(zz') = Re(z)Re(Z’) — Im(z)Im(2’)
Im(zz') = Re(z)Im(z’) + Im(z)Re(Z').
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Enfin, pour tout z=x+iy € C* on a

1 1 X — iy

z x+tiy x21y?

Remarque :

@ En général :
Re(zZ') # Re(z)Re(z’) et  Im(zZ') # Im(z)Im(Z")
o En particulier :

Re(z?) # Re(2)® et  Im(z?) # Im(z)%.
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

L'application
R2 1~ C
f: .
(a,b) »z=a+1ib
réalise une bijection de R? sur C.

Démonstration

@ L'application f est surjective par la définition de C.
o Montrons que f est injective : Pour (z,z') € C? avec

z=a+ib(ab)eR* Z =3 +ib, (a,b)ecR?

Montrons que
z=27 = (ab)=(d,b)

Supposons z = Z'. |l vient
at+ib=a +ib

Donca=ad etb=betz=7
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Interprétation géométrique de C :
La bijection f : (a,b) — z = a + ib, nous
permet d'identifier I'ensemble des nombres

. N Im
complexe au plan usuel muni d'un repere IS
orthonormé direct (O, 1) : @t bi
b ,,,,,,,,,,,,,
On associe a z = a+ ib € C un unique 1
point M du plan !
; 2 | Re
z=a+ib— M= (a,b) €R", 0 T

et un unique vecteur V tel que

z»—>v:af+bﬁ

On dit que z = a + ib est I'affixe du point M et du vecteur vV de
coordonnées (a, b), et on écrit M(z) et V(z).
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Soit z=x+iy € C.
@ On appelle conjugué de z le nombre complexe z, défini par

z=x—1iy (i.e. Z=Re(z)— ilm(z)).

M(z =z +1y)
U
b x
9 :
7/!} ___________ .
Mz =xz—1iy)
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Soit z=x+ iy € C.
@ On appelle module de z le nombre réel positif noté |z| et défini par

lz| = VX2 +y? <i.e. lz| = Rez(z)+Im2(z)>

Remarque Avec z € C 0(0), M(z)

Y

M(z)
(z.y)
4 X&
] R
2 174
X
T
N
I T2 3 41 5 b

|z| = OM
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Etudions quelques propriétés du conjugué d'un nombre complexe.

Soit z € C. Alors

0o z=z

zZ+Z

@ Re(z) = >

oIm(z):Zi
e zcR

—
@ez€iR «— Zz=-2z
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Conjugué et somme et produit de complexes.

Pour tous z,Zz € C, nous avons

ez+zZ=z+72.
ez -z/=z-Z7.

En particulier, si ' # 0, alors

et pour tout a € R
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Montrons quelques propriétés du conjugué

Produit : Soit z € C,z € C Soit x, y, x’,y’ réels tels que
z=x+iyetz =x"+iy

ona
zzZ = (x+iy)(xX' +iy)
= xx' +iyx +ixy + ity
= x —yy' +i(Xy +xy')
Donc L
2z = xx' —yy' —i(xX'y + xy')
et

7z = (x—iy)(x' —iy)
= xx' —iyx' — X'y + iy’
= '~y —ixy +x/)

D'ou I'égalité.
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Donnons maintenant certaines propriétes du module.

Soient z, z/ € C.
Propriétés algébriques :

° |z| = ||

o |zZ'| = |z||Z/|, et si z’ # 0 alors
z|_ |
Z1 |2

Propriétés géométriques :
0 |z]=0<=2z=0.
o [Re(2)| < |z| et |Im(z)| < |z
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Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Pour tout z € C nous avons

77 = Re?(z) + Im?(z) = |z

Remarque :
o L'inverse de z = x + iy € C*se calcule donc grace a la formule
zZ = |z|%. En effet

1 z X — iy

= _ 2 o
z=l" = et e,

N. Arancibia - relu par D. Cransac Algébre



Nombres Complexes

Forme algébrique des Nombres Complexes

Deux autres propriétés importantes du module sont :

Proposition

Soient z, z/ € C.
Inégalité triangulaire :
lz+ 2| <|z[+ 7.

Inégalité triangulaire généralisée (1) :

|12 = 11| < 12 = 21 < || + |2/

Inégalité triangulaire généralisée (2) :

|12 = 121| < Iz + 21 < I2] + |2/
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

On se place dans un repeére (0, o, 7), orthonormé, orienté.

Définition

On appelle cercle trigonométrique et on note U ['ensemble des nombres
complexes de module 1 :

U={zeC: |z| =1}

Remarque : Géométriquement, U est le circle de centre 0 et rayon 1. En
effet,

x+iyelU <= |z|l=y/x24+y2=1 — x*+)y>=1.
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Définition

Soit z € U, M(z) et 6 = (T, OM).
On définit cos 6 et sin @ comme I'abscisse et |'ordonnée de M

M(cos 6, sin 6)

Remarque
Pour un point du cercle trigonométrique, on a, en utilisant !
la définition géométrique (rapport des longueurs dans un
triangle rectangle) du cosinus et du sinus

sinb

S
<

cost%:x et sin9:%:y.

Cette nouvelle définition du cos et du sin est bien compa-
tible avec la définition géométrique et I'étend aux angles

£ N . .
supérieur & = et aux angles négatifs.
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Soit 6 € R, on appelle exponentielle i le nombre complexe défini par

9 = cosf + isin6.

e
Remarque : Notons que pour tout 6 € R,
e cU

De plus,

€| =1et [e”] =|cos(f) + isin6] = /cos?(6) + sin’(f).

cos?(0) +sin(f) = 1

Donc
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Les remarques précédentes nous permettent d'énoncer le résultat suivant.

Théoreme

@ Pour tout z € C

zeU <= 3J0eR, z=¢".

En résumé .
U={e’ 0cR}.

@ Pour tous €R, 8/ €R on a

0 e cos() = cos(6") — 0 mod (2
e = — {sin(e):sin(a')} = =90 d (27).
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Etudions quelques propriétés de I'exponentielle i6.

Théoreme

Soient 0,0’ € R et n € N.
@ Conjugaison :

@ Formule d'Euler :
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Démonstration.

@ Conjugaison : Pour tout réel # € R, on a

eif = cos(f) + isin(f) = cos(#) — isin(h) = cos(—0) + isin(—0) = e~

@ Formule d’Euler : Ces formules sont évidentes a partir de la définition
de ef?.

]
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Etudions quelques propriétés de I'exponentielle i6.

Théoreme

Soient 0,0’ € R et n € N.

@ Transformation des sommes en produits :

) , . -
el(0+9) _ elG . e/0 )
@ Formule de De Moivre :

(cos(#) + isin(0))" = cos(n@) + isin(nd).
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Nombres Complexes

Nombres complexes de module 1

Démonstration.

o Transformation des sommes en produits : Soit € R et ' € R. Alors

e’ . e = (cos(f) + isin(B))(cos(8) + isin(d'))
= (cos(8) cos(8’) — sin(6) sin(0’) + i(cos(#) sin(8) + sin(8) cos(8’))
= cos(f + 6') + isin(f + 0') = 'O+,

o Formule de De Moivre : Soit § € R. Alors le point précédent nous
permet, grace a une recurrence simple, de conclure

(eie)n = e — (cos(f) + isin(0))" =(e)"
=e = cos(nf) + isin(nb).

]
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Nombres Complexes

Application a la trigonométrie

Etudions quelques applications de I'exponentiele /6 a la trigonométrie.

Linéarisation des puissances de cosinus et sinus : Linéariser une
expression polynomiale de la forme

cos”(x) - sin’(x)
en sin(x) et cos(x), c'est |'exprimer comme une combinaison lineaire de
cos(x), cos(2x), cos(3x),--- et sin(x), sin(2x), sin(3x),---

en supprimant toute puissance et tout produit.
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Nombres Complexes

Application a la trigonom

Décrivons la méthode avec un exemple : Linéariser cos*(x)sin?(x). On
procéde comme suit :

(1) On utilise les formules d'Euler pour changer cos(x) et sin(x) en e* et

e ™.
eix + e—ix 4 eix e—ix
4 S 20N -
cos”(x)sin“(x) = ( 3 ) ( 2 >

(2) On développe completement, avec le bindme de Newton.

2

1 ) h ) )
cos*(x) sin?(x) = — o (e‘“x +4e?X 464 462X 4 e’4'x)
. (e2ix _24 e—2r’x)
__ % (eGix Letn L @ g g2ix 4 pg—dix | e—6ix) )

(3) On regroupe les termes deux a deux conjugués pour reconnaitre des
cos(ax) ou sin(Sx) grace a la formule d'Euler.

cos*(x) sin?(x) = _6i4 ((eﬁix + e—6ix) +2 (e4ix + e—4r'x) _ (eZIX + e—2ix) —4)

1
= 3—2(7 cos(6x) — 2 cos(4x) + cos(2x) + 2).
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Nombres Complexes

Application a la trigonométrie

Technique de I'angle moitié : Pour factoriser une expression du type
eX e et X —eV.
On procede comme suit :

@ On commence par noter que

Xty X-y Xty Xx-y
=— 4+ —= t = _7
2 F =7 2
@ Donc
™+ e¥ =
De méme
erxiefyfeL;” (&‘L;”

= 2ei(x%lisin (%) .
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Nombres Complexes

Application a la trigonométrie

La technique de I'angle de I'angle moitié nous permet de calculer
facilement les expressions suivants :

cos(x) + cos(y) = 2cos <X ; y> cos <%)

cos(x) — cos(y) = —2sin (%) sin <%)

sin(x) + sin(y) = 2sin <XJ2ry> cos (%)
sin(x) —sin(y) = 2cos <%> dim (X ; )’> )

Par exemple : En utilisant

sin(x) = Im(cos(x)+isin(x)) = Im(e*) et sin(y) = Im(cos(y)+isin(y)) = Im(e¥)

on déduit

sin(x) +sin(y) =Im (e* +€¥) = Im (26’“?) cos (%))

= 2sin (HT}/) cos (x;y) .
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Nombres Complexes

Application a la trigonométrie

Comme I'on vient de voir dans la proposition précédente, I'un des avantages
de la forme exponentielle est qu’elle permet de faire facilement des calculs de
trigonométrie. Ainsi on peut démontrer les formules suivantes.

Théoreme

@ cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
@ sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x)sin(y).
tan(x) + tan(y)

Q tan(x+y)= 1 — tan(x)tan(y)’
2 (x
@ cos(x) = w
1+ tan? (5)
@ sin(x) 2 tan? (%2(
1 + tan? (§>
Q tan(x) = 2ta”2(
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Nombres Complexes

Forme Trigonométrique d'un nombre complexe

L’exponentielle i nous offre une autre maniére d'exprimer tout nombre
complexe. Soit z € C avec z # 0. Notons que si on calcule le module de ;—‘

on obtient
1 1 1
Z :‘Z.‘ :|z|." :|Z|.7:B:1
|| || || 2| 2]
Donc pour tout z € C avec z # 0, nous avons
Z U — FeR, Z =é.

E4 ||
Par conséquent, tout nombre complexe peut étre écrit sous la forme

z=|z| €".
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Nombres Complexes

Forme Trigonométrique d'un nombre complexe

Théoreme

Tout nombre complexe non nul peut étre écrit sous la forme :

z=re'’ avec reRy et 0 eR.

Cette forme est dite trigonométrique.

o Le réel r est unique car : r = |z| (En effet, |z| = |re®| = |r| - |€/| = |r|).
o Mais 0, appelé UN argument de z, et note arg(z), est seulement unique
a 2w pres.

En revanche il existe un et un seul argument de z dans | — m, 7|, et celui
ci est appelé I'argument principal de z.

o Le couple (r,0) est aussi appelé UN couple de coordonnées polaires du
point d'image z.
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Nombres Complexes

Forme Trigonométrique d'un nombre complexe

Remarques :

@ Zéro n'a pas de forme trigonométrique, donc pas d'argument.
o Pour tout z, 2/ € C*

2| = |2I'

z2=7 { arg(z) = arg(z’)  mod (2m).

Exemple : Les formes trigonométriques des réels et des imaginaires purs
sont :

o Cas des réels : Pour tout x € R* :

0

x=xe® six>0 et x=(-x)e™ six<0.

o Cas des imaginaires purs : Pour tout y € R* :

iy=ye'? siy>0 et iy=(-y)e '? siy<0.
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Nombres Complexes

Forme Trigonométrique d'un nombre complexe

Etudions quelques propriétés des arguments.

Proposition (Propriétés des arguments)

Pour tous z € C*, z/ € C* nous avons

arg(zz') = arg(z) + arg(z’) mod(2r).
arg(z) = —arg(z) mod(2n7).

e G) e )
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Nombres Complexes

Forme Trigonométrique d'un nombre complexe

Démonstration.

o arg(zz') = arg(z) + arg(z’) mod(27) : Nous avons

o = |Z| . eiarg(z)‘zl| . eiarg(z') _ |ZZ/| . ei(arg(z)Jrarg(z')).

D’ol on conclut que arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) mod (27).

e arg(z) = —arg(z) mod(27) : Nous avons
zZ = |Z| . eiarg(z) = W . elarg(z) = |Z| Le—iare(2) — |2‘ .e—iare(2)
D’oti on conclut que arg(z) = —arg(z) mod (27).
e arg (1) = —arg(z) mod(27) : Nous avons
1 = # — i . efiarg(z).
: [ em® T
D’oli on conclut que arg (1) = —arg(z) mod (2r).

]
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Nombres Complexes

Forme Trigonométrique d'un nombre complexe

Soit z € C. Nous avons deux fagon d'exprimer z :

o Forme Algébrique : z = x + iy.
o Forme Trigonométrique : z = re’d.

Etudions le lien qui existe entre les deux écritures.

Théoréme (Lien entre la forme algébrique et les formes trigonométriques)
Soit z € C* de

forme algébrique : z = x + iy et de forme trigonométrique : z = re’.

@ Forme algébrique en fonction d’une forme trigonométrique :
x =rcos(f) et y=rsin(d).
@ Forme trigonométrique en fonction d’une forme algébrique :

P )
r=J2F )2 et ez{arctan§;§+ﬂ mod (27) six >0,

arctan mod (27) six <O.

X
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Nombres Complexes

Equations du second degré a coefficients complexes

Etudions quelques équations polynomiales dans C. Commencons par étudier
les équations du second degré deux. Notre objectif est de montrer que toute
équation de la forme

az?+bz+c=0, aeC* beC,ceC
possede des solutions sur C.

Définition (Racines carrées d’'un nombre complexe)

On appelle racine carrée d’'un nombre complexe z tout nombre complexe w
vérifiant
w® = z.

Théoreme

Pour tout z € C*, I'équation d’inconnue w € C :
w® =z,
possede exactement deux solutions opposées.
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Nombres Complexes

Equations du second degré a coefficients complexes

Démonstration.

On commence par écrire z sous forme trigonométrique

z=re, reR., 0 €R.

Posons

(=ret — (F=z

Nous disposons ainsi d'un exemple de racine carrée de z, et grace a lui, nous
allons trouver toutes les solutions de I'équation w? = z.
Pour tout w € C*, soit se’?, avec s € R son écriture trigonométrique. Alors

W=z = = (2
s2i2B — 1gif
— P=r et eP=¢"
< s=+r et 28=0 mod (27)
0
< s=+/r et BZE mod (7)
i? i(%+r) 2
= w=+/re'z ou u=+/re'\z Vre'z.
On a donc le résultat voulu. O
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Nombres Complexes

Equations du second degré a coefficients complexes

Attention :

@ /x est une notation autorisée si x € R.
@ \/z est une notation interdite si z € C\ Ry.

Pourquoi cet interdit ? Parce que nous ne savons pas choisir, tout nombre
complexe non nul a deux racines carrées distinctes qui se valent |'une
I"autre. Il n'y a que dans le cas des réels positifs qu'on sait choisir car les
racines carrées d'un réel positif x sont toutes les deux réelles, I'une positive,
I'autre négative, et on choisit de noter v/x la premigre.
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Nombres Complexes

Equations du second degré a coefficients complexes

De la preuve du théoreme précédent, on sait que si la forme trigonométrique
de z est re®, alors les deux racines carrés de z sont

Vrelt et —/relt.

Le probleme c'est que, trés souvent il est trés difficile de déterminer la forme
trigonométrique d'un complexe. Dans ce cas, pour trouver les racines carrés il
nous faut travailler avec |'écriture algebrique du nombre complexe.
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Equations du second degré a coefficients complexes

Pour déterminer I'écriture algébrique des racines carrées, on procedera
comme suit :

@ On cherche les racines de z = a + ib sous la forme w = x + iy.
L'équation w? = z donne le systeme
s 2 oy | _ . x> —y?>=a
wP=z <<= ((X*-y)+i2xy)=a+ib — { 2y — b
en identifiant parties réelle et imaginaire.
@ On pensera systématiquement a ajouter |'équation

wl>=|z] <= X+y’=Va2+p?
pour trouver les valeurs de x? et y2.

© On prend ensuite les racines carrées, en faisant attention aux signes
relatifs de x et y, donné par I'équation 2xy = b.
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Equations du second degré a coefficients complexes

Décrivons la méthode avec un exemple :
Calculer les racines carrés de 24 + 10i.
@ On cherche les racines de z = a+ ib sous la forme w = x + iy.
w2 =24+10i <= (C—-y)+i(2xy)=24+il0 <+

x2 — y2 =24
{ 2xy =10
Q |(w]2=]24+10i] <= x?+y?=+242+10%=26.
x? +y? =26
Nous avons donc trois équations : ¢ x2 — y? = 24
2xy =10
x2 =125
- y2 =1
xy =5

© Nous avons donc les solutions :

(X7y): (571) ou (va) :(_5a_1)
<— w=5+4i7 ouw=-5-—1.
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Equations du second degré a coefficients complexes

Maintenant qu'on a montré que tout nombre complexe possede exactement
deux racines carrées, nous pouvons donner la preuve que toute équation de
degré 2 possede des solutions dans C.

Théoreme

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Alors les solutions de
I'équation d’inconnue z € C :

az’+ bz+c=0

sont
—b+9 - —b—9¢
2a 2a '’

ot § est I'une quelconque des deux racines carrées du discriminant

A = b? — 4ac.
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Equations du second degré a coefficients complexes

Démonstration.

Nous avons

b
R lrde = a<22+7z+£>
a a

_ L b\? b —4ac
a ‘72 432 ’

T R P 1 . 2 .
Soit d I'une de deux racines carrés de b? — 4ac. Alors w = (£)".Ce qui
nous permet d’écrire

P = (( 2 (2 )) (@ = 2 = (x = )+ )
_ a(z+2b+268) (+ > 2‘2)
- (- (52)) - (5):

Les racines de az2 + bz + ¢ sont donc

—b—4§ . —b+4
2a € 2a

O
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Equations du second degré a coefficients complexes

En lien avec ce qui précede, la relation triviale :
(z=x)z-y) = 22— (x+y)z+xy

nous permet de calculer x et y quand on connait leur somme x + y et leur
produit xy.

Théoreme (Systémes somme-produit)

Soient a, b € C.Les solutions du systéme somme-produit d’inconnues

x,y €C
x+y=0>b
Xy =c¢

sont les deux racines du polynéme z?> — bz + ¢ (éventuellement égales).

. —b
Remarque : La somme des solutions de az> + bz + ¢ vaut — et leur
a

. C
produit —.
a
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Racines n-ieme de |'unité

Nous avons décrit les racines carrées de tout complexe non nul z. Faisons le
méme avec les racines de degré n. Pour tout z € C et n € N*, nous allons
donc étudier I'équation :

"=z
Commengons avec le cas z = 1.
Définition (Racines n-iemes de I'unité)

Soit n € N*. On appelle racines n-iemes de I'unité tout nombre complexe ¢
tel que

=1

On noté U,, I'ensemble de racines n-iemes de I'unité.

Le résultat suivant nous donne une description de I'ensemble de racines
n-iemes de I'unité.

Théoreme

Soit n € N*. Alors il existe exactement n racines n-iémes de ['unité, qui sont
q
2ikr.
U,,:{e noo nggn—l}.
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Racines n-ieme de |'unité

Démonstration.

Soit ¢ € C*. Posons r = |¢| et notons 6 I'unique argument de ¢ dans
I'intervalle [0, 27[. Par identification de formes trigonométriques :

¢"=1 — M =1.¢0 — =1 e nh=0 mod (2n)
<~ r=1 et JkeZ nf=2kn
r>0
2k
<~ r=1 et 3keZ,0:—7r
n
2k
— r=1 e FkeZ 0<k<n-1, ="
0€l0,27[ n

2ik T

<— JkeZ 0<k<n—1, telque(=¢€e .
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Racines n-ieme de |'unité

Démonstration.

On a obtenu :

2ikT

("=1<=3dkeZ 0<k<n—1, telque(=¢en .
Ceci nous fait bien un total de n racines distinctes, car les nombres

2r 4m 6w 2(n—1)m

n’ n’ n n
sont distincts et éléments de [0, 27|, donc les nombres complexes

2m  4im 6im 2(n—1)im
17en,en7en’-..7e n

sont distincts aussi. O
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Racines n-ieme de |'unité

Les racines de I'unité satisfont la propriété suivante.

Proposition

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 3 2. La somme des racines n-iéme
de I'unité est égale e 0. Autrement dit, soit  une racine n-iéme de ['unité
différente de 1, alors

1+¢+C+--+¢"t=0.

Démonstration.

On reconnaft une suite géométrique de raison . La somme des termes est :

1-¢" 0

T4¢ " 14¢ "

14+ P+ (" =
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Racines n-ieme de |'unité

Un exemple important, est celui de I'’ensemble des racines cubiques de I'unité.

Définition (Le nombre j)

On note j la racine cubique de 'unité

. 2 1 3
Jj=e:3 ——§+/7.

Quelques relations a connaitre

et pour tout z € C
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Racines n-ieme de |'unité

Visualisation géométrique des racines de la unité : Soit n > 3. Les
éléménts dans U,, définissent les sommets d'un polygone régulier a n cotés.

Uj est 'ensemble des sommets U, est I'ensemble Us est 'ensemble des sommets Ug est I'ensemble des sommets
d’un triangle équilatéral. des sommets d’un carré. d’un pentagone régulier. d’un hexagone régulier.

ia - relu par D. Cransac Algebre
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Racines n-ieme

Etudions maintenant les racines n-ieme de tout nombre complexe non nul.

Définition (Racines n-iémes)

Soit n € N* et z € C non nul. On appelle Racine n-ieme de z tout nombre
complexe ¢ tel que
z=".

L'ensemble de racines n-iemes de z est décrit dans le résultat suivant.

Soit n € N*.
@ La seule racine n-iéme de 0 est 0. (En effet, (" =0 <= ( =0.)

@ Tout nombre complexe z = re® € C* avec r > 0 et § € R posséde
exactement n racines n-iémes, a savoir :

i0 2ikT
Jroenth 0<k<n-1
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Racines n-ieme de |'unité

Démonstration.

Soit z = re’? € C* avec r > 0 et § € R. Posons

{:\"ﬁe% = ("=z

Nous disposons ainsi d'un exemple de racine n-eme de z, et grace a lui,
nous allons les trouver toutes. Pour tout w € C :

w'=z <+— w'=("

2ikT

—3JkeZ 0<k<n-—1, tquue%:eT

e TJkeZ 0<k<n-—1, telquew=C-en
i60+2ikm

= JkeZ 0<k<n—1, telquew=/r-e =»

Ce qui montre le résultat. O

N. Arancibia - relu par D. Cransac Algébre



Nombres Complexes

Géométrie des Nombres Complexes

Reégles de calcul sur les affixes :

@ Pour tous vecteurs i et vV du plan Im
d'affixes respectifs z et z’ et pour tous
A, 1 € R, le vecteur \V + pv a pour a+bi
affixe :

Az +pz'.

@ Pour A et B deux points du plan d'affixes 3
respectifs z et z/, 'affixe du vecteur AB 0 a
est

z —z.

Les notions de point, vecteur, coordonnées et nombre complexe sont
équivalentes, on préfere d'ailleurs souvent écrire qu'un point est EGAL a un
nombre complexe, qu'un vecteur est EGAL a ses coordonnées.
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Géométrie des Nombres Complexes

Soit z=x+1iy € C.
@ On appelle module de z le nombre réel positif noté |z| et défini par

|z| = VX2 +y? (i.e. |z = Rez(z)+1m2(z)>

Remarque Avec (z,2') € C? 0(0), M(z) et M'(Z’)

|z| = oM |z = 2| = MM’
y v
M) _
(z,9) M(z)
4 14 '
z—2z
| Ij\r['(z’)
3 3
2 2
1 i
: P
I T 2 3 1 35 6 i T 2 3 1 5 6 71
1 =
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Géométrie des Nombres Complexes

On en déduit que pour tout R > 0 :

@ Le cercle de centre a et rayon R est
{zeC:|z—al =R}
o Le disque ouvert de centre a et rayon R est
{zeC:|z—al < R}.
o Le disque fermé de centre a et rayon R est

{zeC:|z—al <R}
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Géométrie des Nombres Complexes

@ L’addition de deux nombres complexes s'interpréte géométriquement en
termes de translation : En effet soit u € C. Alors I'application

t,:C—>C
Zr Z+ Uu.

correspond géométriquement a la translation de vecteur 0.
o L’application

50:C—>C
Z+— —Z.

correspond, géométriquement, a la symétrie de centre O.
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Géométrie des Nombres Complexes

@ L'application

5:C—=C
Z— Z.

correspond, géométriquement, a la symétrie d'axe Ox.
@ L'application

5,:C—=C
Z— —2Z.

correspond, géométriquement, a la symétrie d'axe O,.
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Géométrie des Nombres Complexes

Le produit de deux nombres complexes s'interpréte géométriquement en
termes d'homothétie et de rotation. En effet :

@ Soit A € R. Alors I'application
Hy:C—C
zZ Az,

correspond, géométriquement, a I'homothétie de centre O et de rapport
A
@ Soit 6 € R. Alors I'application

Rg:C—=C

zs ez,

correspond, géométriquement, a la rotation de centre O et d'angle 6.
@ Soit w = pe'®. Alors I'application
HR,:C—C
z 5 pez.
correspond, géométriquement, a la composée d'une rotation de centre O
et d'angle 6 avec une homothétie de centre O et de rapport p

(similitude).
- relu par D. Cransac Algebre
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