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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte 5 exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
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Exercice 1((3 points))

Résoudre dans C I'équation suivante

1
iZZ+Q2+20)z+ (5 +2i) =0.

Solution : (3 points = 2 +1) Nous avons

1
A=(2+2i)2—4i(5+2i)=4+8i—4—(—8+2i)=8+6i

Maintenant, pour trouver les racines carrées de 8 + 6i on calcule

2y = VEAE 24y = 10
22 =8+6i x?-y? = 8 =< x*-y* = 8
2xy = 6 xy = 3
2
xz -9 x = 3 x = -3
— y- =1 @{ - ou{ R
xy = 3 y y

(2 points).
D’ol1 on conclut que les solutions de 'equation sont (1 point)

~Q@+2)+@+i) 1-i —1-i

G = 2i “ T2 T2
[ - ~@+20)-(B+i) —(5+30) —3+5i
2 - 2i T2 2

Exercice 2((5,5 points))

Soit
u=-1+i et v=v3+i




1. Déterminer les modules de u et v

2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. Résoudre I'équation z* = u.
Donner le module et un argument pour chacune des racines quatriémes de u.

4. Déterminer le module et un argument de .

(771) . (7n)
COoS| — et sin|—
12 12

5. En déduire les valeurs de

Solution : (5.5 points)

1. (0.5points) |u| =/ (-1)2+12=+2et|v| =/ \/§2 +12 =2,

2. Nous avons
\/_(—£+ £)—\/ieiaan.

Donc un argument de u est % (0.5 points).

3 1 7
v=2 £+i— =2¢'6.
2 2

Donc un argument de v est % (0.5 points).
3. On cherche les solutions complexes de z* = . En écrivant z sous forme trigonometrique z = re’® on
obtient (1 point)

A=uertet? = V2ot e rt=v2 et 40 = 3 +2kn, kez
3 2kn
<:>r—28 et 0 =— ,k=0,1,2,3.
16 4
Les racines quatriemes de u sont donc (1 point = 0.25+0.25+0.25+0.25)

1 3in

(o=2iem ; (4=2iell

3n+2ﬂ) 2%@% ; CZ:Z%gi(%"'”):Z%e% ; 63_2;39(3{2*'3”) Zéezﬁiﬂ_

4. Nous avons

_VZeE V2 g V2

=—e¢12,

< |
)
NN.
(=]
S

Donc |%| =/2/2 (0.5 points) et un argument de % = % (0.5 points).

5. D’apres la question précédente, nous avons




De méme

u_ —1+i (-1+D(/3-i) 1—\/§+i(1+\/§)

v V3+i 4 4 4

Lunicité de la forme algébrique de ¥ permet d’en déduire par identification : (0.5+0.5 points)

Qcos(7—ﬂ)=1_\/§ — cos(7—n)=1_\/§=\/§_\/6
2 12 4 12) 22 4

V2 (7m)_1+V3 (T _1+V3 _V2+V6
2 SIH(IZJ— 1 - sm(lz)— 2\/2 = 1 .

Exercice 3((5,5 points))
Pour tout a € R, considérons
PyX) = X°+aX*—(@a+DX—(@+ DX’ +aX+1.
1. Montrer que les nombres —1 et 1 sont racines du polyndéme P,.
Solution : Nous avons (0.5+0.5 points)

P,(1) = 1+a—-(a+1)—(a+1)+a+1=0,
P,(-1) = -1+a+(a+1)—-(a+1)—a+1=0.

2. Déterminer I'ordre de multiplicité des racines —1 et 1 en fonction du nombre réel a.
Solution : (2.5 points) Nous avons
PL(X)=5X*+4aX®-3(a+1)X*-2(a+1)X +a.
Ainsi (0.5 points)
P,(1)
P,(-1)

5+4a-3(a+1)-2(a+1)+a=0,
5-4a-3(a+1)+2(a+1)+a=4-4a — P;(—l):O@azl.

On prend la dérivée seconde
PI(X)=20X3+12aX*>-6(a+1)X —2(a+1).

et on calcule (0.5 points)

Pj(1) = 20+12a-6(a+1)-2(a+1)=12+4a = P,(1)=0 < a=-3.
De plus, pour a = 1, nous avons

P/(-1)=-20+12+12-4=0.
Finalement, (0.5 points)
PV (X)=60X*+24aX -6(a+1) =  P’(1)=0 et P/"(-1)#0.

(4)
-3

Puisque le degré de P est 5 et —1 est une racine de P, on conclut P (1) # 0. Par conséquent



¢ 1 est une racine de multiplicite 4 de P si et seulement si a = —3. Si a # —3, alors 1 est une racine
double de P. (0.5 point)

e —1 est une racine de multiplicite 3 de P si et seulement si a = 1. Si a # 1, alors —1 est une racine
simple de P. (0.5 point)

3. Déterminer le quotient Q, et le reste R, de la division euclidienne du polynéme P, par le polynéme

(X+1)(X-1)2

Solution : En effectuant la division euclidienne, on obtient (1 point)
PyX) = X+ DX -D*(X*+(a+ DX +1).

Ainsi R, (X) =0et Qu(X) = X?>+ (a+ 1) X + 1.

. Donner la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P, sur R[X] et sur C[X], pour a =1
eta=-3.
Solution : D’apres la question précédente, nous pouvons écrire (0.5+0.5 points)

P1(X)
P_3(X)

(X+DX-D*(X*+2X+1) = (X +1D*(X - D>
(X+D(X-D*(X*-2X+1) = (X+1(X-D™

On peut conclure la méme décomposition en utilisant I'ordre de multiplicité de 1 et —1 trouvé dans
la question 2.

Exercice 4((5 points))

2im

Soit P=(X+1)"—X"~1.Posons j=es .

1. Montrerque 1+ j=—j

i2

Solution : (1 point) Nous avons

_ 3
14j+j2= 1_]], 0 = l+j=-j2

2. Montrer que j est une racine multiple de P.

Que’est ce que on peut dire de j.
Solution : Nous avons
P()=QA+) —j -1=(=j)"-j-1==(j%+j+1)=0. (0.5 points)
De plus
Pl(H=7(j+1°%-7j=7(-j»%-7=7-7=0. (0.5 points)

Ainsi, j est une racine au moins double de P.
Finalement, puisque P est un polynome a coefficients réels, on conclut que j est aussi une racine au
moins double de P (0.5 points).



3. Trouver deux racines réelles évidentes de P.
Solution : (0.5+0.5 points) Nous avons P(0)=1-0-1=0 et P(-1)=0+1-1=0.

4. Calculer le degré de P. En déduire la factorization de P en facteurs irréductibles dans C[X] et puis
dans R[X].

Solution : Nous avons
X+1D'-X"-1= 27:( ! )X7"'—X7—1= i( ! )X7_i.
i=o\ ! i1\
Par conséquent, deg P = 6 (0.5 points). Ce qui nous permet de conclure I'égalité (0.5+0.5 points)

P(X) X(X+D(X - )H*X-j)?

X(X+1D)(X2+X+1)>°.

Exercice 5((4 points))

Soit 0 € R, on suppose que sin(56) # 0.

1. Montrer que
0 \5 _io o\ . 5 (5 . k
(1+e’ X) —(1+e ! X) —szX::l( s )sm(k@)X

Solution : (1 point) Nous avons

5
i0 i0 _ n B n -i0
(1+e X) (1+e X _I;O(k) X O(k)(e X)
> (n ik0 _ —ikf) vk
Bl
2k )
5
:Z( n) iko e—ike)Xk
i\ k
5 (n . 5 (n .
= Z( . )21 sin(k@) X" = ZZ( . )sin(kQ)X“.
=1\ K k=1
. 2mi
) +ze? — )
2. Résoudre ————— =¢ 5 en fonction de 6.
1+ ze 0



Solution : (1.5 points) Nous avons

0 2mi 2mi 2mi
1+ ze — . — g T
— = -5 = 1+ze%=e 5 +ze7% 5
1+ ze 10
2mi 2mi
. i0_,5 "“|_.5
zle —e =e -1
2mi
e 5 -1
fr— z= -
2mi 0
— 1
eif—e 5
Y e
- 21'65'Sll’l(§) - sm(g)
g z=

2i-e% -sin (6 - Z) ~ sin(6-Z%)

3. Enreproduisant la question précédente déduire toutes les racines du polynome

5
P(X)= Z( i )sin(kH)Xk.
k=1

Solution : (1.5 points) Nous avons

5
5 . 5 . 5
P(z)=0 < 0=2i Z ( " )sin(k@)zk: (1+elez) —(1+e_’9z)
k=1
1+zeif )’
— — =1
1+ ze 10
1+ ze'? 2ikn
es ,k=0,1,2,3,4.

— —) =
1+ ze 10

La méthode utilisée dans la question précédente nous permet donc de conclure

s 2kin
sin (T)

L k=0,1,2,3,4.
sin(@—%%)

Pz)=0 < z=



