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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte 5 exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
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Exercice 1 (4 points)

Ecrire sous forme trigonométrique z;, z», z3 et z4 avec:

A b4
a) zp=sin—+1icos—

6 6
b) zp =1- ¢ avec 0 €]0;27]
€) z3=(-1+1)°

2-1)i
d) Z4:(\/_—.)

1_
Solution
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a) 21=81n—+lcos—:cos(———)+ls1n(———):sm—+zcos—=e
6 6 2 6 2 6 3 3

: 0 0 .. 0. [0-n
b) zp=1-ef == eli(e 12—e‘2):—2151n§elz =31n§e’ 2

A . 157 .
c) 23=(—1+i)5:(\/§el37) :4\/231% :4\/§e_l2

= (\/z_l)l: (\/z_l)ei% :(l—ﬁ)ei%
1 _i \/ze_i% 2
1 point pour chaque question

d) Z4

Exercice 2 (6 points)

Soit
f: R — R? etg.[RZ—>IR
x — (x%,2x) (a,b) — a-b+1
1. Etude de f.
(a) Etudier I'injectivité de f.
(b) Etudier la surjectivité de f.
2. Etudede g

(a) Etudierl'injectivité de g.
(b) Etudier la surjectivité de g.
(c) Déterminer g([0,1] x [0,1]).

3. Etude des composées.



(a)
(b)
(©)
(d)

4. (a)

(b)

(©
Solution

Pour x € R, Déterminer (go f)(x).

Pour (a, b) € R?, Déterminer (f o g)((a, b)).
Etudier la surjectivité de fo g.

Etudier I'injectivité de go f.

Représenter graphiquement 2= go f.
Déterminer h([—1,2])

Déterminer h™1([-2,4])

0.5 points pour chaque réponse.

1.

4.

(@

(b)

(a)
(b)

(c)

(@)
(b)
(c)

(d)

(@)

(b)
(c)

Soit (x, x) €R, f(x) = f(x) & (x%,2x) = (x%,2x)
?=x? [(x=x'oux=-x ,
o , © , Sx=x.
X=X X=X

Donc f est injective.
(0.5 points) Le couple(-1,0) n"admet pas d’antécédent car Vx € R,, la premiere coordonnée de
f(x) estun carré donc est positive.
b 2
Autre argument, on constante que si (a, b) est une image alors a = (5) donc (-1,-0) n’est pas

une image.

donc la fonction f n’est pas injective.

On remarque que g((0,0)) =1 = g((1,1)) donc g n'est pas injective.

Soit y € R, on résout pour (a, b) € R2, g((a,b)y. on observe que g((y,—1)) = y. On a donc obtenu
un antécédent donc g est surjective.

On cherche a déterminer g([0,1] x [0,1]), Cestadirepour0<a<1et0< b <1, 'ensemble décrit
para—b+1.

ona-1<b=<0donc0l<a-b+1<2donca—->b+1e]|0;2] en sommant les inégalités.
Réciproquement, soit y € [0;2],si y=1,onpose b=0eta=y—1.0Onaalorsa—b+1=yavec
0 <a=<1.Sinon, on pose b=1eta=yetonaégalement a—b+1=y. Donc y admet bien un
antécédent dans [0;1] x [0;1].

On a bien f([0;1]) = [0;2]

VxeR,gof(x)= x2-2x+1

V(a,b) eR? fog((a,b) = (a-b+1)*2(a-b+1)

[ n'est pas surjective donc f o g n'est pas surjective (contraposée de la propriété «Si f o g est
surjective alors f est surjective »).

f n'est pas injective donc go f n’est pas injective (contraposée de la propriété «Si go f est injec-
tive alors f est injective »).

La représentation graphique est la suivante.

\ 3V /

\ /
N X

0] 1

f([-1;2]) = [0;4]
fH-2;4) = [-1;3]



Exercice 3 (4.5 points)
SoitP={zeC:Im(z)<0tetD={zeC:|z|>1}

z—1
Montrer que f:z— 11 est une bijection de P sur D.
z+i

1. f estInjective:
Soit z, Z’ € P, f(z) = f(Z') montrons que z = z’

f(2) = f(2)

z+i Z'+1i
(z-DEZ +i)=E - (z+1)

272 +i(z=-Z)+1=7'z+i(Z -2)+1

1oo

z=2

Donc f est injective.

(1.5 points + 0.5 points pour la rigueur de la rédaction)
2. f estsurjective:

On utilise la définition.

Soit z€ D.

On cherche s’il existe Z € P tel que :f(Z) =z

Z-i

Z+1i
Z—i=7Z%xz+ix2z

f2)=z

Z—7Zxz=i+ix%x2Z

Z(1l-2)=i(1+2)
_ 1+z
T 1-2z

poreet

X 1

(1 point)
Il faut vérifier que Z € P. Calculons Im(Z) = Im({%i X i) :

Im) = Im( )
1+z)(1 z) .
= Im( — 7] Xl)
B (1 Iz D+2ilm(z) .
= Im( 122 xl)
B Zlm(z) (l—lz 1)
- Im( =y |1—z2|)
Comme z € D alors:
_(1-12%)
Im(Z)_—Il—z2| <0.

(1 points)

Finalement Z € P qui est 'unique antécédent. Donc f est surjective.
Comme f est injective et surjective, donc f est bijective.

(0.5 points)

Exercice 4 (4.5 points)

On définit la relation % sur R par

xRy <> cos’ x+sin y=1



Montrer que Z est une relation d’équivalence.
Déterminer la classe de 0.

7
Déterminer la classe T

(Question bonus) Soit x € R, déterminer la classe d’équivalence de x et le nombre de réprésentant de
cette classe dans [0; 27]

Solution

1.

. Onrésout xZ0 < cos

2 2 2

Ona xZy < cos’ x+sin® y = 1 © cos? x = 1 —sin® x © cos? x = cos? y.

Donc & est une relation d’équivalence car elle hérite des propriétés de 1'égalité.
Réflexive 0.5, symétrique : 1 point, transitive : 1 point

2x=1< cosx=cos0ou cosx = cosx donc [x] = {kx, k€ Z}

(1 point)

i x 7 b4
On résout cos? x = cos2 ©x=Z+kZ,k€Z

Donc [x] = {%+k%,kez}

(1 point)

(bonus) x%y & cos? x = cos? y

© COSX =C0SY OU COSX = —COS Yy
ox=y+2kneZoux=-y+2kneZ+n
x=-y+2kme2oux=y+n+2kn,keZ
(x| ={y+km—-y+kn kez}

Exercice 5 (3.5 points)

Soit E un ensemble et & = {(A, f) | AcE,A# @, et f application de A dans E}.
On munit & de la relation binaire < définie par:

AcB

(A, f)=(B,g) ‘:’{ Vxe A, f(x) =gk

(c’est-a-dire que la fonction g, définie sur B, prolonge la fonction f, définie seulement sur A).

1.

Montrer que < est une relation d’ordre.

2. Lordre est-il total? (1 point)

3. (question bonus) Soient (4, f) et (B, g) deux éléments de &. Trouver une condition nécessaire et suf-

fisante pour que la partie {(4, f), (B, g)} soit majorée. Quelle est alors sa borne supérieure ?

Solution

1.

(a) <estréflexive. Eneffet Ac AetVxe A, f(x) = f(x) (évidemment!)

(b) =< estantisymétriquee :
Supposons (A, f) < (B,g) et (B,g) < (A, f) alors Ac Bet Bc A, donc A= B. Comme Vx €
A, f(x) = g(x) et f définie de A dans E et g définie de A dans E, on a f = g donc (4, f) = (B, g).
Donc =< est antisymétrique.

(c) =< esttransitive :
Supposons que (4, f) < (B, g) et (B, g) = (C, k).
Ona AcB;Vxe A f(x)=gx),et Bc C;Vye B,g(y) = k(y). Donc on peut déduire A c C et
VxeA, f(x)=k(x).
On adonc Alors (4, f) =< (C, k). D’ou < est transitive.
(Réflexive 0.5 point, symétrique : 1 point, transitive : 1 point)



2. Larelation < n’est pas une relation d’ordre total si le cardinal de A est strictement supérieur a 1: Si on
choisit deux éléments distincts de A, x et y alors A = {x} et B = {y} sont disjoints donc non inclus I'un
dans l'autre. Donc (4, f) et (B, g) ne sont pas comparables.

(1 point)
3. Soient (4, f) et (B, g) deux éléments de &.
Soit (C, k) un majorant de {(4, f), (B, g)}.
Ona,Vxe A, f(x)=k(x)etVxeB,g(x)=k(x)doncVxe AnB, f(x) = k(x) = g(x).
DoncVxe AnB, f(x) = g(x).
Récproquement si Vx € An B, f(x) = g(x) (propriété P) alors définissons

k: AUB — E
sixeA, kx) = fx
sixeB, k(x) = gk

Cette fonction est bien définie d’apres la propriété (P) admise et (A u B, k) majore {(4, f), (B, g)}



