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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des
justifications.
Le sujet comporte 6 exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
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Exercice 1
Dansl’ensemble E = {0;1;2;3;4;5;6;7}, on consideére les trois sous-ensembles

A=1{1;3;5} B ={1;2;3;4;5;6} et C =1{5;6;7}.

1. Déterminer les ensembles suivants: B\A; A°U(BNC); H(A).

2. Donner une partition de E contenant exactement 3 sous-ensembles notés A;, Az, As.

Solution:
1.

B\ A {2;4;6}
AUBNC) = {0;2;4;6;7U{5,6} ={0;2;4;5;6;7}
(A {®,{1},{3}, {5}, 11,3}, {1,5},{3,5}, A}.

2. Nous pouvons par exemple choisir

{10;1};{2;3;4;5;6}; {7}}.

Exercice 2
Soient P, Q et R des propositions. Montrer I’équivalence suivante :

(P= Q= R) < ((PetQ = R)



Solution : Nous avons

P = (Q = R non(P) ou (Q = R)
non(P) ou (non(Q) ouR)
(non(P) ou non(Q)) ouR
non(P et Q) ouR

(P et Q) = R.
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Exercice 3
Soit f:R — Rune fonction.

1. Donner lanégationde: VxeR, f(x) >0 = x=0 ou x=5.
2. On considere la proposition & : " f est périodique".
(a) Traduire mathématiquement &2.

(b) Donner la négation de <.

Solution :
1.
dxeR, f(x)>0 et x#0 et x<5.
2. (a)
AT eR, VxR, f(x+T) = f(x).
(b)
VTeR, IxeR, f(x+T) # f(x).
Exercice 4

1. Montrer que pour tous a,b,c€ Z
a+b+c=0 = (a<0ou b<0ouc=<0).

2. Soit un entier n > 0. Démontrer que si n est le carré d'un entier, alors 2n n’est pas le carré
d’un entier.

Solution:

1. On raisonne par contraposition. Nous devons montrer

(a>0et b>0etc>0 — a+b+c#0.



Supposons
a>0 ; b>0 ; c¢>0.
En additionant les trois inéquations on obtient

a+b+c>0 = a+b+c#0.

2. On raisonne par 'absurde. Supposons que 7n et 2n sont le carré d'un entier, c’est-a-dire,
supposons qu’il existe p e N* et g € N* tel que

n:p2 et 2n:q2.
Alors

2=—=- = 2:B€Q).

Absurde. Par conséquent, 2n n’est pas le carré d'un entier.

Exercice 5
1. Enoncer le principe de récurrence double.

2. Soit (uy) ,en la suite définie par ug = 2, u; =1 et pour tout entier n € N
Up+2 — Up+1 —6U, =0.
Montrer par récurrence que, pour tout n € N, nous avons

u, =(-2)"+3"

Solution :
1. Récurrence Double : On considere une propriété & (n) dépendant de 'entier n € N, et on

suppose que :
— Z(0) et Z(1) sont vrais,

— pour tout n €N, si Z(n) et Z(n+ 1) sont vrais, alors & (n + 2) est vraie.
Alors la propriété & (n) est vraie pour tout n € N.

2. — Initialization : Nous avons
up=2=(-2°+3% ; w=1=(-2)"+3.
La propositon et ainsi vraie pour n =0et n = 1.
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— Heredite : Soit n € N et supposons
Up=(-2)"+3" et wups =(-2)"""+3"1,

Montrons
Upio = (_2) n+2 + 3n+2.

Nous avons

Up+2 = Upt1+6Uy
— (_2)n+1+3n+1_3_(_2)n+1+2_3n+1
= (-2"(1-3)+3""(1+2)

Ainsi, la proposition est vrai pour n + 2.

Par conséquent, le principe de récurrence double nous permet de conclure que pour tout entier

n € N nous avons
Up+2 — Up+1 —6U, = 0.

Exercice 6

Soit E et F deux ensembles, soit A, C deux parties de E et B, D deux parties de F.
Démontrer que

1. AcC < H(A) c X(C).
2. AAC = A°ACE.
3. (AxB)Nn(CxD)=(AnC) x (BN D).

Solution :

1. On raisonne par double implication.
—> Supposons Ac C. Alors

VDe #(A) — DcAcC
— DcC(C
= DeZ(0).

Ainsi, Z(A) c Z(C).
<= Supposons Z(A) c Z(C). Nous avons

Ae (A cHC) = Ae A0

— AcC.



2. Nous avons

AAC = (AUQO)\(ANCQC)
= (AuC)N(AnO)¢
= (AuC)N(A°uCYH
= (A°UCYNn(AuUQ)
= (A°UCHN(A°NCYH®
= (A°UCH\(A°NCYH
= A°ACS.

3. Nous avons

x,)eE(AxB)N(CxD) < (x,y)eAxB et (x,y)eCxD
< (x€eAet yeB) et (xeC et yeD)
<~ (xeAetxe(C) et (yeB et yeD)
<~ x€eAnC et yeBnD
— (x, )€ (AnC) x (BND).

Ainsi
(AxB)N(CxD)=(ANnC) x (BnD)



