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Résoudre les équations suivantes :

(1) Q(X)?= X - P(X)? d'inconnues P et Q dans C[X].
(2) Po P = P d'inconnue P dans C[X].

(3) P(X?) = (X2 +1)P(X) d'inconnue P dans C[X].
Solution :

Nous allons résoudre chaque équation a I'aide du degré des
polynémes.
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(1) Q(X)* = X - P(X)? d'inconnues P et Q dans C[X].

Solution : Supposons qu'il existe un couple de polyndmes (P, Q) solution de la
équation
Q(X)* = X - P(X)*.

On sépare le probléme en trois cas :
@ P#0et Q+#0: L'égalité Q(X)?> = X - P(X)? implique que

deg (Q(X)Q) — deg (X - P(X)Z) —  2deg(Q) = 1 + 2deg(P)
= 1 =2(deg(Q) — deg(P)),

ce qui implique que 1 est un entier pair : c'est absurde. Donc, si P et Q
sont solution de I'equation, alors il faut qu’'au moins un des deux
polynomes soit le polynome nul.

@ P=0: Alors
RX)Y=X-PX))’=0 = @X)=0 = Q(X)=0.

Ainsi @ = P = 0. Il est immédiat que P = Q = 0 est solution de
I"équation.

Algebre



@ @=0:Alors

X -PX)?=Q(X)?=0 = X-P(X)?=0
= P(X)’=0
— P=0.

Ainsi P = Q = 0. Donc le couple de polyndme nul est la seule
solution possible.
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(2) Résoudre I'équation P o P = P d'inconnue P dans C[X].

Solution : Le polynéme nul est évidemment solution. Supposons qu'il
existe un polynéme non nul P solution. Nous avons

deg(P o P) = (deg(P))

deg(P)? = deg P

deg(P) =0 ou deg(P)=1
P(X)=aX+b avec a,beC.

PoP=P

P
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Maintenant

PoP=P

Frreell

P(P(X)) = P(X)
a(aX+b)+b=aX+b
@X+ab+b=aX+b

(2> —a)X +ab=0

a(a—1)=0 et ab=0

(a=1¢et b=0) ou (a=0 et beC)
P(X)=X ou P(X)=b avec beC.

On peut conclure que les polyndmes P solutions sont les polynémes
constants et celui défini par P(X) = X. Il est clair en effet que
réciproquement, ces polynémes sont bien solutions.
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(3) Résoudre I'équation P(X?2) = (X% +1)P(X) d'inconnue P dans C[X].

Solution : Le polynéme nul est évidemment solution. Supposons qu'il
existe un polynéme non nul P solution. Nous avons

P(X?) = (X?4+1)P(X) = deg(P(X?)) = (deg((X* +1)P))
= 2deg(P) =2+ degP
= deg(P)=2
— P(X)=aX?>+bX+c
avec ae€ C* et b,ceC.
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Et on obtient alors

aX' 4+ bX* 4+ c=(X>+1)(aX® + bX +¢)

aX' 4+ bX*+c=aX"+bX*+ (c+a)X*+bX + ¢
bX?> 4 c=bX>+ (c+a)X>+bX + ¢

b=0 et a+c=0b

c=—a e b=0

P(X)=aX>—a avec acC".

P(X?) = (X* +1)P(X)

Freruy

Les seuls polyndmes P pouvant étre solution sont donc finalement ceux
s’exprimant sous la forme P(X) = a(X? — 1), avec a € C. Réciproquement, soit
P un tel polyndme, alors :

P(X?) = a(X* — 1) = a(X* + 1)(X* — 1) = (X* + 1) P(X).

Conclusion : les solutions sont les polynémes P s'exprimant sous la forme
a(X? —1), avec a€ C.
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Résoudre les équations suivantes d'inconnue P € C[X] :

(1) (P(X))? = 4P(X).

(2) P(X) - XP'(X) = X.

Solution :

(1) (P'(X))? = 4P(X) : Le polyndme nul est évidemment solution.
Notons que tout autre polynome constant n'est pas solution de
I'equation. Soit donc P solution de I'equation avec

Alors

(POX)) = 4P(X)

N

deg(P) > 1.

P(X) = aX?+bX + ¢
avec a€ C* et b,ceC.
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Et on obtient alors

(P'(X))* = 4P(X)

Ly

I

(2aX + b)? = 4(aX? + bX +¢)

42°X? + 4abX + b% = 4aX? + 4bX + 4c
4> =4a ; dab=4b ; b*=4c
ala—1)=0 ; bla—1)=0 ; c=b’/4

a=1 ; beC ; c=0b*/4
b2
P=X2+bX+Z avec b e C.

Les seules solutions possibles sont donc le polyndme nul et les polynémes

P de la forme

2

X2+bX+%, beC.

On vérifie réciproquement que tous les polyndmes de ce type sont bien

solutions.
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(2) P(X) — XP'(X) = X : Supposons que
P=> ax"eC[X]
k=0

est solution de I'equation. Alors

PX)=XP'(X)=X = > aX'=X> kaX"'=X
k=0 k=1

= zn:akxk — zn:kaka =X
k=0 k=1

= a2+ (a—ka)X =X

k=1
= a=0; (aa—a1)=1;Vk>1 a(l—k)=0
- a=0 ; 0=1 ; Vk>1, at=0.

Ce qui est absurde. Donc le probleme n'a pas de solution.
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Effectuer la division euclidienne de : (X* — X3 + X — 2) par
(X2 —2X + 4).

Solution : On pose une division de polynémes comme on pose une
division euclidienne de deux entiers. En effet

x* - X3 + X - 2 X% —2X +4
X+ -o2x®: 4+ 4x? X7+ X =2
X3 - 4X7 ¥ X - 2
- X3 - 2X? 4+ ax
2X?7 - 3X - 2
- 2X?2 4+ 4X - 8
- 17X + 6

Alors on trouve
Q@ = X?+ X — 2 (Quotient) et R = —7X + 6 (Reste).

On n’oublie pas de vérifier qu'effectivement A = BQ + R.
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Effectuer la division euclidienne de : (3X® 4+ 2X* — X2 + 1) par

(X3 + X +2).

Solution : On pose une division de polynémes comme on pose une
division euclidienne de deux entiers. En effet

3X5 4+ 2x* — X2 o+ + 1
- 3X° + 3xX3 4+ 6X2
2X* — 3IX3  — X%+ + 1
- 2Xx* + 2X?2 4+ 4X
—3x3 — oXZ — 4X + 1
- =3x8 - 3X - 6
—9X? + X + 7

Alors on trouve

X34+ X+2
3X%242X =3

Q =3X?+2X — 3 (Quotient) et R = —9X2— X +7 (Reste).

On n’oublie pas de vérifier qu'effectivement A = BQ + R.
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Effectuer les divisions euclidiennes de :
@ (3X® +4X? 4 1) par (X? +2X + 3) : Solution :

(3X° +4X% +1) = (X> +2X +3)(3X> —6X* +3X 4 16) + (—41X — 47).
@ (X°® —7X*— X2 -9X +9) par (X2 —5X +4) : Solution :

(X°=7X*=X?—9X+9) = (X®—5X+4)(X>—2X> 14X —63)+(—268X+261)
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Démontrer les divisibilités suivantes et déterminer les quotients
correspondants :

Q (X —1)|(X3—-2X2+3X -2).
Q (X —2)|(X3—-3X2+3X —-2).
Q@ (X +1)|(X3+3X2-2).

Solution : Il suffit dans chaque cas d'effectuer la division euclidienne et
d'observer que le reste de cette division est le polynéme nul. Nous avons :

O (X3-2X243X—2)=(X—-1)(X2— X +2).
Q@ (X3-3X2+43X—2)=(X—-2)(X2— X +1).
Q (X3+43X2-2)=(X+1)(X2+2X —2).
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Soit (a; b) € C? tel que a # b et soit P € C[X].

(a) Sachant que le reste de la division euclidienne de P par X — aest 1
et celui de la division euclidienne de P par X — b est —1, quel est le
reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b).

(b) Généralisation : Déterminer le reste de la division euclidienne de P
par (X — a)(X — b) en fonction de P(a), P(b), a et b.
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(1) Sachant que le reste de la division euclidienne de P par X — a est 1 et celui
de la division euclidienne de P par X — b est —1, quel est le reste de la division
euclidienne de P par (X — a)(X — b).

Solution : Soit P un polynome satisfaisant les hypothéses. Le Théoreme de la
division euclidienne, nous dit qu’il existe Q(X) et R(X) € C[X], tels que

P(X) = (X — a)(X — b)Q(X) + R(X), deg(R) < deg((X — a)(X — b)) = 2.

Comme deg(R) < 2, on déduit que R(X) = cX + d avec ¢, d € C. Nous allons
déterminer c et d. Maintenant :

@ puisque le reste de la division euclidienne de P par X — a est 1, il existe
Q1 € C[X] tel que

PX)=(X—-a)@Qi(X)+1 = P(a)=1.

@ puisque le reste de la division euclidienne de P par X — b est -1, il existe
Q2 € C[X] tel que

P(X)=(X-b)@&(X)-1 = P(b)=-1.
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D’ol on en déduit

1 =Pla)=R(a)=ac+d 1 =ac+d
{ 1 =P(b)=R(b) = bc +d {

-1 =bc+d
_ 2
— {C _ ot
d —a
Le reste est donc
R(X) = X+d
2 a+b
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(b) Généralisation : Déterminer le reste de la division euclidienne de P par
(X — a)(X — b) en fonction de P(a), P(b), a et b.

Solution : Soit P € C[X]. Le Théoreme de la division euclidienne, nous dit
qu'il existe Q(X) et R(X) € C[X], tels que

P(X)=(X—a)(X —b)Q(X)+ R(X), deg(R) < deg((X —a)(X — b)) =2.

Comme deg(R) < 2, on déduit que R(X) = cX + d avec ¢, d € C. Nous allons
déterminer c et d. Nous avons :

Pa)=R(a)=ac+d _ [ P(@)=ac+d
{ {

P(b) = R(b) = bc + d P(b) = bc+d
c = PB-PQ)
— b—a
d = bP(al)):zP(b)

Le reste est donc

_ P(b) = P(a) , , bP(a) - aP(b)

R(X) —a b—a
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Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a; b) € C? pour
que le polynéme (X? + 2) divise (X* + X3 + aX? + bX +2).

Solution : Effectuons la division euclidienne de

(X*+ X34+ aX?+bX +2) par (X2+2).

Nous avons
Xt + X3 4+ ax? 4+ bX + 2 X242
X4 + 2X? X2+ X+(a-2)
X3+ (a—2)X7 + bX + 2
- X3 + 2X
(a—2)x7 + (b—2)X + 2
- (a-2)x2  + + 2(a—2)
+ (b—-2)X + (6—2a)

Par conséquent

(X*+ X +aX>+bX +2) = (X*+2)(X*+ X +(a—2)) +[(b—2)X + (6 — 2a)].

Algebre



Ainsi, le polyndme (X2 4+ 2) divise (X* + X3 4+ aX? 4+ bX +2) si et
seulement si

(b—2)X+(6—-23)=0 <= b=2 e a=3.
La condition nécessaire et suffisante est donc

b=2 e a=3
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Déterminer tous les polynémes de R3[X] divisibles par (X — 1) et ayant
le méme reste dans les divisions euclidiennes par (X — 2), (X —3) et
(X —4).

Notation :

R3[X] = ensemble des polynémes a coefficients réels de degré inférieur

ou égal a 3

Solution : Soit P un polynome de degré au plus 3 dans R[X], vérifiant
toutes ces propriétés. Nous avons

@ (X — 1) divise P. Donc il existe un polynome de degre au plus 2
Q(X) =aX?>+bX +c
tel que

P(X) = (X —1)Q(X) = (X — 1)(aX? + bX + ¢).
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Aussi

@ puisque le reste dans la divisions euclidiennes de P par (X — 2),
(X —3) et (X — 4) est le méme, on conclut qu'il existe

Q1, @, @ €R[X] et R un polynome constante

tel que

o
I
>
!
Nt
~
x
+
ES

D’ou on en déduit,

P2) = (2-2)Q2)+R = R,
PB) = (3-3)QB)+R =R,
P(4) = (4—4)Q:(4)+R = R.
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Ainsi, a I'aide de I'égalité P(X) = (X — 1)(aX? + bX + ¢), on conclut
R = P()=4a+2b+ec,
R = P(3)=18a+6b+2c
R = P(4)=48a+12b+ 3c.

La résolution de ce systeme fournit

R = 4a+2b+c b = -8a
R = 18a+6b+2c — c = 18a avec a € R.
R = 48a+12b+ 3c R = 6a

Par conséquent, P doit necéssairement satisfaire |'égalité

P(X) = a(X—1)(X?-8X+18)
aX® —9aX? +26aX — 18a, avec a € R.

On vérifie réciproquement que tous les polynémes de cette forme sont
bien solutions.
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Montrer que le polynéme

X? X"
P(X):1+X+j+~--+ m

ne possede que des racines simples dans C.

Solution : Utilisons un raissonement par |'absurde. Supposons donc a € C est
une racine au moins double de P. Ainsi, a est une racine au moins simple de

P’. Or
P'(X 14 x4 32X X"
(X) XS
X2 Xn—l
— 14 X4+2 4. .
B TR oy
Ceci implique que
p X" a” ’
P(X)—P(X):nI = F:P(a)—P(a):O—O:O
(av est racine de P et P')
= a=0.
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Or

02 0
P(O) = 1404+ +—
2! n!

— 140

Contradiction ! car on a supposé que « est une racine. Donc P ne
posséde que des racines simples.
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Exercice 6.10

Soit n € N. On considére un réel a fixé et un polynéme P € R,[X] tel que
P(a) > 0 et que :

VkeN, 0< k<n, P¥a)>o.

Démontrer que P ne s’annule pas sur [a, +00].
b

Solution : En utilisant la formule de Taylor en a, on obtient :

" Pk, .
P =3 P @ x g

k=0

Ainsi, pour tout x € [a, +00[, nous avons

n (k) n (k)
P(x)=>" P kl("’) (x — a)¥ = Pa)+ ) P kl("”) (x — a)*
. Lkl

k=0

> P(a) > 0.

~—
car x>a et P(K)(a)>0

C'est-a-dire, pour tout x € [a,4o0[, P(x) > 0. On a bien montré ainsi que P
ne s'annule pas sur [a, +o0].
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Exercice 6.11

Déterminer tous les polynémes de C[X] divisibles par leur polynéme
dérivé.

Solution : Soit P € C[X] une éventuelle solution. Si deg(P) < 0, alors la
seule solution est clairement
P=0.

Supposons donc que
deg(P)=n>1.

Comme par hypothése P’ divise P, on conclut qu'il existe un polynome
Q € C[X] tel que
P(X) = P (X)Q(X).

Or
deg(P') =deg(P)—1 = deg(Q)=1
= Q(X)=XMX—-a).

Par conséquent
P(X) = \X — a)P'(X).
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Exercice 6.11

Maintenant, si on applique la formule de Taylor a P en «, on obtient

" Pk (g
P(X):Zpk!( )(X—a)k.

k=0

Formule qui nous permet d'écrire

"L pW(q s
P’(X):ZPH( ) k(X — a) = P(X)

I
=
>
|
£
9
Re!

Ainsi

i P(zl(o‘) (X —a)k = Z P(k)(a)/\k(x —a).
k=0 ’ k=1

Par identification, on conclut pour tout k € N, 0 < k < n, I'égalité :

P(k)(a) P(k)(a) P(k)(a)
R RS i
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Exercice 6.11

Finalement, puisque P("(a) # 0 (En effet

degP=n — P(”)(X) = n! - (coefficient dominant de P)),

on conclut
w()\n—l) 0 = )\:%
— Vk<n P(klj!(a) 0.
Par conséquent
P(X) = P(a). (X —a)".

Ce qui prouve que P(X) est de la forme K(X — «)" avec K € C.
Réciproquement, on vérifie immédiatement que tous les polynémes de la
forme précédente sont solution.
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Exercice 6.12

Justifier les divisibilités suivantes :

(1) Pour tout n € N, X2 divise (X +1)" — nX — 1.

(2) Pour tout n € N* (X — 1)* divise nX"™2 — (n +2)X"™ + (n4+2)X — n.
Solution :

(1) Soit P(X) = (X 4+ 1)" — nX — 1. Commengons par noter que

X? divise P <= 0 est une racine de multiplicite au moins 2.

Montrons donc que 0 est une racine au moins double de P. Si n = 0, alors P est
le polynome nul et P est divisible par X2. Supposons n > 1, alors nous avons

P(0)=(0+1)"—=n-0—1=1-1=0.
Ainsi 0 est une racine de P. De plus
P(X)=nX+1)""'-n = PO)=n0+1)""—n=0.

Ainsi 0 est une racine de P’. Par conséquent, 0 est une racine au moins double
de P. Donc X? divise P.
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Exercice 6.12

(2) Soit P(X) = nX""2 — (n+2)X"™ 4 (n 4 2)X — n. Commengons par noter
que

(X —1)® divise P <= 1 est une racine de multiplicite au moins 3.
Montrons donc que 1 est une racine au moins triple de P. Nous avons
Pl)=n—(n+2)+(n+2)—n=0
Ainsi 1 est une racine de P. De plus

P'(X) = n(n+2)X" — (n+2)(n+1)X"+ (n+2)
= P(1)=nn+2)—(n+2)(n+1)+(n+2)=0.

et

P"(X) = n(n+1)(n+2)X" — (n+2)(n+1)nx"""
= P'(1)=n(n+1)(n+2)—n(n+2)(n+1)=0.

Ainsi 1 est une racine de P’ et de P”. Par conséquent, 1 est une racine au
moins triple de P. Donc (X — 1) divise P.
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Exercice 6.13

Déterminer les polyndmes P qui vérifient :
(1) P(0) = P(1) = P(2) =--- jusqu'a l'infini.
(2) P(X +1) = P(X).

(3) La fonction polynomiale associée a P est périodique.
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Exercice 6.13

(1) P(0) = P(1) = P(2) = --- jusqu'a I'infini.
Solution : Soit
Alors
0=Q(0)=Q(1)=Q(2)=--- = VneN, Q(n)=0.

Par conséquent, @ possede une infinité des racines, c'est donc le
polynéme nul

0=Q(X)=P(X)—P(0) = P(X)=P(0).

Ainsi P est un polynome constante. Réciproquement, les polyndmes
constants étant solutions, les solutions sont les polyn6mes constants.

Algebre



Exercice 6.13

(2) P(X +1) = P(X).
Solution : Si P(X) = P(X + 1), alors

P(0) = P(1) = P(2) = P(3) = - --

Nous sommes donc dans le cas précédent. Les solutions sont donc les
polynémes constants.
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Exercice 6.13

(3) La fonction polynomiale associée & P est périodique.

Solution : Soit T la période de P. Nous avons :
P(X)=P(X+T) = P(0)=P(T)=PQ2T)=PQBT)="--.

Ainsi, si nous posons Q(X) = P(X) — P(0), on conclut

VneN, Q(nT)=0 = Q@ admet une infinité des racines.
= QX)=0
= P(X)=P(0)
_—

P est un polyndme constant.

Les solutions sont donc les polynémes constants.
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Exercice 6.14

Démontrer qu'il existe un unique polyndme P de degré inférieur ou égal a 3,

que I'on déterminera, tel que

(X —1)* divise (P(X) —1) et (X +1)* divise (P(X)+1).

Solution : Supposons que P = aX® + bX2 4 cX + d vérifie les hypotheses. Alors

(X —1)* divise (P(X) —1) =
—

De méme

(X + 1) divise (P(X) +1) =
—

1 est une racine au moins double de P(X) — 1
1 est une racine au moins simple de

(P(X) = 1) =P'(X)

P(1)=1 et P(1)=0

—1 est une racine au moins double de P(X) + 1
—1 est une racine au moins simple de
(P(X)+1) = P'(X)

P(-1)=-1 et P'(-1)=0.
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Exercice 6.14

D'ou on conclut

P(1) = 1 at+b+c+d = 1
P(-1) = -1 —a+b—c+d = -1
P = o 334+2b+c = 0
P(-1) = 0 33—2b+¢c = 0
E3+E4 3a+c = 0
512—22 {2a+2c = 2
Ceci implique que
3
= —— t = —.
a et c=3
D'ou 3
2b—3a+c——7+§:0

Donc b = 0. Puis

Algebre



Exercice 6.14

Donc I'unique posibilité pour P est
1 3
P(X)=—-=X3+2X.

On vérifie facilement que ce polynéme est bien solution.
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Exercice 6.15

Déterminer tous les polyndmes P de Rs[X] tels que (X 4 2) divise
(P(X) +10) et que (X — 2)* divise (P(X) — 10)

Solution : Supposons que P(X) vérifie les hypotheses. Alors
(X 4 2)® divise (P(X) +10) = —2 est une racine au moins triple de
P(X) + 10
—> —2 est une racine au moins double de
(P(X) +10) = P'(X)
— (X +2)° divise P'(X)

De méme

(X —2)® divise (P(X) —10) == 2 est une racine au moins triple de P(X) — 10
—= 2 est une racine au moins double de
(P(X) —10) = P'(X)
— (X —2)* divise P'(X)
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Exercice 6.15

Ainsi

(X —2)%|P/(X) et (X +2)?|P'(X)
Par conséquent

3Q(X) € R[X], P'(X) = (X —2)%(X +2)?Q(X).
Or

deg(P’)
deg(P’)

deg(P)—1<5—-1=4 et
deg((X — 2)%(X + 2)?Q(X))
4 + deg(Q(X)).

Par conséquent, deg(P’) = 4, d’oli on conclut

deg(Q(X)) =0

— QX)=AeC.
Ainsi

P'(X) = MX*-8X%+16)
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Maintenant, nous savons que :

1

AXnJrl
n+1l .

A(X)=MX" < 3JueC, AX)=
Par conséquent, comme P’'(X) = A\(X* — 8X? 4 16), on conclut qu'il existe
€ Cet\eC tel que
5 3
P(X) = A (X— - 8% + 16X)
Finalement, puisque —2 est une racine de P(X) + 10 et 2 est une racine de
P(X) — 10, on conclut que

P(2) =10 et P(—2) = —10.

D’ol on déduit que
E et u=0
128 & 17
(a vous de verifier, il suffit d'évaluer P en 2 et en -2 pour ensuite résoudre le

systéme de 2 équations a 2 inconnues).

Algebre



Exercice 6.15

Donc I'unique posibilité pour P est

>

PX) = 158

(3X® — 40X> 4 240X .

On vérifie reciproquement que ce polyndme est solution.

Algebre



Exercice 6.16

Pour quelles valeurs de a € R le polynéme P défini par
P(X) = (X +1)" — X7 — a admet-il une racine multiple réelle.

Solution : Le polyndme P admet une racine multiple réelle r si et
seulement si

P(r)=P'(r)=0,

c'est-a-dire si seulement si

(r+1) —r"—a = 0 — (r+1)'—r"—a = 0
(r+1°-7° = 0 (r+1)6—r5 - 0
Or
(r+1)°—r"=0 «— (r+10°=r°
— (r+13=rou (r+13=-r
< r+1l=rour+1=-r
1
<~ r—_i.

Algebre



Par conséquent, P admet une racine multiple réelle si et seulement si

{; - (§$+1)7( o= {f - —6%

Algebre



Exercice 6.17

Soit P = a,X" 4+ --- + ag un polynéme a coefficients entiers tel que
apan # 0. Montrer que si r = % avec p et g premiers entre eux, est une

racine rationnelle de P alors p divise ag et q divise aj,.

Solution : Soir r = g avec p et g premiers entre eux. Par hypothése
nous avons

n n—1

P(r) =0 <~ an% + an—1

+---+a1§+a0:o

qnfl

= a,p "+ a_1p" g+ +a1pg" !t + a0q”" = 0.
Posons
S = ap"+ap1p" lq+ - +apg" ! = S+aq"=0
= S=-aq",
et

T = ap1p"tqg+-+apg” t+aq" = ap"+T=0
= T =-a)p".

Algebre



Exercice 6.17

Maintenant

p|S = p|(—a0q") or g et p sont premiers entre eux =  pl|ap.
g|T = gq|(—an,p”) or g et psont premiers entre eux =  qla,.

Algebre



Exercice 6.18

Soit le polynéme P = X& 4+ 2X% + 3X* +2X2 4+ 1.

(1) Montrer que j est racine de ce polyndme. Déterminer son ordre de
multiplicité.

(2) Quelle conséquence peut-on tirer de la parité de P?

(3) Décomposer P en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X].

Solution :

(1) Commecons par rappeler que j correspond a la racine cubique de
I"'unité :
) 2in 1 V3
= e 3 = —— | —.
J 2115
Quelques relations a connatitre

F=1 T =7 1+j+j=0

C'est-3-dire j et j son les racines du polynéme :

X24X+1=X-)(X=T7).

Algebre



Exercice 6.18

Maintenant, puisque j3 = 1, on déduit

PG) = B+2°+34+2%2+1
= j2+2+3/+27%+1
3(°+j+1)=0.
Pour trouver son ordre de multiplicité, nous allons calculer les dérivées de
P.Ona
P'(X) = 8X"+12X°+12X3 +4X
— P(j) = 8 +12°+123+4j

8+ 122 + 12 + 4j
12(2+j+1)=0.

Ainsi j est une racine au moins double de P.

Algebre



Exercuce 6.18

Etudions sa deuxieme dérivée

P"(X) = 56X°+60X*+36X%+4
= P’(j) = 56/° + 60j* + 36/ + 4
= 56+ 60/ 4 36> + 4
36(2 4+ 1) +24( + 1)
= 24(j+1) #0.

Ainsi j est une racine double de P. Notons aussi que, puisque P est un
polynome a coefficient réels, nous avons

P(Jj) = PG)=0.
Ainsi,

j est aussi une racine double de P.

Algebre



Exercuce 6.18

(2) Quelle conséquence peut-on tirer de la parité de P?

Solution : Nous avons

P est pair = P(—j)=P(j))=0 et P(—j)=P(j) =0.

Maintenant, notons que :

P'(=X) = 8(=X)"+12(~X)® +12(—X)® + 4(—X)
= — (8X7 +12X° +12X3 + 4X)
= —P(X).

Ainsi, P’ est impair. Dot on conclut

P’ est impair = P'(—j)=-P'(j)=0 e P (-j)=-P(j)=0.

Ainsi —j et — j sont de racines au moins doubles de P.De plus, vous
pouvez rapidement vérifier que P”(—j) # 0 et P”(— j ) # 0. Par
conséquent, —j et — j sont de racines doubles de P.

Algebre



Exercice 6.18

(3) Décomposer P en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X].

Solution : D’apres les deux questions précédents, nous avons que

j, —j, J et — j sont de racines de P de multiplicité deux. Le
polynéme étant de degré huit, nous avons toutes les racines. Ainsi sur
C[X] la décompositon de P est

P(X) = (X =X+ (X = JTP(X+ )
Pour la décomposition dans R[X], on regroupe les termes conjugués
PX) = (X=PX+)(X =7 )X+ )

= (X =DX=TNX+NX+ 1))
(X2 + X +1)%(X% - X +1)%

Algebre



Exercice 6.19

Soit P= (X2 - X+1)2+1.

(1) Vérifier que i est racine de P.

(2) En déduire alors la décomposition en produit de facteurs
irréductibles de P sur R[X]

(3) Factoriser sur C[X] et sur R[X] les polyndmes suivants en produit de
polynémes irréductibles
(a) R=X - X4+ X = X3+ X2 - X +1.
(b) S =X®—13X*467X® —171X? + 216X — 108. (on cherchera les
racines doubles de S)

Algebre



Exercice 6.19
Solution :

(1) Nous avons

(P —i+1)P2+1
= (-1—-i+1)2%+1
= —-1+1=0.
(2) Comme P est un polynome a coefficient réels et i est une racine de

P, nous pouvons conclure que i = —i est une racine de P. Ainsi

(X —(X+)=X>4+1 divise P

En effectuant la division euclidienne de P par X? + 1, on trouve
P(X) = (X? +1)(X? —2X +2).

Ce dernier polyndme ne posséde que de racines complexes, en effet,

le discriminant de X2 — 2X + 2 est negatif. Nous avons donc trouvé
la décomposition en facteurs irréductibles de P sur R[X].

Algebre



Exercice 6.19

(3)(a) R=X6 — X5+ X4 - X3+ X2 - X +1

Solution : Nous avons

R=X-X4X=X4 X2 X+1 =) (-X)k =
k=0

Les racines de R sont donc celles de X7 + 1 sauf —1. Ainsi :

3

R(X) = (X—éf)(X—eF) (x — ef%) (x - efi%")

- (X — e"57ﬂ) (X — e_’57ﬂ) .

C'est la décomposition de P dans C[X]. Pour trouver la décomposition
de P dans R[X], on regroupe les termes conjugués

R(X) = (X —2cos( )X+1) <X2—2cos<37)X+1>
~(X2—2cos<577r>X+1>.

Algebre



Exercice 6.19

3(b) S = X5 — 13X* + 67X3 — 171X2 + 216X — 108. (on cherchera les
racines doubles de S)

Solution : Déterminons les racines évidentes de S en remarquant que les
racines réelles sont nécessairement positives. En effet, si & < 0, alors

S(a) = (a)®—13(a)*+67(a)® — 171(a)? + 216(a) — 108
= (—]a|)® = 13(—]a))* + 67(—|a|)® — 171(—|a|)® + 216(—|a|) — 108
= —(lal)®> = 13(|a])* — 67(|a])* — 171(|a|)* — 216(|e|) — 108
— ((Jee])® + 13(Je])* + 67(|ex])® + 171(|e|)? + 216(| x| ) + 108) < 0.

De plus, d'aprés I'exercice 6.17, si a = g est une racines rationnelle de
S, alors

p divise 108 et g divise 1.

Ainsi, les racines rationnelle de S sont forcément des entiéres positifs et
divisent 108. Maintenant

108=22-32 — «ac{1,2,3,4,6,9,12,18,27,36,54,108}.

Algebre



Exercice 6.19

On constate que S(2) = 0, de plus

S'(2) = 5(2)* —52(2)% +201(2)* — 342(2) + 216
= 804164804 —684+216=0 et S”(2)#0.

Donc 2 est une racine double. De méme, vous pouvez vérifier que
5(3)=5'(3)=5"(3)=0 et S® 0.

Ainsi, 3 est une racine triple. Le polynéme S étant de degré cinqg, nous
avons toutes les racines. Sur R[X] la décompositon de S est donc

S(X) = (X —2)*(X —3)%.

Algebre



Exercice 6.20

Dans chacun des cas suivants, factoriser le polynédme P dans C[X] et
dans R[X] :

(1) P(X)=X*-1

(2) P(X)=(X?=X+1)2+1
(3) P(X)=X*+X%2+1

(4) P(X) = Xx® +X4+1

(5) P(X)=X°

(6) (X)=X12

(7) P(X) = +X6+X3+1

Algebre



Exercice 6.20

(1) P(X) = X*—1: Nous avons
Xt-1=0 +— X*=1.

Ainsi, les racines de P sont les racines quatrieme de |'unité, donc

P(X) (X =1)(X+1)(X —i)(X+i) Décomposition dans C[X]

= (X —-1)(X+1)(X?>+1) Décomposition dans R[X].

Algebre



Exercice 6.20

(2) P(X) = (X?> = X +1)®> +1: L'identité remarquable
a® — b> = (a— b)(a+ b),
nous permet d'écrire

(X*=X+17%4+1 =

X X+1-i)-(X>=X+1+1)

X241 —(X+10) - (X2+1—(X—1)

X+ D)X =i) = (X+10))- (X =) (X +i) = (X —1))
X+N(X—i—1)(X=)(X+i-1)

—~ o~ o~ o~ o~

Décomposition dans C[X]
Pour trouver la décomposition dans R[X], on regroupe les termes conjugués :

P(X) (X + )X = )X —1—i)(X —1+i)

(X®+1)(X* —2X +2).

Algebre



Exercice 6.20

(3) P(X) = X*+ X2 +1: C'est un polynéme bicarré et nous savons que
les racines de

1+ X+ X2

sont les racines troisiemes de 'unité j et j = j2 avec

i

ol

j=e
Ainsi, a I'aide de I'identité (a®> — b?) = (a— b)(a+ b), nous pouvons écrire
XPrxPe1 = (X2 eF) (X2 - %)
= (X-¢€7)(X+e7) (X - e"zTﬂ) (X—i— e"zTﬂ) )

Ce qui nous donne la décomposition de P dans C[X].

Algebre



Exercice 6.20

Pour trouver la décomposition dans R[X], on regroupe les termes
conjugués :

Xt X241 =

X—¢€7)(X—eme?) (Xf e"ZTW) (Xf e"”e"%w)

Algebre



Exercice 6.20

(4) P(X) = X8+ X*+1: Nous avons
X4+ X 4+1=(X)2+(XH+1
On utilise donc la méme méthode que précédemment. Ainsi

XE4 X4l = (x“—ef%”) (X“—e"%")

Ce qui nous donne la décomposition de P dans C[X].

Algebre



Exercice 6.20

Pour trouver la décomposition dans R[X], on regroupe les termes conjugués :
XErXxtr1 = (X - e'%) (x n e’%) (X - e"'%) (X + e"'%)

-(Xf e’%) (X+e’%) (Xfe_'%) (X+e"%)
(x-48) e e2) (- 1) -
(x- e%)(x—e”%)(x—eiﬁ)( )

= (X HVEX 1) (X - X+ D+ X+ 1) (X2 \/§x+1)

Algebre



Exercice 6.20

(5) P(X) = X®+1: Nous avons
X+1=0 — X°=-1 — X°=¢€"

Les racines de P sont donc les racines 6% de —1

i 2kr7r
es +

0 < k<5
Donc

5
Xer1 = J(x-e®+%)

k=0
= (X-¢€?)(X—e'5)(X—¢?
. (X - e"sTﬂ) (X —e!
Ainsi la décomposition de P dans C[X] est :
XO+1 = (X=X +i) (X =) (X = e778) (x = %) (X =),
et la décomposition de P dans R[X] est :

X0+1 = (XP+1)(X2+V3X+1)(X2-V3X +1).

Algebre

@‘g‘ ~—
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Exercice 6.20

(6) P(X) = X* —1: Nous avons
X?-1=0 «— Xx2=1
Les racines de P sont donc les racines 12%° de |'unité :

2ik

ez, 0<k<I11.

Donc

11

fl(c-)

k=0

X=X+ (X =) (X+) (X F) (x=F) (x-eF)

=) fx-7) (- 7) (x-77) (x-7)

Ce qui corresponds a la décomposition de P dans C[X]. Pour trouver la
décomposition dans R[X], on regroupe les termes conjugués

X2 _1

X? -1 = X-1DX+D)X°+1D)(X°+X+1)(X> =X +1)
(X2 +VBX +1)(X? —V3X +1)

Algebre



Exercice 6.20

(7) P(X) = X° + X® 4+ X® +1 : Nous avons

XX+ x4l = (X3)3+(X3)2+X3+1

(X3)2 X+1)+ (X +1)
(X +1)(X°+1).

Maintenant
X*+1 = (X+1)X°-X+1)
= (X+1) (X — e'%) (X — ef'%> (racines cubiques de — 1)
De plus, en utilisant la question 5, nous pouvons écrire
(X°4+1) = X+DXP+1)(XP=X+1)(X*+V3X+1)(X*—V3X +1)
= X=X+ (x - e’%> (x - e—"%) (x - e"‘%“) (X - e"'%”) .
Ainsi la décomposition de P dans R[X] est
X+ X+ X4+1 = (X+DXP+DXP=X+1)(X*+V3X +1)
(X2 = V3BX +1).



Exercice 6.20

Finalement, la décomposition de P dans C[X] est

XX+ X3+1 = (X+1)(X—)X+i)(X—eF)(X—eF)

6

-(X — e’%) (X — e_’%) (X — e"%w) (X — e_"%w> .

Algebre



Exercice 6.21

Soit P = X* —5X3 4+ 9X? — 15X + 18 € C[X]. Déterminer toutes les
racines complexes de P sachant que deux d’entre elles ont 6 pour produit.

Solution : Soient a, b, c et d les racines complexes de P. Nous avons
P = X*-5X*+9X>-15X +18
= (X—-a)(X-b)(X—c)(X—d)
= X*—(a+b+c+d)X® + (ab+ac+ ad + bc + bd + cd)X?
— (abc + abd + acd + bed)X + abcd

Ainsi
at+b+c+d = 5
ab+ac+ad+bc+bd+cd = 9
abc + abd + acd + bcd = 15
abcd = 18

Algebre



Exercice 6.21

Supposons que ab = 6. Le systéme devient alors

atb+c+d = 5 at+b+c+d = 5
ac+ad+bc+bd+cd = 3 _ ac+ad+bc+bd = 0
6(c+d)+acd+bcd = 15 6(c+d)+3(a+b) = 15
cd = 3 cd = 3
at+b+c+d = 5
(a+b)(c+d) = 0
= \ (@a+b)+2(c+d) = 5
cd = 3
D’ou on conclut
at+b+c+d = 5
(a+b)(c+d) = 0 . at+b =5
(a+b)+2(c+d) = 5 c+d = 0
cd = 3
Ainsi
at+b = 5 " c+d = 0
ab = 6 °© od = 3

Algebre



Exercice 6.21

Par conséquent, les racines de P satisfont

a et b sontracinesde X?—-5X+6 = {a b}=1{23}
c et d sontracinesde X*+3 — {c,d}:{i\/g,—i\/g}

Ce qui nous permet de trouver la décomposition en facteurs irréductibles
de P en C[X]

P(X) = (X—=2)(X=3)(X—iV3)(X+iV3).

Algebre



Exercice 6.22

Soit x1, x2, x3 les racines de X3 — 2X? + X + 3. Calculer x{ + x3 + x3.

Solution : Comme xi, x2, x3 sont les racines de X° — 2X? 4+ X + 3, nous avons
X} —2XP 4+ X+3 = (X —x)(X—x)(X—-x3)
= X® = (3 +x+x3)X? + (xx + x1x + xex3) X — x1xxs.

Donc par identification, nous avons

x1i+x+x3 = 2
X1X2 + X1X3 + XoX3 = 1
X1X2X3 = 3.
De plus
x$ = 2xF—x1—3
X = 2xX¢—x—3
X = 2x2 —x3—3.

En additionnant ces 3 derniéres équations, on obtient
XHEx+x5 = 206+ +x3)— (xat+x+x)—9
= 204 +x+x3)—2-9
= 2(x12—|—x22+x§)—11.



Exercice 6.22

Pour trouver la valeur de x? + x3 + x2, il suffit de noter que
(x1 +x2 +x3)% = (X2 + x3 + x3) + 2(x1x0 + x1X3 + XoX3)
Par conséquent
xl2 —|—x22 +x32 = (x1 + x —|—X3,)2 —2(x1%0 + x1x3 + x0x3) =4 —2=2.
Ainsi

Xf+X§'+X§:4711:77.

Algebre



