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Corrigé TD6: Calcul de ’'inverse d’une matrice

Exercice 1
0 1 1

Soit A={(1 0 1

1 1 0

1. Calculer A2 et vérifier que A2 = A + 21I5.

2. En déduire que A est inversible et donner son inverse en fonction de A.

Correction. 1.

:A+213

T N R i )
N =R RO
N = = O = =

01 1
A2=11 0 1
1 10

2. Nous avons donc A% — A = 213, c’est-a-dire A (%) = I3. Ce qui montrer que A est
-1 1 1

inversible et que son inverse est A™! =1(A-I3) =111 -1 1
1 1 -1

Exercice 2

. . b
Démontrer que pour toute matrice A = (CCL d

) € Mp(K) :

A? —(a+d)A+ (ad —bc)[; =0

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible et exprimer A~
dans ce cas.

Correction. La relation A2 — (a+d)A+ (ad —be) I = 0 est facilement vérifiable une fois calculé

A2 a?+bc ab+bd
“\ac+cd be+d?
On a donc: A((a+d)Iy — A) = (ad — be)Is.

Z‘:ad—bc#o. On a alors :

et (% D)= [t (G D)amn

1

a
Supposons que .




Donc A est inversible et :

1 d -b
A7l =
ad — be (—c a )

Réciproquement, si ad — bc = 0, alors A(A — (a + d)I2) = 0 et donc la matrice A n’est pas
inversible.

= ad — bc # 0, 'inverse éventuel étant celui formulé

. . . a
Conclusion : A est inversible < ‘c d‘

plus haut. O
Exercice 3
1 0 2
Soit A= [0 —1 1]. Calculer A> — A. En déduire l'inversibilité de A et I’expression de son
1 -2 0
inverse.
3 —4 2 5 0 2
Correction. On vérifieque A2= |1 —1 —1]etA>= [0 3 1].Onendéduit A>—A=
1 2 0 1 -2 4

413. Par conséquent :

A - m) = (G- m)a=n

Il en résulte que A est inversible et que :

1 1 2 -4 2
A7l = Z(A2 —I3) = i 1 -2 -1
1 2 -1
O
Exercice 4
2 -1 2
On considere la matrice A= | 5 —3 3 |. Calculer (A + I3)*. En déduire 'inversibilité de
-1 0 -2

A et 'expression de son inverse.

Correction. On vérifie sans difficulté que (A + I3)3 = 0. On a donc, en utilisant la formule du
binome :
A3+ 3API 4+ 3AI + 13 =0
C’est-a-dire aussi : A% +34%2 + 34 4+ I3 = 0. On en déduit :
A(—A? —3A-3I3) = (—A* —3A-3L)A=13

Par conséquent, A est inversible et :

-6 2 -3
A ' =—_A?2_3a-33=|-7 2 -4
3 -1 1



Exercice 5

Calculer l'inverse des matrices suivantes, s’il existe, par la méthode de Gauss-Jordan :

1 0 1 1 1 -1 2 0 1
A=12 -1 1 . B=[2 0 1 o= ]-11 1
-1 1 -1 2 1 -1 1 01
o2 Lo 1 1 —11 —11
D=2 0 1 . E=10 1 1| ; F=
-2 2 1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 -1
Correction.
0 1 1 -1 0 1 1 0 -1
At=(1 0 1| ; B'=[4 1 3] ; = 1 -3
1 -1 -1 2 1 -2 10 2
I (0t (1) (1) 8 31
Dl=ggl 4 L5 ) Bleg L0 Fli=aty g )
e -tz 1 -1 -1 1
O
Exercice 6
1 -2 2 1
L 2 -4 3 4
On considére la matrice A = s _3 4 7
-1 5 0 -4

Démontrer que A est inversible et calculer son inverse par la méthode de Gauss-Jordan.

Correction. En effectuant la pivot de Gauss on montre que la rang de A est 4, donc A est
inversible. En terminant avec la méthode de Gauss-Jordan, on obtient

53 =58 17 -15
1 1 —2 1 0
-1 _ +
AT = 31-18 21 -6 6
-12 12 -3 3
O
Exercice 7
2 -1 0 1 1 1
On considére les matrices A= -2 1 —-2]|etP=1]1 0o -1
1 1 3 -1 -1 0

1. Montrer que P est inversible et exprimer son inverse.
2. Montrer que T'= P~' AP est triangulaire supérieure.

3. Calculer A™ pour tout n € N.



Correction. Comme Exo 8. DM pour les étudiants

1 1 1
1. Pl=[-1 -1 -2
1 0 1
1 00
2.T=1(0 2 0
00 3
oM 430 4] —2n 41 —22" 43741
3. An = pT"p-l= —3" 41 1 —3"+1
on 1 on 1 297 — 1

Exercice 8

2 1 -1 1 -1 1
On considere les matrices A= 10 1 0 JetP=[0 1 1
11 0 1 0 1
1. Montrer que P est inversible et exprimer son inverse.
2. Montrer que T'= P~'AP est triangulaire supérieure.
3. Calculer A™ pour tout n € N.
-1 -1 2
Correction. 1. Ontrouve P! = [ =1 0 1 | par la méthode de Gauss-Jordan.
1 1 -1

2. On trouve T =

O O =

0 1
1 0], qui est bien triangulaire supérieure.
0 1

3.0na: T=1I34+N,ouN =

o O O

0 1
0 0], avec N¥ = 0 pour tout & > 2. D’on par la
00

formule du binéme :

1 1
Vn €N, T”:Z<Z>N’“:<g>lg+(T>N:13—l—nN: 0
0

k=0

S = O
— o 3

On peut alors en déduire, en tenant compte de A = PTP~1:

n+1l n —n
VneN, A"=PT"P'=| 0 1 0
n n l—n



Exercice 9

On considere les suites réelles (uy,), (vy) et (wy) définies par les systéme récurrent
(uo, vo, wo) = (1,1,2)
Upt1 = dupy — 20, — 2wy,

Un+1 = Up — Wp

Wpt1 = 3Up — 20y — Wy

On pose X,, = [ v, | pour tout n € N
Wn,

1. Justifier qu'il existe une matrice A € M3(R) que l'on précisera telle que

Vn €N, X1 = AX,,

2. En déduire X, en fonction de A, Xy et de n.

1 0 1
3. On consdier lamatrice P = |1 1 0 ]. Montrer que P est inversible et calculer P~'AP
1 1

—1

4. En déduire I'expression explicites des suites (uy,), (v,) et (wy,).

Correction. 1.
4 -2 -2
A=|1 0 -1
3 -2 -1

2. X, = A" Xy ici Xy = (1,1,2) par récurrence.

-1 1 1 0 0O
3. Deux méthodes pour calculer P71 = [ 1 0 —-1|EtP'AP=1[0 1 0
2 -1 -1 0 0 2
4.
ntl_gn _on 1
X, =A"Xy= 1 0 -1 1

ntl—1 —on a1 ) \2



