TECH CYCLE PRE-INGENIEUR

PREMIERE ANNEE
AGEBRE II - 2023/2024

Corrigé TD5: Matrices

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, les produits AB et BA existent-ils ? Si oui, les calculer

10 0 0
1.A:<éi_11>,B: 2 1], 3.A:<8 D =1 -1
0 1 0 1
1 2 1 0 1 0 1 1 1 -1
2.A:<3 4>,B: 2 1 4. A=[12 —1].,B=[0 1 2
01 3 1 0 -1 -2 0
5 3 1 2 1
Correction. 1. AB= (11 3),BA: 5 8 1
3 4 -1
0 0
2. il n’existe pas AB, BA= [0 0
0 1
1 2
3. il n’existe pas AB, BA= |5 8
3 4
0 -1 -1 -1 1 0
4. AB=12 5 3 |,BA=|7 4 -1
3 4 -1 -3 -4 1

Exercice 2

On consid‘ere les matrices

1=(3)e=0)

Calculer AB, BA, (A — B)%et A2 — 2AB + B2. Que remarque-t-on?

Correction. e AB = (3 5)

7 11
4 6
'BA_(7 10)

e (A-B)*= (i 2)



3 3
2 _ 2 _
A 2AB+B—<4 5>

AB # BA donc on ne peut pas utiliser I'identité remarquable pour les matrices O

Exercice 3
Soit
1 -2 -2
A=[-2 1 =2
-2 =2 1

Calculer A'A. La matrice A est-e-elle inversile? si oui, quel est son inverse?

9 00 1 -2 -2

Correction. A!tA=A?>= 10 9 0] =93 Donc A inversibleet A~! = %A = % -2 1 =2
0 09 -2 -2 1

O

Exercice 4

Soit A — (‘31 —42>

1. Calculer A2 — 3A + 2I,. En deduire que A est inversible et calculer son inverse.
2. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par P(X) = X% —3X +2.
3. Déterminer I'expression de A™ pour tout n € N.

Correction. 1. On vérifie sans difficultés que A% — 3A + 21, = 0. Alors A(A — 315) = —215.

Alors
-1
A_l = ?(A — 3[2) = (_23 1]_)

2 2

2. Compte tenu de deg(P) = 2, la division euclidienne de X" par P(X) = X? — 3X + 2
s’écrit sous la forme :

X" = (A% = 3X +2)Qu(X) + (an X + by)

1" = ap(l)+by
2" = an(2)+b,
a, = 2"-—-1
b, = 2-2""°
On a ainsi : Vn € N, X" = (X2 — 32+ 2)Q,(X) + (2" - DX + (2 — X").

En remarquant que 1 et 2 sont les racines de P, on en déduit : Vn € N, {

D’ou immédiatement, par addition et soustraction de lignes : Vn € N, {

3. En appliquant la relation précédente a X = A, puis en utilisant le résultat dul] on obtient
que :

Vn €N, A" = (A2 — 34+ 21)Qn(A) + (2" — DA+ (2 — 2", = (2" — DA + (2 — 2") I

3—2ntl 9ot
<3><2n—3 3><2"—2>

Soit aussi :
VneN, A"



Exercice 5
3
0
0

1
Soit A = 3
0

W N O

1. Vérifier que 'on peut écrire A = 315+ N ou N est une matrice a déterminer.
2. Calculer N2, N3 puis NP pour p > 3.
3. En déduire A? pour tout p > 1.

4. Application. Soit (x,), (yn) et (zy) trois suites réelles telles que
ro=1y0=220=7

Tpt1 = 3Tpn + Yn
Ynt1 = 3Yn + 22,

Znt1 = 32p

Soit X, = (l‘n, Yn, Zn)t

300 010
Correction. 1. A=|0 3 0)—1— 0 0 2|=3I3+N
0 0 3 000
00 2 000
2.N2=[0 0 0|,N>= [0 0 0] donc N? =0 pour tout p > 3.
000 000

3. Remarquons IsN = N3 donc

- —1
AP = (B + NP => (Z) (3I3)P"*N* = 3PI3 + p3P~IN + p(p2)3p2N2
k=0

3 0 0 010 (p—1) 0 0 2
(o 3 o]+p3rt{0 0 2 Jr]%zaH 00 0
0 03? 0 0O 0 00
3 p3t 32(p* —p)
=(0 3P 2p.3P~1
0 0 3P
4. (a) M=A
(b) Par récurrence
(c) M™ = A



(d) X, = A"X, donc
Ty = 3" + 203" 4 7(n? — n)3n 2
Yn = 2.3" 4 14n3"~1
zp = 7.3"



