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Nombres complexes.

Algebre



Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :

(1) g+6:
(2) (%) 3+61’_

2-5i
(3) 1—i + 1+ °

Algebre



Solution : On commence par noter que, puisque pour tout

z=x+1iy e C*,

nous avons
1 1 - 1 X — Iy
;_x—i—iy B x—i—iy.x—iy
X — iy z

Py 2

Pour écrire sous forme algébrique un nombre complexe de la forme ii:ly’

on procede toujours de la fagon suivante :

at+ib  a+ib x—iy

X+ iy X—|—iy-x—iy

(a+ ib)(x —iy)

(ax + by) + i(bx — ay)
x24y? ’

Algebre




(1) Nous avons :

346i 3460 3+4i
3—4i  3—4i 3+4i
_ (3+60)-(3+4i)
B 9+16
154300  —3+i6
B 25 5
(2) Nous avons :
1+i\> 346/ 142+  3+6i
(2—:’) 3—4i  4—4i+i2  3-—4i
2 3+ 6i
3 4 T34
O 3+8i
34

Algebre



Ainsi

1+i\?>  3+6i 3+8i
(2-;) 3_4j 3_4j
3+8i 3+4i  (3+8i)(3+4i)
3—4i 3+4i 25
—23+36i

25

(3) Nous avons :

245/ 2—05i 2+5i 2+5i
L = 5, 245
1— 1+ 1—

Algebre



Or
245/ 245/ 1+
1—i 1—i 1+
(2450 - (1+1)
N 2
=347
= >
Par conséquent
2+5i 2 -5 2+ 5i
= 2
1= "1t Re(l—i)
-3
= 2. — = -3
2
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On suppose 6 €] — 7; 7]. Calculer le module et un argument des nombres
complexes suivants.

(1) z=ie.
(2) z=1+¢€".
(3) z=sin(0) + i(1 + cos(h)).

Algebre



(1) z = ie'?.
Solution : Notons que

i= 0+
= cos(mw/2) + isin(7/2)

ir
= ez.

Ce qui nous permet d’écrire

PRV SN
— /(349
Donc -
|zl =1 et arg(z)= > +6.

Algebre



(2) z=1+¢".
Solution : Notons que
1=¢°
Alors
z=1+¢"=¢e0 1"
A chaque fois que on a une expression de la forme
eix +eiy7

on pense a utiliser la formule de I'angle moitie :
: : X — i(x+y)
e* +eY =2cos <2y> e 2 .

Donc

B

. : 0
z=1¢€9 4 e = 2cos <2> e

Algebre



Pour finir, on rappelle que
0 w]

0
96]—71',7('] - 56}_575

et comme cosinus est positif sur ]fg, g] on conclut

|z| = 2cos (Z) et arg(z) = g

Algebre



(3) z=sin(#) + i(1 + cos(H)).
Solution : On commence par noter que
z = sin(0) 4+ i(1+ cos(h))
= i+ (sin(f) + icos(f))
) 7r A
= i+ (COS(E 79) + isin (5 76>>
i5 4 ei(g—e)
(1+e7)

e'? (0 +e).

oE oH

1

e
e

En utilisant la formule de I'angle moitie, on obtient

z = €% .2cos (0 — (_0)> e = % . 2c0s (g) e

2
0 i(7—6)
= 2 — 7.
COos (2> e

Algebre
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Pour finir, on rappelle que
0 T
9 N ’ 2 }_77 7]
el-mmn] = €735

et comme cosinus est positif sur ]fg, g] on conclut

|z| = 2cos (2) et arg(z) = u ; 6.

Algebre



Calculer le module et I'argument principal des nombres complexes
suivants

(1) z=i(-1+iV3)(vV3 i)

—3v3-3i
(2) 2= =5

Algebre



(1) z=i(-1+iV3)(vV3 ).
Solution : Nous avons

z = i(-1+iV3)(V3-1)

= (—i—V3)(V3-i)
= —iV3-1-3+iV3
= —4
= 4.(-1).
Finalement, puisque
-1 = —-1+1i0

i

cos(m) + isin(w) = €',

on conclut que _
—4 = 4¢e'",
Donc
|z| =4 et arg(z)=we]—m,ml

Algebre



_ —3v/3-3i
(2) z = =333

Solution : On commence par noter que

V3+i = 2<\/§+i>

2 2
= 2(em(5) +ien (7))
— 2¢'%
Ainsi
—3v3-3i = —3(v3+1)
= —6e's.

Algebre



De méme

1+i = ﬂ(ﬁwﬁ)
2 2
m .
= V2(cos(3) +7sin(3))
= /2e'%
Par conséquent
-3v3-3i  —6es i.(_ =it
1+i  Vae: N
6 e
- \ﬁ'(_e )
_ % A (eIT( 5 e—l%)
_ 5 s
V2

Algebre



Donc

Algebre



Simplifier les nombres complexes

\/§_I 1995 t 1+’\/§ 20
2 € 1—i '

Solution : Nous avons

V3i-i V3 1
2 2 2
= cos (g) — isin (%)
= cos (%) + isin (—%)
= cos (—% 4+ isin (—%)
= e /%

Algebre



Exercice 5.4

Ainsi
ﬁ -\ 1995

— 1 i 1995

_ —i%

) e

_j1995m

= e 6

7,'6657\'

= e 2
— e7i166~27r7i§

= e_i%

= —i

Algebre



Pour simplifier (

De méme

1+ivV3

1—i

1+iV3

20
) on commence par noter que

- 2(} +;§>

- 2fe(5) ()
a3
(s (3) 50 (3))
(s (3) e isn (-2)
a(es(-5) wiin(-3).
V2e '



Donc

1+iV3
1—i

) -

2el3

4

”

20
i1n 20
2 ¢
20 2077
(\/i el 2
: 357
210 el?
. (36—1)m
210 el
210 . ei127rfi§
210 ei127r —i%
210 . 616-27r e i3
210 efi%
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Montrer que

1
z|=1—=2Zz="=
z

Solution : Nous avons

NI
I
\

z| =1 «— z.z2=1 = z2z=1 <+

Algebre



Soit
P={zeC:Im(z)>0} et D={zeC:|z]<1}.

Montrer que
z—i
z4+ i

f:z+—

est une bijection de P sur D.

Solution :

@ Montrons f injective : Soit z € P et 2/ € P tel que

z—i Z—i
flz) = f(Z) = T
— (z-DNZ+)=(Z-D(z+1)
= z-Z+iz—iZ+1=7 z+iZ —-iz+1
= 2iz=2i7
= z=7.

Ainsi, f est injective.



e Montrons f surjective : Soit z € C tel que |z| < 1 (i.e z € D).
Cherchons w € P tel que f(w) = z. Nous avons

flw)=z <+~ A
w1
<— w—Ii=wz+iz
<— w—-—wz=i+iz
— w(l-2z)=i+iz
i+ iz d1+z
<~ w= =

T1-z 1=

C'est-a-dire, I'unique antécédent de z € D est donné par
1+=z

1-z

Pour montrer que f est surjective, il ne nous reste donc que a

vérifier que w € P. C'est-a-dire vérifier

w =1

Vz €D, Im(w):Im(io 1+z) > 0.

—Z

Algebre



Or pour tout z € D, nous avons

I,.1+z _ I_‘(1+z)(1—f)
1-=z [1—2z]?
_ o (1+z-z—|zP)
. 1—2z[?

_ . (1—z]) +2ilm(2))
- 11— 22
_2m(z) | (1—|zP)
TR T

Finalement, puisque z € D, c'est-3-dire |z| < 1, on conclut 1 — |z|> > 0
et donc

C14z\  (1—-1zP) 14z
I : = 0 = =1 P.
m(l 1—z> 1= 22 > w =1 1_26

La fonction f est donc surjective.
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Pour tout z € C\ {2/} posons

z+1i
z—2i

(1) Déterminer I'ensemble (E7) des nombres z tels que Z soit réel.
(2) Déterminer I'ensemble (E,) des nombres z tels que Z soit imaginaire

pur.
(3) Déterminer I'ensemble (E3) des nombres z tels que Z ait pour
argument 7.

Algebre



z+i

- soit réel.
z—2i

(1) Déterminer I'ensemble (E;) des nombres z tels que Z =

Solution : Nous avons

zZ=7

z€EEE<—ZeR +—

— z—l—i._(z—i-i.)_(z-i-i)_z—i.
z—2i z—2i (z—2i) Z+ 2i

— (z+i)(z+2))=(Z—-1i)(z—2i)

== |zZP+2iz+iz—2=|z> —2iz—iz—2

— 2iz+iz=-2iz—1iz

— 3iz=-3iz

<~ z=-Z

<~ zeiR\{2i}.

Ainsi
Ey ={zeC\{2i}:z€ iR}

Algebre



z+i

Z45; soit un

(2) Déterminer I'ensemble (Ez) des nombres z tels que Z =
imaginaire pur.

Solution : Nous avons

ZeiR
Z=-7

z4i _7(z+i)_7 (z+i0) _  z—i
z—2i z—2i (z—2)) Z42i
—(z+)(Z+2i)=(Z—i)(z - 2i)

—|z? =2iz—iz4+2=|z|* - 2iz — iz -2
0=2z+i(z—2)— 4

0 = 2|z)* + i(2ilm(z)) — 4

0=2|z]* —2Im(z) — 4 <= 0 = |z|* — Im(z) — 2

0=x"+y’—y—-2=x"+ y2—y—|—1 —1—2
4 4
ey _ 9
Y72) T w

Algebre
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Ainsi

2
E2—{z—x+iy€@\{2i}:x2+(y—;> —Z}

L’ensemble E, peut donc étre identifié, avec le cercle de centre (0, 3) et
de rayon % privé du point 2i.

Algebre



(3) Déterminer I'ensemble (E3) des nombres z tels que Z ait pour
argument 7.

Solution : On commence par noter que :

arg(Z) = 5

5 = Z € iR et Im(Z) > 0.

Par conséquent

zebs «— =zeE et Im(Z)>0

Maintenant

7= z+i  (z+i0)(Z+2i) |z]* —2—1Im(z) + 3iRe(z)
Cz-2i |z=2i2 |z — 2i]2

Donc
3Re(z)

m(2) = =5

>0 <= Re(z)>0.

Algebre



Ainsi
zeE3 <= z€E et Re(z)>0.

L'ensemble corresponds donc au cercle précédent restreint aux points
d'abscisses strictement positives.

Algebre



Soit (z,2') € U? tel que z - 2/ # —1. Démontrer par deux méthodes que

!
7 - zZ+z

=———¢cR.
1+z-2 <

Premiere Méthode : Soit (z,2z’) € U?, alors

Montrons pour toute couple (z,z’) € U? avec z - 2/ # —1, I'equation
Z-7Z=0.

Algebre



Nous avons

7 —

z

z+ 7 z+Zz _ z+Z (z+2)
1+z-2 14+z-27) 14z-72 1+z-2)
z+Z z+7

l14z-2 14z-7
z+2)1+z-Z)-(z+Z)1+z-2)
1+z-2)(1+z-7Z)
24222 +2 47727 -z2-7 -7z -7 zZ
(1+z-2)1+z-Z)
z+ZzP+ 2 + 2|2 -2 -2 — 2|z - 2|z
1+z-2)1+z-Z)
z4+Z +7Z+z-z2-7Z -7 -z
1+z-2)(1+z-7)

/‘2

=0.

Algebre



Soit (z; z') € U? tel que zz' # —1. Démontrer par deux méthodes que
7= 272 ¢
1+ zZ2/
Deuxiéme Méthode : On utilise I'écriture exponentielle de z et Z/
WeR, z=€? et I R, 2 =€,
Ce qui nous permet d'écrire

7 z+ Z el@ + eu9 610 + 610 el@ + el@
T 14z-72 146060 T 11 ei(046)  gi0 4 @i(6+0)

En utilisant la formule de I'angle moitie, on obtient
. oy 6 —6 010
e +e = 2cos ( 5 el

! ’
e 4 0F0) = 2cos(9—;9>e"0+29.

Algebre



D’ou on conclut

_ o -0+6"
2cos(029>e’ 2

Z:

2cos () el

Algebre



Soit (a, b) € C?, avec a # b. Démontrer par deux méthodes que :

a—b

1—3b

Premiere Méthode : On utilise les propriétés de la conjugaison et du module.

(2€eU ou bel) = eU.

@ Supposons a € U. Alors nous avons

5:1 — 1—§b:1—9:a_b = a_,b:a_bzaelu
3 a a 1—-3ab a;b

@ Supposons b € U. Alors nous avons

a—b| Ja—bl |a—b| |a—b
1—ab| |1—-3ab| |1—3ab |1-3ab|
Maintenant, puisque b € U, nous avons b = %. Ce qui nous permet
d'écrire
- a—b _ la-b] -
a=b| _Ja=bl _5 PoBl_ g oo
1—-3b ‘]_—i |b—a‘
b
Ainsi b
a—
U.
1-ab -

Algebre



Soit (a, b) € C?, avec a # b. Démontrer par deux méthodes que :
a—b
1—-3ab

Deuxieme Méthode : On utilise I'écriture exponentielle de a et b.

(aeU ou bel) = e U.

@ Supposons a € U. Alors il existe § € R tel que a = e’®. Ce qui nous
permet d'écrire
a—»>b e’ —b wel —b

i0
_ b _ e —b _ .
1-ab 1_e®p € eo_p ©° €

@ Supposons b € U. Alors il existe § € R tel que b = e®. Ce qui nous
permet d'écrire

a—b| la—bl |a—b  |a—b
1—ab| |1—3ab| |1—-3ab] =~ |1-3ab|
= 0 ) = B
S R RS
|1 —3e~9| le’® — 3
Ainsi b
a—
U.
1-ab -

Algebre



Exercice 5.10*

Soit 6 €] — m; w[. Déterminer le module et un argument de :

_cos(f) +isin(f) — 1
" cos(6) + isin(6) + 1

Solution : Nous avons

_cos() +isin(0) —1  e?—1 €% ¢
T cos(0) +isin(@)+1 7 e +1  eif 4 el

En utilisant la formule de I’angle moitié, on obtient

) . 0 .
o o 2isin (§> e'
0 2 cos (g) ez,

[0}
|
[0}
Il
(SIS

(S

+
o
I

D’ou on conclut




Exercice 5.10*

Par conséquent :

® sif€]—m0[ alors £ €]—Z,0[ et tan (£) < 0. Donc

Z = —tan <g> (=i) = — tan (g) e’

|Z|:ftan<g) et arg(Z)=—7 mod (2).

N§

Ainsi

@ si § =0, alors tan(6/2) = 0. Donc Z = 0.
@ si 6 €]0,x[, alors § € ]0, %[ et tan (£) > 0. Donc

Z = tan (g) i = tan (g) e%r

|Z| = tan (g) et arg(Z) = % mod (27).

Ainsi

Algebre



Exercice 5.10

Soit z € U dont un argument est dans ]0, Z[. Déterminer le module et un
argument de
1+ 23

Z = =

Solution : Par hypothese, il existe 6 € ]0, 5[ tel que z = e'?. Nous avons

3 . .
Z:1+22 :%+z:z_2—|—z=e_2'9+e'9
z z
En utilisant la formule de I’angle moitie, on obtient
e M1 = 2cos (%) ef"%
Or
T 30
66]0,5[ — 76]0,7[ == cos<7>>0

Ainsi

|Z| = 2cos (%) et arg(Z) = —g mod (27).

Algebre



Exercice 5.11

Exprimer en fonction de sin(#) et de cos(6) :

Algebre



Exercice 5.11

Solution :
(a) cos(26) = cos?(8) — sin®(6).

(b) sin(20) = 2sin(0) cos(h).

(c) cos(30) = cos?(#) — 3 cos(h) sin*(6).

Algebre



Exercice 5.11

(d) sin(40) : Pour exprimer sin(46) en fonction de sin(6) et de cos(#), on
commence par noter que :

V0 € R, sin(40) = Im (e4i9) — Im((ei9)4)
La formule du binéme de Newton, nous permet donc d'écrire

(e’le)4 = (cos(f) + isin(6))*

4

=Y <2> cos* ¥ (6)i* sin*(6)

k=0
= cos*(0) + 4i cos®(0) sin(#) — 6 cos() sin?(#) — 4i cos(0) sin*(0)
+ sin*(9)

= (cos4(9) — 6.cos?(6) sin®(0) + sm4(9))

+i(4cos’(0)sin(6) — 4 cos(#) sin3(9)).

Algebre



Exercice 5.11

Ainsi

sin(49) = Im (e*?) = 4cos®(9)sin() — 4 cos(f) sin(0)
cos(40) = Re(e") = cos*(#) — 6 cos?(0)sin’(0) + sin*(0).

Algebre



Exercice 5.11

(e) sin(50) : Pour exprimer sin(56) en fonction de sin(f) et de cos(d) on
commence par noter que :

V0 € R, sin(50) = Im (e5i9) — Im ((ei9)5)
La formule du bindme de Newton, nous permet donc d'écrire

(e"e)5 = (cos(8) + isin(f))’
5

=Y (i) cos®~k(0)i* sin*(0)

k=0
= cos®(f) + 5i cos*(6) sin(f) — 10 cos®(8) sin?(h)
— 10/ cos?(6) sin3() + 5 cos(8) sin*(8) + i sin®(0)
= <c055(0) — 10 cos®(0) sin?(f) + 5 cos(#) sin* (0 )

(9)
+ i(5 cos*(#) sin(#) — 10 cos?() sin*(#) + sin5(9)>

Algebre



Exercice 5.11

Ainsi

sin(50) = Im(e%) = 5cos*()sin(6) — 10 cos?(6)sin*(0) + sin(0)
cos(50) = Re(e?) = cos®(9) — 10cos®(9)sin*(0) + 5 cos(d) sin* ().

Algebre



Exercice 5.12

Linéariser :

Algebre



Exercice 5.12

Solution :

1+cos(26
(a) cos?(g) = e,

i 1—cos(26
(b) S|n2(0) - %

3 cos(8)+cos(36
(c) cos?(f) = 3eeslO)icos30),

Algebre



Exercice 5.12

(d) Pour linéariser sin*(6), on procéde comme suit :

(1) On utilise les formules d’Euler pour changer sin(6) en e et e/,

i0 —io\ 4
.4 - e’ —e
sin"(0) = (2i )

(2) On développe complétement a I'aide du binéme de Newton.

1
16
(3) On regroupe les termes deux a deux conjugués pour reconnaitre des
cos(af) ou sin(80) grace a la formule d’Euler.

Sin4(9) — 116 (6 4 ( 4i0 + 6741'9) . 4 (e2/9 + 672’.0))
= 16 (6 + 2 cos(46) — 8 cos(26)).
3 — 4 cos(26) + cos(40)

8

Algebre

Sin4(9) = 4i0 46219—1—6 be~ 2/0+e 4/9)




Exercice 5.12

(e) Pour linéarise sin?(#) cos®(6), on procéde comme suit :

(1) On utilise les formules d’Euler pour changer cos(#) et sin(#) en e’

et e /0.
0 _ a—iON2 /i | —if\ 3
.2 3 e’ —e e’ +e
9 0 =
sin“(6) cos”(6) ( ¥ > ( 5 >

(2) On développe complétement a I'aide du binéme de Newton.

1 . . ) .
sin?(6) cos*(#) 3 (7 —2+e727) (¥ + 3 +3e70 + 73
1 . . . .
— _32 ( 5i0 + 6319 o 2610 + e—5u9 + e—319 o 2e—19) .

Algebre



Exercice 5.12

(3) On regroupe les termes deux a deux conjugués pour reconnaitre des
cos(af) ou sin(80) grace a la formule d’Euler.

sin?(0) cos®(6) = _3% (€50 + e751%) 4 (3% 1 &%) — 2 (& 4 &~11))
= —3%(2 cos(56) + 2 cos(36) — 4 cos(6)).

2 cos(6) — cos(36) — cos(560)
16 '

Algebre



Exercice 5.13

Soit § € R.
(1) Exprimer sin(56) en fonction de sin(9).
(2) En déduire la valeur exacte de sin ().

Solution :
(1) D’apres I'Exercice 5.11(e), nous avons :
sin(50) = 5cos*(#)sin(h) — 10 cos?(#) sin>(6) + sin®(6)
= 5(1- sin2(0))2 sin(#) — 10 (1 — sin*(9)) sin(6) + sin®(0)
= 5(1—2sin*(9) +sin*()) sin(¢) — 10sin*(6) + 11sin’(0)
= 16sin°(#) — 205sin3(0) + 5sin(0).

Algebre



Exercice 5.13

(2) Appliquons la formule précédente au cas ot & = ¢. Notons
n(3)
x=sin{—]).
5

sin(r) = 16x° —20x> + 5x
= x(16x* —20x% +5).

Alors

Maintenant, sin(7) = 0, donc
0=x(16x* —20x> +5) = x=0 ou 16x* —20x* +5=0
Or x = sin (%) # 0. Ainsi, x est solution de I'équation

16y* — 20y* +5=0.
Pour résoudre cette équation bicarrée, posons Y = y2. Elle équivaut
alors a I'équation

16Y2-20Y +5 = 0
=Y

Algebre



Exercice 5.13

Cette derniere équation a comme solution

2 5_\/5 2 5"’\/g
Yy = 8 ou y = 8

Ce qui nous donne quatre solutions a I'équation en y. Pour déterminer a
laquelle correspond le réel x, il reste a observer que

1] = smm(@eP] = <efod]

S]]

D’our une seule possibilité (car x > 0)

Algebre



Exercice 5.14

En considérant de deux manieres le rapport Z = § ou

a=1+iV3 e b=1+i

calculer les valeurs exactes de cos (75) et sin (35).

Solution : Nous avons

1—|—i\@:2<;+i\/§> ~ e

|y

a = 5
2 2 in
b — 1+i:\ﬁ<\§+i\§>=ﬁe4
Ainsi
a 2e¢F it _ir
i : = V2e3 7
b V2eT

= V2eB :ﬁcos( >+I\/§SII’I( )

Algebre



Exercice 5.14

De méme

a  1+iv3  (14+iV3)(1-1)
b 14 B 2
V3+1 N V31

2 2
L'unicité de la forme algébrique de Z permet d’en déduire par
identification :

() < 1w Voo (5) = V5

D’ol on conclut :

m V341 V6 42
°°s(12> T o2 a
N V3-1 V6 -2
s'”(lz) Y 5

Algebre



Résoudre d'une maniére générale |'équation

ef =27
(d'inconnue z, le nombre complexe Z # 0 étant fixé) en donnant la
forme algébrique des éventuelles solutions.
Solution : On commence par écrire Z sous forme exponentielle Z = re’.
Soit z = x + iy, alors

Z=¢e <= rel =tV = eXe¥
< €& =r e y=0 mod (27)
<~ x=In(r) et y=0+2kn (keZ)
— z=In(r)+i(0+2kn) (ke).

Algebre



Exercice 5.16

Déterminer les racines carrées complexes des nombres suivants :
(1) a=-3+4i.

(2) b=—-21-20i.

(3) ¢ =—7+24i.

Algebre



Exercice 5.16

Détérminer les racines carrés de a = —3 + 4i.
@ On cherche les racines de a = —3 + 4/ sous la forme z = x + iy.
L'équation z*> = a nous donne le systeme
2 . 2 2y, - . X2 — y2 = -3
2" = =3+4i = (xX"—y )+i(2xy) = —3+4i = { %y — 4

en identifiant parties réelle et imaginaire.

@ On ajoute I'équation
=la| = X4y =(-3)2+(4)?2=V25.

||
pour trouver les valeurs de x2 et y2. Nous avons donc le systéme
Py = 5 X =1
2 2 _ 2 _
x“—y> = -3 = y- = 4
2xy = 4 xy = 2

© On prend ensuite les racines carrées, en faisant attention aux signes relatifs
de x et y, donné par I'équation xy = 2. Nous avons donc les solutions :

(x,y)=(1,2) ou (x,y)=(-1,-2) < =z=142i ouz=-1-2|

Algebre



Exercice 5.16

Détérminer les racines carrés de b = —21 — 20i.
@ On cherche les racines de b = —21 — 20/ sous la forme z = x + iy.
L'équation z*> = b nous donne le systeme
X2 — 2

72 = -21-20i <= (xX*—y?)+i(2xy) = —21-20i { 2y

I
|
)
S

en identifiant parties réelle et imaginaire.
© On ajoute I'équation

1z? = b <= X*+y*=/(-21)2 4 (-20)% = /841 = V292 = 20.

pour trouver les valeurs de x? et y2. Nous avons donc le systéme

24y = 29 X2 = 4
—y? = 21 - y? = 25
2xy = =20 xy = -10
© On prend ensuite les racines carrées, en faisant attention aux signes
relatifs de x et y, donné par I'équation xy = —10. Nous avons donc les
solutions :

(x,y)=1(2,-5) ou (x,y)=(-2,5) <= z=2-5i ouz=—-2+5

Algebre



Exercice 5.16

Détérminer les racines carrés de ¢ = —7 + 24i.

@ On cherche les racines de ¢ = —7 + 24/ sous la forme z = x + iy.
L'équation z*> = ¢ nous donne le systeme

\
[
~

2 2
2 . 2 2 . _ . X -y
2" = —T424i <= (x"—y )+i(2xy) = —7+24i <:>{ vy = 24
en identifiant parties réelle et imaginaire.

@ On ajoute I'équation
2P =[b = xX*+y*=/(~7)2+ (—24)2 = V625 = V252 = 25.

pour trouver les valeurs de x2 et y2. Nous avons donc le systéme

xX2+y* = 25 xX = 9
x—y? = -7 == y2 = 16
2xy = 24 xy = 12

© On prend ensuite les racines carrées, en faisant attention aux signes relatifs
de x et y, donné par I'équation xy = 12. Nous avons donc les solutions :

(x,¥)=(3,4) ou (x,y)=(-3,-4) < z=3+4i ouz=-3-4i

Algebre



Exercice 5.17

Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

(a) z=-13.
Solution :
w?=-13 <= w=+V13i ouw=—V13i
(b) z= -3 —4i.
Solution : Soit w = x + iy, alors
X4y = (=3)2 + (—4)2 24y = 5
wl=-3-4i <> x2—y? = -3 —= ¢ X*-y? = -3
2xy = —4 xy = =2
x2 = 1
= y? = 4
xy = =2
x = 1 x = -1
y = -2 ou y = 2
Donc

Algebre



Exercice 5.17

(c) z=-3+4i.

Solution : Soit w = x + iy, alors

x2+y? = (—3)2 + (—4)?
w=-3+4i x2—y? = -3
2xy = 4
xX+y? = 5
= x> —y? = -3
xy = 2
x> =1
= y2 = 4
xy = 2
— x =1 o x = -1
y =2 %y = =2

Donc
w=14+2 ou w=-1-2j.

Algebre



Exercice 5.17

(d) z=1+iV3.
Solution : Nous avons

z=1+iV3 = 2(%+i§)

Par conséquent

j
w? = 2¢'3

Rt w = \@ei% ou w = —ﬁei%
V3 1 - V3 o1
> 2(—2 +/§) ou - 2(—2 + 5)
V3 o1 V3 o1
= =-Z+4i—%= o =2 i
s e MY TR

Algebre



Exercice 5.17

(e) z=5—12i.

Solution : Soit w = x + iy

x> +y? = /(5)2+(-12)?
w2 =5-12i — xX—y? =5
2xy = —12
x®+y? = 13
= x2—y?2 = 5
xy = —6
x? = 9
— y: = 4
xy = —6
— X = 3 x = =3
y = =2 o y = 2

Donc
w=3—-2/ ou w=-3+2i.

Algebre



Exercice 5.18

Résoudre dans C les équations suivantes :
(@) 24+z4+41=0

@ Z#-22+N)z+6+8i=0

@ iZ+(4i—-3)z+i—-5=0

@ z*—(5-14))22-2(5i+12) =0

Avant de résoudre ces équations, rappelons le théoréme suivant :

Théoreme (Equations du second degré a coefficients complexes)

Soient a, b et c trois nombres complexes avec a # 0. Alors les solutions de
I'equation d’inconnu z € C :

az’>+ bz+c=0

sont
—b+0 —b—4

et
2a 2a '’
ou § est 'une quelconque des deux racines carrées du discriminant

A = b® — 4ac.

Algebre



(a) Résoudre z2 4+ z +1 = 0.

Solution : Nous avons
A=1"—-4.1-1=-3,

Or, nous savons que les deux racines carrées du discriminant sont

V3i et —/3i
Par conséquent, les solutions de I'équation z> +z+ 1 =0, sont
—1+4+/3i -1—+/3i
z=——"— &€& z=—"7"———
2 2
Notons que
# = e 3
et

~1-V3i _ —1+V3i _ _ip (1+\/§i)2
2 2 N '

= e —e 3
2

Algebre



Exercice 5.18

(b) Résoudre z2 —2(2+ i)z +6 + 8 = 0.

Solution : Nous avons

A = (=22+1)*—4(6+8i)=42+i) —24—32i
= 4(4+4i—-1)—24—-32i=—-12 16/
= —4(3+4i)
4(—3 — 4i).

Or, d'apres I'exercice précédent, nous savons que les deux racines carrées
du complexe —3 — 4/ sont

1—-2/ et —1+42i.
Ainsi, les deux racines carrées du discriminant sont :

21—21)=2—4i et —21—2i)=-2+4i

Algebre



Exercice 5.18

Par conséquent, les solutions de I'équation 72— 2(24+1i)z+6+8i =0,

sont
224 1)+ (2— ai
: = (+’)J2r( ) o it1-2im3—4
224 1) — (2 — 4i
; = (+')2( ) i 142i—113i

Algebre



Exercice 5.18

(c) Résoudre iz> + (4i —3)z+i—5=0.
Solution : Nous avons

A = (4i—3)>—4i(i—5)
= 34

Or, d'apres le exercice précédent, nous savons que les deux racines
carrées du discriminant sont

1-2i et —(1-2i)

Par conséquent, les solutions de I'équation iz? + (4i —3)z+i—5=0,

sont
, _ —Wi-va-2) 46
2, 2/
—(4i=3)—(1-2i) 2-2i '
z 2 2i ,

Algebre



Exercice 5.18

(d) z* — (5 — 14i)z> — 2(5i +12) = 0.
Solution : On pose Z = z?. Nous allons d'abord résoudre

Z? — (5 —14i)Z — 2(5i + 12) = 0.

Nous avons
A = (—(5-14i)% - 4(=2(5i + 12))
= —75-—100/
= 25(—-3—4i).

Or, d’apres I'exercice précédent, nous savons que les deux racines carrées
de —3 — 4/ sont :

1-2/ et —1+2i.
Donc les deux racines carrées du discriminant sont :
5(1-2/)=5—-10i et —5(1—2i)=-5+10i

Algebre



Exercice 5.18

Par conséquent, les solutions de I'équation
Z? — (5 —14i)Z — 2(5i + 12) = 0, sont

7 (5—141)—;—(5—101) 519
—14i) — (5 — 10/
7 _ (5 i . (5 —10) _ o

Ainsi, pour trouver les solutions de z* — (5 — 14i)z2 — 2(5i + 12) =0, il
nous faut résoudre

22 = 512}
et 22 = -2 = Qe 7.

Maintenant, d'apres I'exercice précédent on sait que

22=5-12/ <= z=3-2/ ou z=—-3+2i.

Algebre



Exercice 5.18

De méme

2=-2/=2"7 < z=V2e7 ou z=-V2e 7.
Les solutions de I'équation z* — (5 — 14i)z% — 2(5i + 12) = 0, sont donc

{3—2i, 3420, V2, - 2e*”7”}.

Algebre



27
5

Onnotea=e'5 . On pose A=a+a* et B= 0o+ o’

(1) Justifier que A et B sont les solutions de |'équation
(E):x2+x—1:0.
Solution : Nous avons

2

A+A-1 = (a+o¢4) +(a4a") -1
= P42+t +a+at—1.

Mais o® = 1, donc

AP+ A-1 ?+2° +af+a+at—1
a2+2+a3+a+a471

dtt+at+a’+a+1=0.

Ainsi A est solution de x? + x — 1 = 0. Le méme raissonement nous permet de
conclure que B est solution de I'equation.

Algebre



Exercice 5.19

(2) Déterminer A en fonction de cos (3F).
Solution : Nous avons

4 2im 8i
o+« = €5 +e>
2im 0im  _2i
= e5 +4+es e 5
2im _2im 2im —2ir
es + e = e% fe s
et
4im 6i
a2—|—a3 = es5 t+es
4im 0im 4
= e5 +4+es e 5
2im i Aim 4im —dir
= €5 +e2”re 5 = e5 4 e’ 5

La formule d'Euler nous permet donc de conclure

im —2in 2
A=a+a*=e¥ +es :2cos<;r).

Ainsi, 2 cos (3F) est solution de x> + x — 1 = 0.

Algebre



Exercice 5.19

(3) En déduire la valeur exacte de cos (3F).

Solution : Le discriminant de x? 4 x — 1 = 0 est 5. Les solutions de
I'equation sont sont donc

~1++5 o Lo V5
2 2 '
Puisque 2cos (2F) est solution de x? + x — 1 =0, on conclut que la
valeur du cosinus est

—1++5 —-1-+5
# ou #

us

Finalement, 2{ étant inferieur a % son cosinus est positif. D’ou

2 cos 21 —7_1—’—\/5 = oS 21 —7_14_\/6
5) 2 5) 4

Algebre



Exercice 5.20

@ Calculer les racines cubiques de % et montrer que I'une d'elles a
une puissance quatrieme réelle.

@ Calculer les racines 5% de —1.
1+i
V3—i®

@ Résoudre I'équation 2’ = 5.

© Calculer les racines 8% de

Algebre



Exercice 5.20

Calculer les racines cubiques de %

puissance quatrieme réelle.

et montrer que I'une d'elles a une

Solution : Commencons par chercher une forme exponentielle de #.
Nous avons

1 ) 2 2 V2

Ligpy = Y22 v2

4 4 2 2

- 2o (2) ()

T
V2
4

e

Algebre



Exercice 5.20

Soit ¢ = re’® une racine cubique de \fe %, alors
3n 2 i
<3_% BE 330 %e’%
2
= r3:% et 30 =— mod (2)
e =Y e 0T T 1
4 3
Maintenant,
V2 1 1 (V2 1
= e = — — = —

4

Algebre



Exercice 5.20

Ainsi, les racines cubiques de

Co
G
G

Pour finir, notons que

—1+4i

7 sont
1 ix
Y
V2
L _ L e
V2 V2
Lewrr _ Lo _ 1 =
V2 V2 V2
1 =\ 1 1
4: e o — a7 N
= (%) =3 =

Algebre



Exercice 5.20

Calculer les racines 5% de —1.

Solution : Commencons par chercher une forme exponentielle de —1.
Nous avons

i

—l=e

Soit ¢ = re’? une racine cinquieme de —1, alors

<-5 — eiTr — r5e5i9 — eiTr
<~ r’=1 et 50=m mod (27)
2k

— r=1 et 9:%+T7k:0,1,2,3,4.

Ainsi, les racines 5% de —1 sont

i(1+2k)

o = eiT 5 =e 5, k=0,1,2,3,4.

Algebre



Exercice 5.20

Calculer les racines 8% de - .
8 V3—i

Solution : Commencons par chercher une forme exponentielle de \}t’l Nous

avons
V2 V2 i
1+i ﬁ( i )  V2eew ie%
V3—i 2(?,,’%) 2.6*% V2
Soit ¢ = re’® une racine cubique de %e%, alors
8 1 sz 8 _8i0 1 sz
= —el® <~ re = —ekmb
T NG
= rgz% et 89:% mod (27)
1
1\ 57 2kmw
— ==z t 6=—+—, k=0,1 7
r (2) € % 8 0L,

.o . es
Ainsi, les racines 8% de A

1
6 sim  2ikm
(1) B W £=0,1,2,3,4,5,6,7.

G =
2




Exercice 5.20

Résoudre I'équation z' = L.

Solution : Soit z = re’”. Nous avons
-7 1 =7_2
' =—5 = 1=Zz
z
— 1=rTeli0y2e"?
1= f9eTi0 g2i6
S 1= r9675i9
el0 — ,9o—5i0
<~ 1=r" et —50=0 mod (27)
> 1=r" et 50=0 mod (2r)
2km
<~ 1=r et 6=— k=0,1,2,3,4
Ainsi, les solutions de I'équation Z' = z% sont

2il

z=e5, k=0,1,2,3,4.

Algebre



Exercice 5.21

(1) Résoudre dans C I'équation z° — 1 = 0 et représenter les solutions.

Solution : Ce sont les racines 5% de |'unité, c'est-a-dire les complexes de

la forme
2ik

es, k=0,1,2,3,4.

Les solutions forment un pentagone régulier inscrit dans le cercle unité.
(2) On pose u = e’
(a) Montrer que 1 + v+ v? + v + u* = 0.

Solution : Nous avons

1— 5
1+u+P+3+0* = 4
1—u

- 1— e2im 1—170

N 1—e% T 1-—u

Algebre



Exercice 5.21

(b) Vérifier que u + u* = 2cos (%’T) et u? + u® = 2cos (?ﬂ)

Solution : Nous avons

4 2im 8im
u-+u = e’ +es
2im 0im  _ 2w
= e5 +e 5 e 5
2im _2im 2im —2im
= e5 +e2’7"e 5 = e5 4+e’ 5
et
2 3 4im bim
uT+u = 5 +es

e

eT+eTe 5
i

e

La formule d’'Euler nous permet donc de conclure

in —2ix 2
u+ut = e2?+eé —2cos<7r>,

i —air 47
v+t = e4T+eg :2cos(5).

Algebre



Exercice 5.21

(3) En déduire que cos (3F) est solution de I'équation 4x? +2x — 1 =0
puis calculer

cos 2n et cos An
5 5)°

2 2
4 cos® (;) + 2cos (;T) -1 = (u+uv*P+(u+uvh)-1

= P+ +2°8+u+ -1,

Solution : Nous avons

Mais v® = 1, donc

2 2
4 cos? (;T>+2cos<57r) -1 = P+l +24+u+dv4 -1

= v+ 4+P+u+1=0.

Le méme raisonaiment nous permet de montrer que cos (%’T

) est solution
ded4x?2+2x—1=0.

Algebre



Exercice 5.21

Maintenant, le discriminant de 4x2 4+ 2x — 1 = 0 est 20. Ainsi, les
solutions de I'équation 4x2 4+ 2x —1 =0, sont

—-1+5 I NG
4 5
Puisque cos (3F) et cos (45”) sont des solutions de 4x2 +2x —1 =0, on
conclut que ces deux cosinus valent

—14++5
—

Finalement, 257‘ étant inferieur a 5 son cosinus est positif, le second est

négatif. D'ou

(2”)—‘”\/5 et cos(“”)—‘l‘*/g.

5 4 5 4

Algebre



