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Exercice 1

Déterminer (R, ), f(R_), f({—1}), F Y} (R,), FY(R_), FL1({-1})
pour les fonctions suivantes :

Q f(x)=¢"

Q@ f(x) =In(x)

@ f(x) = cos(x)
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Exercice 1

Etudions

f(x) =e¢".
Rappelons que la fonction x — €* a par ensemble de départ, I'ensemble R et
par image, I'ensemble R} . C'est une fonction strictement croissante de
graphe donné par

= GeoGebra Calculator Suite H SECONNECTER

o
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Exercice 1

Ce qui nous permet de conclure

f(Ry) = [1,+00[ ; f(R-)=]0,1] ; f({~-1})={f(-1)} ={e"}

et
FIR) =R ; FHR)=0 ; F({-1})=0
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Exercice 1

Etudions

f(x) = In(x).
Rappelons que la fonction x — In(x) a par ensemble de départ,
I'ensemble R* et par image, I'ensemble R. C'est une fonction
strictement croissante de graphe donné par

= GeoGebra Calculator Suite < SECONNECTER

o

o

>
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Exercice 1

Ce qui nous permet de conclure
fRY)=R ; fR)=0 ; f{-1})=0
et
fFrHRy) =[1,+00[ ; FY(R-)=]0,1].

Finalement, puisque
In(e7!)=-1

et In est une fonction strictement croissant, on conclut

FH{-1}) ={e7"}.
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A faire chez soi - Exercice 1

Etudions

f(x) = cos(x).
Rappelons que la fonction cos(x) a par ensemble de départ, |'ensemble
R et par image, I'ensemble [—1,1]. C'est une application périodique de
période 27. Son graphe est donné par

= GeoGebra Calculator Suite < i SECONNECTER

N >
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A faire chez soi - Exercice 1

Ce qui nous permet de conclure

fFRy) =[-L1] 5 FR)=[-L1] ; F{-1}) ={f(-1)} = {cos(-1)}

De méme

fH(Ry) = [—g, g} +2kn et fYR_)= [g’ 3;] + 2k
et
FY{-1}) = {7 + 2kx}.
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Exercice 2

Soit f I'application de R dans R définie par f(x) = x.
@ Déterminer les ensembles suivants :
f([=3:-1]) & f([-21])

et
F(1-3 -1 U [-21])

Les comparer.

F([-3 -1 N [-2:1)).

@ M&émes questions pour les ensembles :

FH0—o0i2]) & ([ +oc])

et

F] =002 ULi4oo]) ;£ 1(] = 00;2] N [L; +o00]).
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Exercice 2

Etudions

f(x) = x2
L'application x — x? a par ensemble de départ, I'ensemble R et par
image, I'ensemble R, . C'est une fonction paire, de graphe donné par

= GeoGebra Calculator Suite < # sEcoNNEcTER
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Exercice 2

Ce qui nous permet de conclure

F(I=3,-1) =[1,9 ; f([=21]) =[0,4]

De méme
f([-3,-1]U[-2,1]) = f([-3,1]) = [0, 9].
Notons que
f([-3,-1]u[-2,1]) = 1[0,9]
= [1,9]U]0,4]
f([-3,-1]) U f([-2,1]).
Finalement

f([-3,-1]n[-2,1]) = f([-2,-1]) = [1,4].
On fait noter que

f([-3,-1]Nn[-2,1])

(1,4]
= [1,9]N[0,4]
F([-3, -1]) N F([~2,1]).
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Exercice 2

Maintenant
Fi(1—o0,2)) = F1([0,2) = [-v2,V2]
et
F (L +o0) =1 = 00, ~1] U [1, +oc].
De méme
fH(] = 00,2l U1, +o0]) = FH(R)
=R

— [-V2,V2] U (] - 00, ~1] U[1, +oc])
= 711 =0, 2) U F (L, +o0l).
Finalement
F (1 —00,2] N [L,+o0]) = £77([1,2])
= [-v2,-1] U [1,V2]
— [-V2,v2] N (- 00, ~1] U1, +oc])
= (1 —o00,2)) N F([L, +ool).
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Exercice 3

Soit f I'application de R dans R définie par
f(x) = min{x?,3}.
Déterminer les ensembles suivants :
FR) & f([0,1)  F([L2]) ; F([2,+o0f)

et
FH01]) & FH([4 o)

Avant de déterminer les ensembles, notons que pour tout x € R, on a

2 .
. 5 . x2 si =3 < x < \ﬁ,
min{x*, 3} = { 3 si x>+v3 ou x<—V3.
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Exercice 3

Le graphe de la fonction f est donné donc par

= GeaGebra Calculator Suite < @ SECONNECTER
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Exercice 3

En sachant cela, déterminons les ensembles demandés. On a :
f(R)=10,3] ; f([0,1])=10,1] ; £([1,2])=1[1,3]
et
F([2, +oc]) = {3}

De méme
FH[0,1]) = [-1,1] ;£ (4 +oo]) = 0.

Algebre



Exercice 4

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
(1) n— n+1deN dans N.

(2) x+ 2t de R\ {1} dans R.

(3) (x; ) (1;x — y; y) de R? dans R3.

(4) (x;y;2) = (x+y +z;x—y — z;x) de R3 dans R3.

(5) (x;y) = (x + y; xy) de R? dans R?.
(6) n+— n+1de Z dans Z.
(7) (x;y) = 2y de R? dans R.
(8)

8) (x;y) > (x;xy — y3) de R? dans R?.
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Exercice 4

Solution :
(1)

f:n—n+1
de N dans N.

o Injective : Oui. En effet, pour tout couple n€ N, n” € Non a

f(ny=f(n") = n+l1l=n+1 = n=n.

@ Surjective : Non car 0 n’a pas d'antécédents. En effet, si f(n) =0

alors n+1 = 0. Ce qui implique que n = —1, mais n € N. Donc
f(n) # 0 pour tout n € N.
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Exercice 4

(2)
x+1

—
x—1

de R\ {1} dans R.
o Injective : Oui. En effet, pour tout couple x € R\ {1}, x’ € R\ {1}
on a

+1 X' +1
F(x) = F(x el gE~
(x) (X):>x71 x' =1

(x+1)(x' -1) = (x"+1)(x—1)

! / / /
XX —X+X =xxX +X—X

/ !/
—X+X =Xx—X

I

’

2x =2 = x=x.

@ Surjective : Non, car 1 n'a pas d’antécédents. En effet, s'il existe
x € R\ {1} tel que f(x) =1, alors

x+1

=1 — x+1=x-1 — 0=2.
x—1

f(x)=1

Contradiction! Donc 1 n'a pas d'antécédent.
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Exercice 4

3)
f (X,y) — (17X_)/ay)
de R? dans R3.
e Injective : Oui. En effet, pour toute couple (x,y) € R?,
(x',y') €R? on a
Lx—y,y)=Qx=y.y) = x-y=x'—y et y=y

= x=x" et y=y
= (X) ):(ley,)'

@ Surjective : Non, car tout élément de la forme (a, b, c) avec a # 1
n'a pas d'antécédents.
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Exercice 4

(4)

f:(X,y,Z)*—>(X+y+Z,X*y*Z,X)
de R3 dans R3.

@ Injective : Non. En effet, nous avons par example pour toute couple
de la forme

(0,y,—y)eR?® et (0,y',—y')€R® avecy#y/,
I'égalité
(v =y, =y +,0)=(0,0,0) = (y' =y, —y" + ¥, 0).
@ Surjective : Non. Notons d'abord que pour tout (a, b,c) € R® on a

(x+y+z,x—y—2z,x)=(a,b,c)
<< x+4+y+z=a;x—y—z=b; x=c.
<— y+z=(a—c); y+z=—-(b—¢c); x=c.
Ainsi, si (a—c) # —(b — ¢), le systéme ne posséde pas de solution,
et (a, b, c) ne possede pas d'antécédents.
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Exercice 4

Par exemple, (0,1,1) n’a pas d'antécédent. En effet, si
f(x,y,z) =(0,1,1) alors

(x+y+z,x—y—2zx)=(0,1,1).

Ceci implique que

x=1,; 1+y4+z=0 ,; 1-y—z=1 = O=y+z=-1

Ce qui est absurde. Donc (0,1,1) n'a pas d'antécédents.
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Exercice 4

()

(x,y) — (x+y,xy)
de R? dans R?.
@ Injective : Non. En effet, nous avons par example pour toute couple
de la forme (a, b) € R? et (b, a) € R?, I'égalité
(a+b,a-b)=(b+a,b-a).

e Surjective : Non. Notons d'abord que pour tout (a, b) € R% on a

(x+y,xy)=(a,b) < x+y=aet xy=5>b
< y=a—x et x(a—x)=0b
< y=a—x et x2—ax+b=0.

C'est-a-dire (a, b) a un antécédent si et seulement si le polynome

x2 — ax + b possede une racine réel. Ceci implique, par exemple, que

I'élémént (0, 1) ne posséde pas d'antécédents.
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Exercice 4

(6)

f:n—n+1

de Z dans Z.

@ Injective : Oui. En effet, pour toute couple n€ Z, n" € Z on a
f(ny=f(n") = n+l=n+1 = n=n.
@ Surjective : Oui. En effet, pour tout n € Z, nous avons

(n-1)+1=n = f(n=-1)=0m-1)+1=n

Ceci entraine que pour tout n € Z, n — 1 est I'unique antécédent de
n. En particulier, pour tout n € Z il existe un antécédent. f est donc
bijective.
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Exercice 4

(7)

f:(x,y)— 2y
de R? dans R.

e Injective : Non. En effet, pour toute couple de la forme (x,y) € R?,
(x',y) € R? avec x # x’, on a

fx,y) =2y =f(x',y).

Par exemple f(1,2) =4 et £(3,2) = 4, mais (1,2) # (3,2).
@ Surjective : Oui. En effet, pour tout y € R on a

y:2~% = V¥xeR, f(x,%):l%:y.

Ceci entraine que pour tout y € R il existe au moins un antécédent.
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Exercice 4

©®) 3
(xy) — (xixy —y7)
de R? dans R?.
o Injective : A vous de vérifier.

@ Surjective : A vous de vérifier.
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Exercice b

Soit
f:A =R\{0} —R

1
X — =
X
(a) Tracer la courbe représentative de f; :
= GeoGebra Calculator Suite < i SECONNECTER
- o

ENEY
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Exercice b

(b) Dire si f; est injective, surjective, bijective :

o Injective : Oui. En, effet pour tout x € R\ {0}, y € R\ {0} nous
avons

A =Aly) > ~=2 — x=y.

@ Surjective : Non. En effet, 0 n'a pas d'antécédents.

(c) Si fi n'est pas bijective, déterminer des ensembles E; et F; tels que f;
soit une bijection de E; sur F; :

Solution : Puisque 'image de fi est R\ {0}, il suffit de prendre :

E = F =R\ {0}
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Exercice b

(d) Déterminer les ensembles f,(A;), £(]0;2]), f; *(] — 1,1[).

Solution : Nous avons

AA) =R\ (0) 0.2 = [5+oc|
et;

(1 —-1.1) =100, ~1[ U]1, +ocl.
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Exercice b

Soit
h:AA=R—R
x — sin(x).
(a) Tracer la courbe représentative de 1, :

= GeoGebra Calculator Suite < SECONNECTER
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Exercice b

(b) Dire si f; est injective, surjective, bijective :

@ Injective : Non. En effet, la fonction sinus est une fonction
périodique de période 2.

@ Surjective : Non. En effet, tout réel dans R \ [—1,1] n'a pas
d'antécédents.

(c) Si £, n'est pas bijective, déterminer des ensembles E; et F; tels que £
soit une bijection de E;, sur F,.
Solution : Nous pouvons par exemple prendre :
T
E = [

7§,§:| et FQI[fl,l]
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Exercice b

(d) Déterminer les ensembles £(Az), £(]0;2]), £, (] — 1,1[).
Solution : Nous avons
R(A2) =[-1,1]  £(]0,2]) =]0,1]

et
T T
-, =

-1 = -5, 5 [+ k.
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Exercice b

Déterminer I'ensemble de définition et |'expression de chacune des applications
suivantes :
hofi et fiokh.
Solution :
@ f,of; : Nous avons
1 . (1
(Bof)) = A(RC) = £ (1) = sn(}).
% %
Donc
fpofi i x —>sin <1>

X

Ainsi, I'ensemble de définition de f> 0 f; est R\ {0}.
@ fi of; : Nous avons

(o B)) = A(B() = fildn() = oo
Donc 1
fioh :x+—> W

Puisque sin(x) = 0 si et seulement si x = km, on conclut que I'ensemble
de définition de fi o f, est R\ {km, k € Z}.
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A faire chez soi - Exercice 5

Soit
f:A3=R—R
xn—>x2+x.

(a) Tracer la courbe représentative de #, :

= GeoGebra Calculator Suite < # SEcONNECTER
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A faire chez soi - Exercice 5

(b) Dire si f3 est injective, surjective, bijective :
@ Injective : Non. En effet
f3(0) = 0 = f5(-1).

@ Surjective : Non. Pour voir cela, notons que I'axe de symétrie de la
parabole c'est

(Rappelons que I'axe de symétrie de ax? + bx + ¢ c'est x = ;—f)

Ceci implique que
1 1 1 1
Vx € R, f; > K- ) =22 = _=
X ) = f ( 2) 42 4
Par conséquent, tout réel plus petit que —% n'a pas d'antécédents et

Im(x* 4+ x) = [_111’ —i—oo[.
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A faire chez soi - Exercice 5

(c) Si f3 n'est pas bijective, déterminer des ensembles E3 et F3 tels que f3
soit une bijection de Ejz sur F3.

Solution : Puisque I'axe de symétrie de la parabole c'est x = f% et
I'image de f3 c'est [—%7—#00[, il suffit de prendre :

1 1
Es = |:—2,+OO|: et F3= |:—4,+OO|:.
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A faire chez soi - Exercice 5

(d) Déterminer les ensembles f3(R), £(]0;2]), £, *(] — 1,1[).

Solution : Nous avons
1
f(R) = [—Z,—i—oo[ v £(]0,2]) =10,6].

Pour trouver f; (] — 1,1[), notons que

xef; ' (1-11) <= f(x)e]-1,1 <= -1<fi(x)<1
<= —1<x2+x<1.

Maintenant

-1-V5 71+\@[.

—1<x>+x<1 sietseulement si xe] 5 , 5

Par conséquent

f(1-11) =

|
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Exercice 6

Soit f : E — F I'application définie par
f(x)=1+x]+]1—x]—2.

(1) On suppose que E = F =R.

© Etant donné un réel xy, comparer f(xp) et f(—xp). La fonction £
est-elle injective ?

@ Donner les différentes expressions de f (en supprimant les valeurs
absolues). Faire son graphe.

@ Déterminer f(R). La fonction f est-elle surjective ?

(2) On suppose que E = [1,+oo[ et F = R,. Donner |'expression de f et
déterminer, si elle existe, I'application réciproque f~* de F dans E.
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Exercice 6

Soit f(x) = |1+ x|+ |1 — x| — 2. On suppose que E = F =R.
(1) Comparer f(xo) et f(—xo) : Soit xo € R. Alors
f(=x0) = |1 = x| + |1 = (=x0)[ =2 =[1 = xo| + [1 + x0| — 2
= |1 +X0| + |]. —Xo‘ -2 = f(Xo).

Ainsi, pour tout xo € R, nous avons f(xo) = f(—xp). La application est donc
paire. Ce qui implique que I'application f n'est pas injective.

(2) Donner les différentes expressions de f : Puisque f est paire, il suffit
d'étudier I'application sur I'intervalle [0, +00]. Nous avons

- 1+x)+(1-x)—2=0 si 0<x<1
f(X)*{ (14+x)—(1—x)—2=2x-2 si x>1

Comme f est paire on déduit

—2x—2 si x<-1
f(x)= 0 si —1<x<1
2x —2 si x>1
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Exercice 6

Ainsi, le graphe de f est

(3) Déterminer f(R) : La fonction f est-elle surjective? En regardant
le graphe de f on conclut que

F(R) = R,.

Cela entraine que I'application n’est pas surjective sur R.
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Exercice 6

(b) Supposons que E = [1,4o00[ et F = R;. Donner I'expression de f et
déterminer, si elle existe, Iapplication réciproque 7! de F dans E.

Solution : D'apres la questions précédent, I'application
fxX)=114+x|+1—x|]—2
est donnée sur [1, +oo[, par
f(x) =2x—2.
De plus, pour tout y € R, nous avons
y=2x—-2 < — =x.

Ce qui nous permet de conclure que pour tout y € Ry, y possede un unique
antécédent donné par y—;rZ Par conséquent, f est bijective. Elle dispose donc
d’une application réciproque, qui est donnée par

g: Ry — [1,4o0]
y+2
2

Algebre
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Exercice 7

On considere les applications

g: N — N
nooe g(n)—{

et si n pair

si n impair

f: N — N
n +— f(n)=2n

3 NI

© L'application f est-elle injective 7 surjective ? bijective ?
@ Meémes questions pour g.
© Déterminer fogetgof.
Solution : Commengcons par étudier la fonction n+— f(n) = 2n.

@ Injective : Oui. En effet, pour tout couple n € N, n" € N nous avons
f(ny=f(n") = 2n=21" = n=n.

@ Surjective : Non, car aucune nombre impair a d'antécédents.

@ Bijective : Puisque elle n'est pas surjective, |'application f n’est pas
bijective.
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Exercice 7

Etudions la fonction

g: N — N

n .
_J 5 sinpair
no— gn)= { n si nimpair
@ Injective : Non. En effet, il suffit de noter que pour tout n € N,
nous avons
2(2 1
gn+1)=2n+1= % = g(4n+2).

@ Surjective : Oui. En effet, pour tout n € N, nous avons

2
n:?n = n=g(2n).

Ceci entraine que tout n € N posséde un antécédent.
o Bijective : Puisque elle n'est pas injective, I'application g n'est pas
bijective.
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Exercice 7

Déterminer
fog e gof.

Solution : Pour tout n € N, on a

. . _ n si n est pair,
(Fog)(n) = flg(n) = 2g(n) = { 2n si n est impair.
De méme, pour tout n € N, on a

(gof)(n) = g(f(n) = &(2n) = n.
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A faire chez soi - Exercice 8

@ Soit f I'application de R dans [—1; 1] définie par f(x) = sin(7x).
L'application f est-elle injective, surjective, bijective ?
@ On note g la restriction de f a ] — 1; 2[. Montrer que g est une
application bijective de | — 3; 2[ sur ] — 1;1[.
Solution :
(1) f(x) = sin(mx)

@ Injective : Non. En effet, il suffit de noter que
f(0) = sin(m - 0) = sin(0) = 0 = sin(7) = sin(7 - 1) = £(1).

Donc I'application f n’est pas injective.

@ Surjective : Oui. En effet, on sait du cours d'analyse que toute valeur de
[<1; 1] est atteinte par la fonction sinus. Par conséquent, pour tout
y € [-1;1] il existe x € R tel que
. . X X
sin(x) =y = y:sm(ﬂ'-f) :f(f).
0 0
C'est-a-dire = est un antécédent de y. L'application f est donc surjective.
@ Bijective : Puisque elle n'est pas injective, |'application f n'est pas
bijective.
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A faire chez soi - Exercice 8

(2) Soit g la restriction de f 3] — %, 2[. On doit montrer que g est Bijective.
Notons que pour tout x €] — 3, 1[, I'image g(x) est définit grace a la
composition

X —> - X — sin (7 - x) = g(x).
C'est-a-dire que |'application g est la composée de
11 i
-1 — 1-3.2[ . sn: =32 — 1-L1]
X — TeX X —  sin(x)
Maintenant
@ L'application x — 7 - x est bijective.

@ Du cours d'analyse on sait que la application sinus est bijective de

[—g; g] sur [—1; 1], en particulier elle est bijective de }—3, 5[ sur
]-1:1[
Finalement, du cours on a le résultat suivant : Soit h: E —+ Fetf: F — G.

Alors
f et h sont bijectives =—> foh Dbijective.

Puisque g est la composition de deux fonctions bijectives, on conclut que la
application g est bijective.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 9

Soit f : R\ {2} = R\ {3} I'application définie par 21
@ Déterminer £([0,2[U]2,4]).
@ Déterminer f~1([0,3[U]3, 4]).
© Montrer que f est une bijection et déterminer sa réciproque.
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A faire chez soi - Exercice 9

Avant de répondre aux différents questions, faissons une étude de I'application

3x+1

fix— .
x x—2

On commence par notter que pour tout x € R\ {2} nous avons

3x+1 3x+(7—-6) 3x—6 7 7
x—2 x—2 _xf2+xf2_3+xf2'

Ce qui nous permet de conclure

x, yeR\ {2}, x<y = x—-2<y-2
— 1 1
y—2 x-2
N 7 7
y—2 x-2
7 7
3 3
= 34— <3+ —
3 1 3 1
= Y+ < alns = f(y) < f(x).

y—2 x—2

Ce qui implique que f est une fonction décroissant.
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A faire chez soi - Exercice 9

En sachant cela on conclut :
@ Quand x tend vers —oo, f tend vers 3.
@ f(x) =0 si et seulement si x = —1.
@ Quand x tend vers 2 par la gauche, f tend vers —oo.
@ Quand x tend vers 2 par la droite, f tend vers +oo.
@ Quand x tend vers +oo , f tend vers 3.

Le graphe de f est donné donc par I'hyperbole
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A faire chez soi - Exercice 9

Avec ceci, nous pouvons facilement répondre au questions.
@ Déterminer ([0, 2[U]2,4]) : Puisque f est décroissant, nous avons

f([0,2[U]2,4]) = £([0,2[) U f(]2,4]) = [—o0, F(0)[U]f(4),+oc]
1[ 113
- T2 2’ '

@ Déterminer f~1([0,3[U]3,4]) : Nous avons
£71([0, 3[U]3,4]) = F~1([0,3]) U F1(]3, 4]).

Maintenant

3 1 7 1
xef1([0,3) = 0<>T =3+—<o<:xe}foo,w}
x—2 x—2 3

3 1 7
alun =3+ —— <4< x€[9,+o0]
2 x—2

xef71(3,4) <« 3< -

Par conséquent

f_l([0,3[U]3,4]):]—oo,—ﬂ U [9, oo
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A faire chez soi - Exercice 9

(3)Montrer que f est une bijection et déterminer sa réciproque :
Pour cela notons que pour tout y € R\ {3} nous avons

3 1
_ Xt — xy —2y =3x+1
x—2
= xy —3x=2y+1
2
— X = }/Jr]-'
y—3

Ce qui nous permet de conclure que pour tout y € R\ {3}, y posséde un
unique antécédent donné par x = 2;%31 Par conséquent, f est bijective.
Elle dispose donc d'une application réciproque, qui par définition est
donnée par

g:R\{3} — R\{2}

. - 2y +1
y +—— unique antécédent de y par f = 24

y—3'

Algebre



A faire chez soi - Exercice 10

On consideére |'ensemble des étre humains.
1. A chaque individu on lui associe < sa mére ». Cela définit-il une
application ?
2. Si oui, est-elle injective, surjective, bijective ?
3. Mémes questions avec < sa sceur .
Solution :

1. Puisque chaque individu a exactement une meére (biologique) (Un
individu peut ne plus avoir de meére encore vivante). L'opération

Ensemble des étre humains — Ensemble des étre humains
Individu —— Meére de I'individu

définit bien une application.

2. Elle n'est pas injective car deux individus peuvent avoir la méme
mere. Elle n'est pas non plus surjective car tout individu (surtout les
hommes) ne sont pas forcément la mére de quelqu'un.

Algebre
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3. Puisque il se peut que un individu ne possede pas de soeur, et s'il
possede il peut avoir plusieurs, I'opération

Ensemble des étre humains — Ensemble des étre humains
Individu — Soeur de I'individu

ne définit pas une application.

Algebre



Soit f : E — F une application, A et B deux parties de E, C et D deux parties
de F. Montrer que :

(a) f(AUB) = f(A)Uf(B).

(b) f(ANB) C f(A)Nf(B).

(c) f~Y(CuD)=fYC)uf (D).
(d) fH(CND)=fC)nf (D).
(e) F(ANFY(C)) = f(A)NC.

Algebre



(a) Montrer
f(AU B) = f(A) U f(B).

Solution : On raisonne par double inclusion.
@ C : Montrons que

f(AUB) C f(A)Uf(B)
Soit y € f(AU B). Alors il existe x € AU B, tel que
y = f(x).

On a deux possibilités pour x.
o Six €A, alors

y =f(x) € f(A) C f(A)Uf(B).
e Si x € B, alors
y =f(x) € f(B) C f(A)Uf(B).
Dans les deux cas, y € f(A) U f(B). Donc f(AU B) C f(A) U f(B).



@ D : Montrons que
f(AUB) O f(A) U f(B).

Soit y € f(A) U f(B). On a deux possibilités pour y.
o Siy € f(A), alors il existe x € A, tel que

y = f(x).
Or
x€EACAUB = yecf(AUB).
o Siy € f(B), alors il existe x € B, tel que

y = f(x).

x€eBCAUB = yef(AUB).
Dans les deux cas, y € f(AU B). Donc f(A)U f(B) C f(AU B).
Ainsi f(A) U f(B) = f(AU B).



A faire chez soi - Exercice 11

(b) Montrer
F(ANB) C f(A)NF(B).

Solution : Soit y € f(AN B). Alors il existe x € AN B, tel que
y = f(x).
Or

x€EANBCA = y=f(x)ef(A),
xeANBCB = y="f(x)ef(B).

Donc y € f(A) N f(B). Par conséquent

fF(ANB) C f(A)nf(B).

Algebre



A faire chez soi - Exercice 11

(c) Montrer
fI(CuD)=fHC)uf (D).

Solution : On raisonne par double inclusion.
@ C : Montrons que

f~Y(Cu D) c FY(C)UF D).

Soit x € f~}(C U D). Alors f(x) € CUD. On a donc deux
possibilités pour f(x).
e Si f(x) € C, alors

xe fHC)c Y (C)uf (D).
o Si f(x) € D, alors
xe f (D) c fH(C)uf (D).
Dans les deux cas x € f~}(C) U f~}(D). Donc
f7Y(CuD)c fHC)urf (D).

Algebre



A faire chez soi - Exercice 11

@ D : Montrons que

f7Y(CuD)> fFHC)urf (D).

Soit x € f~}(C) U f~1(D). On a deux possibilités pour x.
o Six € f7}(C), alors

fxyeCcCubD = xcf }(CuD).
o Six € f71(D), alors
fxyeDc CuUD = xef (CUD).
Dans les deux cas, x € f~1(C U D). Donc
fY(C)uf D) c fHCuD).
Ainsi
f~Y{(CuD)=fHC)urf (D).

Algebre



(d) Montrer
f7(CnD)=fHC)nf (D).

On raisonne par double inclusion.

@ C : Montrons que
f~1(CnD)c fHC)nf (D).
Soit x € f~1(CN D), alors f(x) € CND. Or

fxyeCnbcC = xef(C),
fxyeCcnbcb = xecf (D).

Donc x € f~1(C) N f~1(D). Ainsi

f~Y(CN D) c FY(C) N D).

Algebre



@ D : Montrons que
f~}(CnD)> fFYC)nf (D).
Soit x € f}(C) N F~Y(D). Alors
f(x)e C et f(x)eD.
D'ol

fx)eCND = xef YCnD)
— FYC)nF YD) C F1(CND)

Par conséquent

f1(CnD)=fYC)nf (D).

Algebre



(e) Montrer
f(ANf1(C)) = f(A) N C.

Solution : On raisonne par double inclusion.

@ C : Montrons
f(Aﬂf_l(C)) c f(A) N C.

Soit y € f(AN f~1(C)). Alors il existe x € AN f~1(C), tel que
fx)=y.

Puisque x € A, on obtient y = f(x) € f(A). De méme, puisque
x € f71(C), on obtient y = f(x) € C. Ainsi

yef(AANC = f(ANnf(C))c f(A)nC.

Algebre



@ DO : Montrons
f(Aﬂf_l(C)) D f(A)NC.

Soit y € f(A)N C. Puisque y € f(A), il existe x € A tel que
fx)=y.
Comme on a aussi y = f(x) € C,on déduit que x € f~1(C). Ainsi
x € AnfHC).
D'ol on conclut que
y=f(x) € f(ANFf1(C) = f(A)NCcCFANFLC)).
Par conséquent

FA)N C = F(ANFL(C)).

Algebre



Soit f : E — F une application, A et B deux parties de E, C et D deux
parties de F. Montrer que :

(a) AcC FL(f(A)).

(b) F(FH(C))=F(E)NC.

(c) f est injective &= VAC E, A= f"1(f(A ))
(d) f est surjective <= VC C F, f(f~}(C)) =

Algebre



(a) Montrer :
A C fH(f(A)).

Solution : Soit x € A. Alors f(x) € f(A), d'ol on conclut que

x € FY(F(A)).

Algebre



(b) Montrer :
fF(FY(C))=f(E)nC.
Solution : On raisonne par double inclusion.
@ C: Montrons
f(F(C)) c f(E)n C.
Soit y € f(f~1(C)). Alors existe x € f~1(C) tel que
fx)=y.
Or x € f~1(C), donc f(x) € C. Ce qui implique
y="f(x)eC.
Maintenant, x € E d'ou f(x) € f(E). Ainsi y € CNf(E). Donc
f(F1(C)) cf(E)nC.
@ D: Montrons
f(FY(C) D f(E)NC.

Soit y € f(E)N C. Alors y € f(E) et y € C. Puisque y € f(E),
existe x € E tel que

y = f(x).



Mais y € C, donc
y=f(x)eC = xef Q).

C'est-a-dire

y=f(x) et xcf }C) = yecf(f Q).
Dol

fF(FH(C)) cf(E)nC

Finalement, puisque

fFHC) D F(E)YNC et f(F(C))cCf(E)nC.
on conclut

F(F1(C)) = F(E)N C.

Algebre



(c) Montrer :
f estinjective <= VACE, A=f '(f(A)).

Solution : On raisonne par double implication.

@ — : Montrons
f est injective = VACE, A=f '(f(A)).

Il suffit de montrer
fH(f(A) C A

(On sait déja que A C F~1(f(A))). Soit x € F~1(f(A)), alors
f(x) € f(A).
Ainsi existe y € A tel que f(x) = f(y). Mais f étant injective, on conclut
x=yecA = f Hf(A)CA.

Par conséquent
fH(f(A)) = A.

Algebre



e <— : Montrons
f est injective <= VACE, A= f}(f(A)).

Soit x € E, y € E tel que

Montrons x = y. Posons A = {x}. Alors f(A) = {f(x)}, et d'apres
I'hypotheése nous pouvons écrire

FH{f()}) = FH(F(A) = A= {x}.

Alinsi
ye€{x} = x=y = f estinjective.

Algebre



(d) Montrer :
f est surjective <= VCcF, f(f (C)) =

Solution : On raisonne par double implication.
@ — : Montrons

f est surjective = VCeF, f(f (C))=C.

Il suffit de montrer

CCf(f Q)
(On sait déja que f(f~1(C)) = f(E)N C C C). Soit x € C. Puisque f est
surjective, existe a € E, tel que

x = f(a).
Donc f(a) € C, ce qui implique que a € f~*(C). D'oli on obtient que
x="f(a) e f(f'(C)) = Ccf(f Q)

Ainsi
C=f(F1(C)

Algebre



@ <= : Montrons
f est surjective <= VYCeF, f(f }(C))=C.
Soit y € F. Posons C = {y}. Alors d'apres |'hypothése, nous avons
D= = () #0 = FH({y)#0.

Par conséquent, tout y € F possede un antécendent. Donc f est
surjective.

Algebre



Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Montrer les
implications suivantes :

(1) gof est surjective => g est surjective.
(2)
(3) gof estsurjective et g est injective = f est surjective.
(4)

g o f est injective = f est injective.

g o f est injective et f est surjective = g est injective.

Algebre



(1) Montrons
gof estsurjective = g est surjective.
Soit y € G. Nous voulons montrer qu'il existe x € F tel que
y =g(x).
Or g o f est surjective, donc :
dte E, y=(gof)(t).
I suffit dés lors de poser : x = f(t), pour avoir
y =g(x).

Ainsi, tout élément y € G posséde un antécédent. Donc g est surjective.

Algebre



(2) Montrons
gof estinjective = f est injective.

Soient x,y € E. Supposons f(x) = f(y). Nous voulons montrer que :
x=y.Or

f(x)=fly) = gof(x)=gof(y) x=y.

-
~—~

gof injective

Ainsi, f est injective.

Algebre



(3) Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Montrons
g of est surjective et g est injective = f est surjective.

Soit y € F. Alors g(y) € G. Comme g o f est surjective, il existe x € E
tel que

g(y)=(gof)x) = &ly)=2s(f(x))

Or g est injective, donc
y = f(x).

Par conséquent, tout y € F posséde au moins un antécédent.
L'application f est donc surjective.

Algebre



(4) Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Montrons
g of est injective et f est surjective = g est injective.

Soient x € F et y € F, tels que

Comme f est surjective
JacE, f(a)=x et IbeE, f(b)=y.
Ce qui nous permet d'écrire

g(x)=gly) = &(f(a)=g(f(b) = a=b
gof injective
Ainsi
x=1f(a)=1(b)=y.
D’ol on conclut que g est injective.

Algebre



Soit f:E— F,g:F— G, et h: G — E trois applications telles que hogo f
injective, g o f o h injective et f o ho g surjective. Montrer que f, g et h sont
bijectives.

Solution : D’aprés la question 13 points (1) et (2), nous pouvons conclure
°

hogof=(hog)of est injective = f est injective.
@ Aussi
fohog=fo(hog) est surjective = f est surjective.

Donc f est bijective.
De méme
°

gofoh=(gof)oh est injective = h est injective.

fohog=(foh)og est surjective = fohest surjective.

Ainsi, nous avons f o h surjective et f injective. Donc h est surjective
d'apres la question 13 (3). D’ol on déduit que h est bijective.

Algebre



Maintenant, nous avons vu en cours que
f et h injectives — foh est injective

Par conséquent, f o h est injective et surjective. Ce qui nous permet de
conclure, d'apres les points 13 (3) et (4) :

fohog surjective et foh injective =— g est surjective.

gofoh injective et foh surjective — g est injective.

Ainsi g est bijective.

Algebre



Soit f : E — F une application. Montrer I'équivalence suivante :
(f est bijective) <= (VACE, f(A%) = f(A)9)
Solution : On raisonne par double implication. Montrons
(f est bijective) — (VA CE, f(A°) = f(A)).

Soit A C E. Montrons f(A°) = f(A)°. On raisonne par double inclusion.
@ C : Soit y € f(A°). Alors existe x € A° = E \ A, tel que

y = f(x).
Si y € f(A), alors existe x’ € A tel que y = f(x'). Ainsi
y

f(x) = f(x) = x= X'

f injective
Ce qui est absurde car x € A° et x' € A. Donc

y € f(A) = f(A%) Cf(A)".

Algebre



@ D : Soit y € f(A)°. f étant surjective, il existe x € E tel que
y = f(x).

Si x € A, alors
y = f(x) € f(A).

Ce qui est absurde car y € f(A)¢. Ainsi, x € A, donc
y="f(x) € f(A°) = f(A) Cf(AY).
Par conséquent

F(AS) C F(A)F et F(AS) D F(A)F = f(A°) = f(A).

Algebre



Soit f : E — F une application. Montrons

VACE, f(A°)=(f(A))° = (f est bijective)

@ Supposons f injective : Soit x,y € E, tel que x # y. Montrons que
f(x) # f(y). Nous avons

x#y = yé{x} = ye{x}* = f(y)ef({x}).
Or, d'aprés I'hypothése, nous avons
F({x3) = (FHx3) = {F}°
Donc
fy) e {f(x)}* = f(x)#fy).
@ Supposons f surjective : Soit A= E. On a

Im(f) = f(E) = ((F(E)))° = (F(E)" = (F(0))" =0°= F.

Ainsi Im(f) = F. Par conséquent, f est surjective.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 16

Soit f: E—F,g:F— Geth:G— H trois applications. Montrer
que :

(gof et hog sont bijectives) <= (f, g et h sont bijectives)

Solution : On raisonne par double implication :

@ < : Montrons
(f, g et hsont bijectives) = (gof et hog sont bijectives).
Supposons f, g et h bijectives. Rappelons du cours que
g et f Dbijectives — gof est bijective.
De méme
h et g bijectives — hog est bijective.
Ce qui montre la proposition.

Algebre
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e —>: Montrons
(gof et hog sont bijectives) = (f, g et h sont bijectives)
D’apres la question 4.10 points (1) et (2), nous avons
°
hog bijective — hog injective — g injective.
@ aussi
gof bijective — gof surjective =—- g surjective.
Donc g est bijective.

De méme
(]

gof bijective —=— gof injective — f injective.
o Nous avons aussi
gof bijective — gof surjective.

De plus, comme g est injective, on obtient d'aprées la question 4.10
point (3), que f est surjective. Donc f est bijective.

Algebre
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Finalement

hog bijective — hog surjective — h surjective.

@ De plus, comme ho g est injective (car bijective) et g est
surjective on déduit, d'aprés la question 4.10 point (4), que h est
injective. Donc h est bijective.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 17

Soit f : E — F une application. Montrer |'implication suivante :

f est surjective —
pour tout ensemble G et toutes applications g, h: F — G,gof =hof = g=h

Solution : Soit G un ensemble. Soient
g:F—-G e h:F—G.

deux applications telles que
gof=hof.

Montrons que g = h. Soit x € F. Puisque f est surjective existe y € E tel que
x = f(y).
Or
(gof)y)=(hof)ly) = &(f(y))=h(f(y)) = &(x)=h(x).
Ainsi pour tout x € F on a g(x) = h(x), d’ot

g=h

Algebre



A faire chez soi - Exercice supplémentaire

Soit
f:E—F

une application. Discuter des affirmations suivantes (E et F sont de
cardinal (cardinal = nombre d'éléments) strictement supérieur a 1) :

Q@ VxcE VyeF, f(x)=y.

@ VxecE JyeF, f(x)=y.
Q@ Ixe E,Vy e F, f(x)=y.
Q@ IxeE,JyeF, f(x)=y.
@ VyeF VxeE, f(x)=y.
Q@ VyeF 3IxeE f(x)=y.
@ dJyeF,VxeE, f(x)=y.
Q@ dyeF,IxeE f(x)=y.

Algebre
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Solution :
Q Vx € E,Vy € F, f(x) = y. Faux. En effet, il suffit que F possede
plus d'un élément pour que la proposition soit fausse.
@ Vx e E,Jy e F, f(x)=y. Vrai. Ceci découle de la définition d'une
application de E vers F.

@ Ix € E,Vy € F, f(x) =y. Faux. En effet, il suffit que F possede
plus d'un élément pour que la proposition soit fausse.

@ Ix € E,Jy € F, f(x) = y. Vrai. Ceci découle de la définition d'une
application de E vers F.

@ Vy € F,Vx € E, f(x) = y. Faux. Cette proposition est équivalent a
la premiere proposition.

@ Vy € F, 3x € E, f(x) = y. Vrai uniquement si la application est
surjective.

@ dy € F,Vx € E, f(x) = y. Vrai uniquement si la application est
constante.

@ dy € F, 3x € E, f(x) = y. Vrai. Cette proposition est équivalent a

la proposition quatre.



Pour aller plus loin - Exercice 18

Soit A, B, C trois parties d'un ensemble E.
@ Déterminer Las en fonction de 14 et 15.
@ Déterminer 1aag en fonction de 14 et 1g.
© Quand est-il vrai que AA(BN C) = (AAB) N (AAC)?
Avant de répondre a la question, rappelons la définition de I'application
indicatrice et donnons certaines de ses propriétés. Soit A C E, alors
I"application indicatrice de A est
1a: E— {0, 1}
1 sixeA,
XHBA(X)—{ 0 sixgA
D'apres la définition précédent on peut déduire
@ 1, =15 si et seulement si A= B.Et 13 = 14.
Q lans=14-15.
Q lavs=1a+1g—1ans

@ 1ac =1— 14, ou 1 dénote la fonction constante égalé a 1, i.e. pour tout
x€E, 1(x)=1.

Algebre



Pour aller plus loin - Exercice 18

Déterminer 14\ en fonction de

1, et 1p.
Solution : Comme
A\ B=AnNB",
nous pouvons écrire
Tag=1Tlange =14 1ge (D’apres la propriété 2 de l'indicatrice)
=1a-(1—1g) (D'apres la propriété 4 de I'indicatrice)
=1,—1,4-1g
=14—T1ans-

Algebre



Pour aller plus loin - Exercice 18

Déterminer 14ag en fonction de
1y et 1p.
Solution : Comme
AAB =(AuUB)\ (AN B),

nous pouvons écrire

Tans = L(aug)\(anB)
= laus — L(auB)n(ans) (D'apres la question précédent)
=1aus — Lans (car ANBC AuB)
=(la+1g—1ang)— Lans (D’apres la propriété 3 de I'indicatrice)
=lpa+15—2 -1yn8
=la+1g—2-14-15.

Algebre



Pour aller plus loin - Exercice 18

Quand est-il vrai que
AA(BN C) = (AAB) N (AAC)?
Solution : Puisque
AA(BN C) = (AAB)N(AAC) <= laanc) = Liaas)naac)

nous allons résoudre cet exercice avec |'aide de I'application indicatrice. Notons
que grace a I'exercice 4.1 question 2 nous avons

Laane)y =1a+1gnc —2-1a-1gnc
=1a+1g-1c—2-1a-1p-1c¢c.
De méme, les propriétés de |'application indicatrice nous permetent d'écrire
]].(AAB)O(AAC) =1ans - Laac (D'aprés la propriété 2 de I'indicatrice)
=(1a+1p—-2-1a-1g)(la+1c—2-1a-1c)
(la=1la=)=la+1a-1c—2-1a-Ic+1p-la+1p-1Ic —
2.14-1g-1c—2-1p-1g—2-14-1g-1c+4-1a-1g-1c
=1la—1a-1c—1a-1g+1p-1c

Algebre
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Par conséquent

Taaience)y = Lans)n(aac)

!

la+1g-1c—=2-1a-1p-1¢c = 1a—1a-Ic—1a-1p+15-1c¢

1a-1g4+1a-1c—21a-15-1¢

0 1a-(lg+1c—21p-1¢)

R

0 = 1a-1sac = lanac)
Ce qui nous permet de conclure que
AA(B N C) = (AAB) N (AAC) <~ ]].AA(BQC) = ]].(AAB)Q(AAC)
<~ 0= ]].AQ(BAc) <— AN (BAC) =0.

Donc AA(B N C) = (AAB) N (AAC) si et seulement si AN (BAC) =0. Ce
qui est équivalent 3 BAC C A°.

Algebre



Pour aller plus loin - Exercice 19

Soit
f:C\{0} —C

1
Z— — +2Z.
z

@ L'application f est-elle injective, surjective, bijective ?
@ Déterminer I'image par f du cercle unité (centre 0 et rayon 1).

© Déterminer I'image réciproque par f de iR.

Solution :
@ Injective : Non. En effet, pour tout z € C\ {0} nous avons
1 1 1 1 1 1 1
z=7 = —Z—tz=—-+7=1+- = f(z):f(f).
2 z z 1z z

@ Surjective : Notons que pour tout a € C, il existe z € C* tel que
1 2
f(z)y=a < =-+4+z=a <= =z —az+1l=0.
z

D’ol on conclut que les antécédents de a € C par f sont les solutions de
I'équation z2 — az + 1. Puisque toute équation de degrée 2 possede des solution
dans C, on déduit que f est surjective.

Algebre
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De plus, pour tout a € C les antécédent de a par f sont
a+ad a—=a
et ,
2 2
ol ¢ est I'une quelconque des deux racines carrées du discriminant

A=a>— 4.

(2) Pour déterminer I'image par f du cercle unité on rappelle que
zeU <« 30¢|l-mn], z=¢€".
Maintenant, pour tout § €] — m, 7] nous avons
Fe®) = (e?) 1+ e = ey
= cos(—0) + isin(—0) + cos(0) + i sin(0)
= cos(0) — isin(0) + cos(9) + isin(0)
= 2cosf.

Par conséquent

f(U) = 2cos(] — m,7]) = 2[~1,1] = [-2,2].

Algebre
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(3) Déterminons I'image réciproque par f de /R. Pour cela, notons que pour
tout z € C\ 0, nous avons

(D) () -
= Re (z + %) = Re(z) + Re (%)

R|ez(|§) = Re(2) - (1 - ﬁ>

1
z

N[
NI NI

= Re(z) +

Ce qui nous permet conclure que
Re(f(z)) = Re <z + %) =0 <= Re(z) (1 + #) =0 <= Re(z)=0
D’ou on déduit que
fH(iR) = {z € C" : f(2) € iR}
= {z € C* : Re(f(2)) = 0}
={z € C”* :Re(z) = 0} = iR.

Algebre



