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TD4: Application linéaire

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, application f est-elle dans £(R3)?
L f(zsy;2) = (x—2253z52+y +2)
2. f(zsy;2)=(r+ys2;1+y+2)

3. f(zyy52) = (2 ty;2y;7)

Exercice 2
Dans chacun des cas suivants, ’application ¢ est-elle linéaire?
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ou D est ’ensemble des fonctions dérivables sur R & valeurs dans R.

3 5 R[X] — R[X]
s P — Rp
oll Rp est le reste de la division euclidienne du polynéme P par X2 + 1.

Exercice 3

Vérifier que les applications suivantes sont linéaires et en déterminer le noyau et I'image.

e R? — R? 5 4 R} — R?
U (myy) = (dasy - 2522 4 y) I (@iyse) — Qody—ziz—y)

Exercice 4

Soit f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (22;2y;0).
1. Montrer que f est linéaire.
2. Est-elle surjective?
3. Déterminer Ker(f) et Im(f).

4. Montrer que R? = Ker(f) @ Im(f).



Exercice 5
Soit E un espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de F.
1. Montrer que: go f =0 <= Im(f) C Ker(g).
2. Montrer que Ker(go f) = f=! (Ker(g) N Im(f)).
3. Montrer que si f2 — 2f +Idg = 0 alors f est inversible. Exprimer alors f~! en fonction

de f et Idg.

Exercice 6

. P RTET) . . . Rn [X] — Rnfl[X]
Soit n € N, on définit ’application f : { P s P(X+1)—P(X) "
1. Vérifier que f est une application linéaire & valeurs dans R,,_1[X].

2. Déterminer Ker(f) et Im(f).

Exercice 7

Pour chaque application, dire si elle est linéaire. Si oui, déterminer son noyau et son image,
déduire si elle est injective, surjective, bijective.

1. f:R3 — R? donnée par f(z,y,2) = (xy +x — 2, 7).

2. f:R3 — R3 donnée par f(z,y,2) = (x +y+ 2,2z +y,2z + 2).

3. f:R3 — R3 donnée par f(z,y,2) = (y — 2,2 — z,7 — ).

4. f:Rs[X] — R donnée par f(P) = P(1).

5. f:R,[X] — R3 donnée par f(P) = (P(-1), P(0), P(1)) pour n =2 et n = 3.
. f

6 R[X] — R[X] donnée par f(P) =aP + P’ o a € R.

Exercice 9

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est (e; ; ea; e3). On consideére 'endomorphisme
f défini par
fler)=eates ; flea)=es+ter ; fles)=e1+ey

Soit x = x1e1 + xoeo + x3€3.
1. Déterminer I'expression de f(x) dans la base (e ;ea;es).

2. L’application f est elle un automorphisme de E?



Exercice 10

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de £. On
considere 'application définie par:

f: FxG — E
(r;y) +— z+y

1. Vérifier que f est linéaire, en déterminer I'image et le noyau.
2. Montrer que Ker(f) et F'N G sont isomorphes.

3. Que donne alors le théoreme du rang?

Exercice 11

Soit E un espace vectoriel et f,g € L(E) tels que fog = go f. Monter que Ker(f) et Im(f)
sont stables par g.

Exercice 12

Dans R?, on consideére F' = Vect((1;0;0)) et G = Vect((1;1;0);(1;1;1)). Montrer qu'’il existe
une unique application f € L(FE) telle que :

Vu e F, f(u)=2u et Yo e, flv)=—v

Déterminer cette application linéaire dans une base de votre choix puis dans la base canonique.



