TECH CYCLE PREPARATOIRE - PREMIERE ANNEE
@ ANALYSE 1T - 2021/2022

Intégration

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur [0, 4] par

-1 siz=0
1 si0O<z<l1
f(x) = 3 siz=1

-2 sil<xz<2
4 si2<z<4

4
1. Calculer/ f(t)dt
0

2. Soit = € [0,4], calculer F(x / f(t)

3. Montrer que F est une fonction continue sur [0, 4]. La fonction F est-elle dérivable
sur [0,4]?

Solution

1. Notons que pour la subdivision de [0, 4] définie par {xg =0, 21 =1, 20 =2, 23 =
4}, nous avons f est constante sur |z;, x; 1]
Ainsi, f est une fonction en escalier. Par conséquent

/0 iy de

2. En utilisant la relation de Chasles nous pouvons conclure :

1-(1-0) + (=2)-(2—-1) + 4-4-2) = 7.

—si0<<xr <1
F(z) = xf(t)dtzl (x—0) = x
0
—sil<ax<?2
1 x
/f = /f(t) dt + f(t) dt
0 1
= 1-(1-0) + (-2)-(z—1) = 3—2x
—si2<zx<4



3. D’apres la question précédente, nous avons

T si0<z<1
Flr)=4¢3-21r sil<xz<?2
4r—9 si2<z <4
De plus lim F(z) = lim 2z = 1 = lim 3—2z = lim F(x).
z—1— z—1— z—1+ z—1+
et lim F(z) = lim3—-2r = —1 = lim 42 -9 = lim F(x). Ainsi, F est
T2~ T—2— z—2F z—2F

continue sur [0, 4].
Par contre F' n’est pas dérivable en x = 1. En effet

F(x)— F(1 —1 3—2x—1 F(x)— F(1
g T = F@) T g gy 2Ty, F@ = FQ)
z—1- rz—1 z—1-x — 1 =1t T —1 z—1+ z—1
F n’est pas non plus dérivable en x = 2. En effet
F(x)— F(2 —2r — (-1 4dr —9— (-1
i PO ZE@) gy 37202 U oy, 292D
T2 T —2 T—2- r—2 z—2+ x—2
@) - F@)
z—2+ r—2

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes :

3 ™
a) / |2t — 5| dt, b) / V E(t) dt, (E partie entiere)
1 0
2

) / min(2,1) dt, q) / 1t dt.
0 —1

Solution

1. Notons que
o
2t — 5| = 2’
3

Ainsi, d’apres la relation de Chasles, nous pouvons écrire

3 3 3
/|2t—5|dt = /2|2t—5|dt+ |2t — 5| dt
1 1

3 3
_ /25—2tdt+/2t—5dt.
1

— une primitive de f(t) =5 est 5t. En effet (5¢t)" = 5
— une primitive de f(t) = 2t est t*. En effet (t*) = 2t

Njot



Par conséquent

3 2 3
/|2t—5|dt - / 5—2tdt+/2t—5dt
1 1 2

2

2. On a

0 sio<t<l,
1 sil<t<?2
E®) =9 2 sia<t<s
V3 siz<t<n

Ainsi, d’apres la relation de Chasles, nous pouvons écrire
/\/E(t)dt_/\/ dt+/\/ dt+/\/ +/\/
0

:/OOdt+/11dt+/\/_+/\/_

= 0-(1—-0) +1-(2—1) + vV2-(3=2) + V3-(7—3)
= 1++v2-3V3+3m.

3. Notons que

. t si0<t<2,
min(2,1) = {2 Si2<t<r

Ainsi, d’apres la relation de Chasles, nous pouvons écrire

/min(Z,t)dt = /m1n2t dt+/m1n2t
0
= /tdt+/2dt
0 2

2 2\’
Or une primitive de f(t) =1t est 7 En effet (5) =1



Par conséquent

™ 2 ™
/ min(2,t) dt = / tdt + / 2.dt
0 0 2

4. Notons que

e = —t* si —1<t<0,
- t? si0<t <2

Ainsi, d’apres la relation de Chasles, nous pouvons écrire

2 0 2
/t|t| dt = /t|t| dt + / t|t| dt
1 -1 0
0 2
= / —tzdt+/t2dt.
—1 0

t3 3\
Or, une primitive de f(t) = t* est 3 En effet (g) = t%

Par conséquent

2 0 2
/t|t|dt = / —thtJr/tht
-1 -1 0
|: t3:|0 t3 2
<[4+ [
3], 31,
—1 8 7
- —(0—?) ¥ (g—o> -7

Exercice 3

2) /1fx2dx b)/Sxmdx ) /xixdm

Q) / 1j323xdx ) / cos(z) sin(z)dz f) / (ﬁ:ﬁ e

g) \/%dx h) / m;(ﬂ)dx i / (30—1) (322 — 20 + 3) da
j) /l%xda: K) /(1—cos(3:c))d:c ) /a:sin(a:Q) d

m)/ \/I;l_xdx



Solution

2
= 1
a)/1+x2dx 2111(9[: +1)

1
b) /xvl + 22dx = 5(1 +x2)%

c)/ 11 dr = In(Inx)

rinx

d)/ e daz—lln(l—i-e?’x)
T+e3 ™ 3

1 3

e) /cos(x) sin®(z)dr = g(sin x)

1-— 1
f)/ ’ zdr = —
(23 — 3z + 1) 6(z3 — 3z +1)2
Jc—l
x—2

h) /#de = %ln(lnxz)

i) /(3:c —1) (32® — 224 3) dz = i(sﬁ — 21 + 3)?

1

k) /(1 — cos(3x))dx = x — %sin(?)x)

x(r —2)

1) /xsin (2*) dz = —% cos(z?)

lnxdx = g(lnaz')g
x




Exercice 4 (Intégration par parties)
Calculer les primitives suivantes :

Inz

a) /e”‘" cos xdx b) /—dm avec n > 1 c) /xarctanxdx

xTL
d) /(332 +x+1)edr e) /e‘x sin zdx f) /(ln:v)de
g) /arctan$d$ h) /m?’ sin zdzx

Solution

1. / e” cos xdx : Utilisons la méthode d’intégrations par parties. Pour cela, posons

u(z) = e u(x) = €°

v(r) = sinz v'(x) = cosx

Ainsi
/e’”cosa:dx = ¥ .sinx — /e”sinx dz.

Pour calculer cette derniere intégrale, utilisons une fois de plus la méthode d’
intégrations par parties. Cette fois-ci posons

u(lz) = €° u'(zr) = €°
v(z) = —cosz V(r) = sinx
D’ou
/e” sinx dv = —e®-cosx — [ €°(—cosx)dx

= —e%.cosx + e’ coszx dx

——

Par conséquent
/excosxdx = ¢e¥-sinz — /e"”sinx dx
= ¢e'-sinz — (—ew-cosx + /ezcosx dx)
= ¢€"(sinz + cosz) — /ez cosx dx.
Ce qui nous permet de conclure 1’égalité

61‘
Q/excosx de = ¢€"(sinx + cosz) = /excosm de = E(sinx + cosz).



Inz
2. ——dx n € N, n # 1 : Utilisons la méthode d’intégrations par parties.
xTL

Pour cela, posons

u(r) = Inx 1
( ) 1 —n+1 ul(x) B 5
v(r) = "1t V'(z) = a7"
Ainsi
/ln_a:dx _ Inz 1 /x”“dx
" (1 —n)zn1! 1—n x
Inz 1 / .
= — r "dx
(1 —n)zn-! 1—n
B Inz 1 1
(1 —mn)an! (1—-n) (1—n)zn!
~ (I—=n)lnz—1
- (1 _ n)an—l
3. [ xarctanx dx : Utilisons la méthode d’'intégrations par parties. Pour cela,
posons
u(x) = arctanx 1
o A e
vz) = V'(z) = =
Ainsi

z? 1 z?
rarctanrdr = — -arctanx — — dx
2 2 /) 1+2?
22 . 1/1—|—x2—1d
= —arctanr — - [ ————dx
2 2 1+ 22
2 1 1 1
= %-arctana: — 5/1dx + 5/1+x2da:
r? arctan x x n arctan x 4ot
= — - = _— cte
2 2 2
241 t -
_ (x® + )arQC T T

4. /(x2 + 2+ 1)e®dz : Nous avons

/(xz—ir:c—l—l)exd:c = /xQezdaf; + /:cemdx—l—/exdx.
/exd:c = e’

D’abord



Maintenant, pour calculer les intégrales / re®dr et / z?e®dzx utilisons la méthode

d’intégrations par parties. On commence avec / xe®dz. Posons

T

uwlz) = =z u(r) = 1
)

v(ir) = e v'(z) = e

Ainsi
efdr = ze® — /emdx
e$

2

Finalement, pour calculer | z“e*dx, posons

— —
=

u(z) = 22 W(r) = 22
v(ir) = e W(zr) = €
Ainsi
/mzexdx = z%" — 2/xe’”dm
= 2% — 2w + 2¢°

Par conséquent

/(x2+a:+ Jetdx / e“dr + /:ce:”dx—k/e“”da:

226 — 2xe® + 26 4+ xe® — & + &°
= 2% — re® + 267
(:L’2 — 1z + 2)69”

u(r) = sinz u'(r) = cosx

On a v(r) = —e ot Vi) = e®

/e sinzdr = —sinze ¥ — /—e cosrdr = —sinze ™™ + /e cos xdx
u(x) = cosx u'(z) = —sinx

On a v(r) = —e et V(r) = e7°

/e‘x cosxdr = —cosxe ¥ — /e‘x sin xdx
On a donc /e:” sinzdr = —sinze * —cosze ¥ — /ex sin zdz

1
Donc /e_”” sin xdr = —Ee_:”(sin T + cosx)



0 u(r) = (Inz)? . u(x) = —Inz
© v(z) = =z ¢ () = f

t?

/(lnx)zdx z(Inz)? /21nxdx = z(Inz)® + 2z(lnx — 1)

7. / arctan zdx

, 1
On a u(r) = arctanx ot U (x) = 2
v(ir) = =z (@) = 1
1
/arctan zdr = rarctanz — v dr = zarctanz — = In (1 + x2)
14 22 2
8. /x3 sin xdx
On & u(z) = 2° u'(r) = 32°
v(r) = —cosx  V'(xr) = sinx

_ 2 / _
On a W) = T e u,(x) -
v(x) = sinz v'(z) = cosx
/a: cosxdr = x sinx—Z/xsmxdaf;
. /
On a u(z) = =z ot ul(:v) = 1‘
v(r) = —cosx v'(z) = sinz
rsinxdr = —xcosx —/—COSLEdZL‘ = —xcosx +sinz
Donc
/x?’ sinzdr = —xcosz + 3 (932 sinx — 2(—x cosx + sin a:))

—23cosx + 3x%sinx + 6xcosx — 6sinx

Exercice 5
Calculer les primitives suivantes :

dr, (t=+v2+x) b) /(arcsin$)2dx

1
) /\/2+x+€/2+x

c) /x2v1+x3d:v. d)/(3+ )6 1dx
eI 61’_

o) / cos /zdz. f) / 13‘;5@

etanm T
—d h —d
8) /(cosx)2 o )/m *



Solution

(t=vV2+uz):

1
1. dz,
/\/2+:c+€/2+x v

Comme indiqué, posons

= V24r = 1z =1t"-2 = dr = 6dt.

3
De plus V2 + 2 = (62+x> — V2+z="t.
2 -
De méme V2 + 1 = (62—1—917) — 24z =t%

o 1 6t° 3
Ainsi der = ——dt = 6 dt.
V2+ao+V2+z 2 + 13 1+t
D’ou

/ 1 q 6/ 3
:L‘ =
V2+z+32+x 1+t

1—1
141

o
3
_ 6/t+1 R
1414 1+t

2 _
6 (t+1)(2—t+1) t_6/ 1 "
1+t 1+t
1
= 6> —t+1Ddt—6 | ——dt
/( +1) 1+t

A
= 6<§—§—|—t)—61n(|1+t|) + cte

= 267 =32 +6t—6In(|]1 +t|) + cte
_ 2\/2+x—3\3/2+:1c—|—6\‘/2+x—61n(’1—|—\6/2—|—x‘> 4 cte

2. / (arcsin x)*dz : Utilisons la méthode d’ intégrations par parties. Pour cela,

posons
2arcsin
u(z) = (arcsinz)? u(r) = ———
v(z) = =z / _ V1—z
vi(x) = 1
Ainsi
. . T arcsinx
/(arC81nx)2dx = z(arcsinz)? — 2 ﬁdm

Pour calculer cette derniere intégrale, utilisons une fois de plus la méthode d’
intégrations par parties. Cette fois-ci posons

u(r) = arcsinx

v(x) = —vV1-—2a? V(z) =



D’ou

T arcsin x .
/ ﬁdaj = —arcsinzV1—122 —
—x

= —arcsinzVvV1—22 + /1

= —arcsinzv1l—22 + = + cte.

Par conséquent

T arcsin x

N

/(arcsinx)de = z(arcsinz)? — 2

= z(arcsinz)? — 2 <— arcsinzv1 —2? + x + cte)

= z(arcsinz)® + 2arcsinzv1 — a2 — 2z + cte.

3. / 2°V/1 + 23dz : A Daide du changement de variable

142 =u = 32%de = du = xdeZ?

nous pouvons écrire

1
/x2\/1—|—x3dx = /g\/ﬂdu
1

1us ¢
= —-—= + cte

3

33

[\

3
= —u?2 + cte

N ©

du

= Z(1+42%7 + cte.

Ne}

4. On effectue un changement de variables : ©u = ve* — 1
e® =u* +1d ol 2udu = e*dx

er 2udu 2du U
dr= | ———— = = 2arctan — = arctan
(3+e*)vVer —1 B4+u*+1)u 4+ u? 2

D. /cos Vadz on pose w = \/zr donc w? = z donc 2wdw = dx

/ cos vzdr = Q/wcoswdw

On effectue une intégration par partie :

On & ww) = w . u(w) = 1
v(w) = sinw V' (w) = cosw

/wcoswdw:wsinw—/sinwdw:wsinw+cosw

On a donc / cos v/xdr = 2v/xsin\/x + 2cos /T

Az

il vient u? = ¢ — 1 et

et —1

)

‘24,\),gr )7&



1_‘_6\/5 1 eﬁ
6. e L -
/ vi /\/Ex+/\/5‘” VE+ 2
tanx
7. /(:OS—:EPdZL‘:/etan(I) tanl(x)dx:etan(x)
3
T
8. ——dx
/m
u(r) = =z

v(r) = V14 a2 et

(x) = 2z

i
€T =
(@) V14 a?
2
?V1i+a22 -2 [z 1+x2dx:x2\/1—|—x2—§(1+x2)

On a

3
2

[
= dr =
Vit

Exercice 6
Calculer les intégrales suivantes :

1 t a T
a dt b a? —t2 dt c / t?sint dt
= v ¥

d)/1 cosvV1—tdt e) /1 Zf_lalt f) /’5 dt
12 g1+ o 2+sint

1Vt 10t 1
g) / \/_dt h) / i) / t(arctant)?dt

Solution

1
t N
a dt : A l'aide du changnement de variable :
) /0 T g

11—t = 4 = =2tdt = du,

nous pouvons écrire

Ly o 1
- dt = — du
/0\/1—252 /12\/5

b) / va? — 12 dt : Nous avons
0

/Oa\/mdt = /Oaa,/l—G)Zdt = a/oa 1—(2)2&.

Ainsi, a I’aide du changement de variable :

t dt
- =u = — = du,
a



nous pouvons donc écrire

/Oamdt = a/oa\”—(é)th

1
= a2/ V1 —u? du.
0

Maintenant, en effectuant le changement de variable
u = sinx =— du = coszx dx

on obtient

1
/\/1—u2du = / V1 —sin’x cosz dx
0

2 2 1
—/2cosxdx—/2Md$
0 0 2

Par conséquent
a 1
/ va2—t2dt = a2/ V1—u?du
0

(2z) + 1
_ /cosx+dx

sin(2 } 2
0

7T
5 .

c) / t?sint dt : Utilisons la méthode d’intégrations par parties. Pour cela, posons
0
u(t) = t u'(tu = 2t
v(t) = —cost V() = sint

Ainsi

/tQSintdt = [—t2-cost}g+ 2/ tcost dt
0 0
= 71 + 2/ tcost dt.
0

Pour calculer cette derniere intégrale, utilisons une fois de plus la méthode d’ intégrations
par parties. Cette fois-ci posons

u = t du

dt
dv = costdt = v = sint



D’ou
/ tcost dt = [t-sint]; — / sint dt = [cost]; = —2.
0 0

Par conséquent

/ sint dt = 7w° + 2/ tcost dt = 7% — 4.
0 0

1
d) / ,cosV1—t dt : En effectuant le changement de variable

2

r=+vV1-t = t=1-—=x = dt = —2xdx

nous pouvons écrire

0
cosx - (—2x) dx

3
2/ rcosx dx
0

/ cosvV1—tdt =
7\'T

o

us

~—

IPP = voir point précédent 0

T + 2[- cosx]§

= T — 2.

L1, ot L
/ / - / L gt = —2arctanl = — 7
1+t2 1422 1422 2

/ /1 2dx _/1 2dx _/1 dz
2+sint J, (1+22) 2+ ;) Jo 2224+20+2 (z + )2+

l—l-ar:2

‘ ; \/5 2 <7T 7r> 2 (7?) s
arcan —arctan— | =—(-—=)=— (=) = —
3 V3\3 6 3 \6 3v3

/ =[2ﬂ]1—3:4—2_3:_1
/ _ /14 e~ tdt _ [_111 (1 —|—e—'5)rll = 1In(1 + e Y)-In (1 +6_4)
) On

14 et 1+ et

t2

t2
t(arctant)?dr = E(arctan t)? — / (1 n t2) arctant dt =

t? 1
= §(arctan t)* — /arctant dt + / (m) arctant dt

t? 1
= E(arctan t)? — /arctant dt + §(arctan t)?

P 2
= 2[x-sinzl§ — 2/ sinx dx




1

u(t) = arctant t) =
On a Et; _ u() 1+¢2
vy = V() = 1
t2
= E(arctant) - tarctant—l—/ 5 dt +
2
1
= E(arctant) - tarctant+§l (1—|—t2) +
1
w2
D t(arctan t)’de = — — = 42
onc/0 (arctant) 61 + —1In

(arctan t)?

1
5 —(arctan t)?

Exercice 7

In2
Considérons l'intégrale I = / ver —1ldx
0

Effectuer le changement de variables u = v/e* — 1 et calculer I.

Solution

Solution : Comme indiqué, on fait le changement de variable

et —1 = u=¢"—1

2
Dot dr = —2 du

u? +1
Ainsi

0

I
S~

Ce qui nous permet d’écrire

In2

1
ver —1lde = 2 Ut

In2 1
ver —1ldx = / U
0

1
= 2
J,

2411
o ul+1

1,2
= 2
)y

Yu

u

w1

2u

d
M

+1 1

1

1 w1t

= 2

0 /u2+1
/ 1
- 2fuly—2

u? +1

On connait une primitive de

En effet (arctan(u))’ = 152
u

1du—2/
0

u2+1

du

u2 +1

u? +

1
1 du:2—2/
1 0

— x:ln(u2—|—1).

u?+1

du.



Par conséquent

du

In2 1
Vet —1lde = 2-—2
¢ o /0u2+1

= 2— 2[arctan(u)}é

0

2
= 2 —2arctan(1l) + 2arctan(0) = 2—%—1—2 0 —2—5

xercice 8

1 =«
pour a > 1, (Indication : utiliser la formule arctan z 4 arctan — = 5 bour @ >0).
T

Solution
On effectue le changement de variables : u =a + b — x d’ou du = —dx

/faer—xdx—/ f :—/baf(u)du:/abf(u)du

"In (1+tanz)dr = ln(cosx + sinz)dzr — ' In(cos x)dx
0 0 0

— /Ozln <\/§ (\/75 cos T + gsinx)> dx — /Ozln(cosm)dm

™ ™

—/41n\/§d$+/4ln (cos (m— %)) dx—/zln(cosx)dx
0, 0, 0 .
:/041n\/§dg:+/041n (cos (%—i—O—x))dx—/Jln(cosx)dx

mln2

T z2

a 1 % 1 d é 1 d
1 <1 + —2) arctan rdx :/ (1 +u2) (arctan —) ( Z) :/ (1 +u2) (arctan —) (——Z)
- x a u u a u u
a . )
T
= [ (1 + @) <§ — arctan u) du

“ 1 1 d
/1 (1 + 2) arctan zdz on effectue le changement de variable : u = — donc du = &
x

S



) @ 1 T [ 1 T 1 1
Il vient /1 (1+;> arctan rdr = 1/1 (14—@) = 1 ((a—a) + (—a—i-a)) =

Exercice 9
Décomposer les fraetions rationnelles suivantes ; en calculer les primitives.

4z
b) —.
) (x—2)°

3+ 2
(z+1)%

e)

1. On commence par donner la décomposition en éléments simples de — 1 nous
l‘ —_
avons
x3 n 2
=z
x2—4 r—2 x+2

Par conséquent

3 2 2
de = —d
/x2—4 . /x+x—2+x—|—2 o

2

- % 2In(jz — 2|) + 2In(jz + 2|) + cte

2

= % +In ((z* — 4)%) + cte.

. : dx
2. On commence par donner la décomposition en éléments simples de o nous
x

avons

Par conséquent

4x 4 8 8
— " _dr = der = 41 -2 - —— te.
/(37_2)2 ' /$—2+(x—2)2 ! nfz 2| g e




3t+1

3. Notons que

2 —2t+10

est un élément simple. Calculons sa primitive. Nous avons

3t+1 3t 1
[ooridt = [ oot [ 5o @
2 —2t+ 10 2 —2t+10 2 —2t+ 10

4. On commence par donner la décomposition en éléments simples de

avons

Par conséquent

1
dx
3 +1

3
2
5. R(z) =

2% —2+2 1
—+dt+/ dt
(2 —2t+1)+9

2t — 2 1
2 s —
* /(t—1)2+9

/ 2t =2 dt+/ 1 dt
2 _9t+10 (t2—2t+1)+9

-2 dt+4/—1 dt
2 _ o N2
2 —2t+ 10 9 (51 +1

N|[W DNOIW ND|W N Ww N w

4 t—1
In(t? — 2t + 10) + 3 arctan (T) + cte.

1
m, nous

1 1 t—2

B+1  3(t+1) 3(E2—t+1)

/ 1 t—2 d
= — x
3(t+1) 3(2—t+1)

1 1 1 2t -1
= gln]t+1| —éln(t2_t+1)+—ar0tan (W> + cte.

V3
P(x)

@+ 12 Q)

La division euclidienne donne : 2° +2 = (z — 2) (2° + 2z + 1) + (3z + 4)

1
Le coefficient de m est 1 (on remplace x par —1 dans le numérateur).
x
x4+ 4 1 3
On calcule -~ e =
(x+1)22 (z4+1)2 z+1
3+ 2 3 1
Donc ——— =2 —2
one (r+1)? +J:—|—1+(x—|—1)2
2
1
Donc une primitive est % —2r+3In(x+1) — o]
1
6. Primitive de e
x(x —2)?
1 1 1
Le coefficient de - est 1 (on remplace x par —1 dans (:ZC—%)?)
: 1 r+1
Le coefficient de ———— est — (on remplace x par —1 dans ).
(x — 2)? 2 x



z+1 1 3 _4x+4—x2+4x—4—6x —x+ 2 1

oz —2)2 4z 2x—2)2 Az (x — 2)2 T4z =22 4(z—2)
Donc & +1 _ 1 n 3 B 1
z(r—2)2 4z 2x-2)2 4(x-2)
Une primitive est ilnaz — ﬁ - iln(az —2)
2% — 2z i d 1 | d
7. G122+ 1) Le coefficient de m est 5 (on remplace z par —1 dans
% — 2
@+
. . 9
Le coefficient de . 1_ - est i i 1)22; = — ! —ZZZ (on remplace z par ¢ dans @ _331)2(1::_ B ).
1+2i 1-—2i (14 2i)(z +0) + (1 — 20)(z — i) z—2
Donc — — — - _
4z —1i) 4(x+1) 2?2 +1 2(x2+1)
Enfin
% — 2x 1 r—2

@ 12@2+10) " 2@—12 2@+
202 —dx+ 2+ 14 (z — 2) (2 — 2z + 1)
2z — 12 (a2 + 1
22 —dx + 22 + 1+ 23 — 4a* + 5x — 2
2(x —1)? (22 +1)

P-4 —-1 (@4 Dr—-(@*+1) (2?4 1)@-1) 1
2@ —1)2 (22 4+ 1) 2@ —-12(22+1) 2@ -1)2(2+1) 4z —1)
Donc
2% — 22 _ 1  r =2 N 1
(_.75—1)2(11:2—1—1) x2(x—1)212(:1:2—|—1% 4(x —1)
T T 1 2@+ 1) 24l iz -1
1

1 1
— ~In(2z*+1) + arctanz + 1 In(z — 1)

Une prlmltlve est m 1

Exercice 10
1
Soit I, = / (1 —t%)"dt.
0
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,..

2. Calculer I,.
o= (DR /n
3. En déduire kZ:O 2 1\k)

Solution

1. Utilisons la méthode d’intégrations par parties. Pour cela, posons

u(t) = (1—tH"  J(t) = =2+ D1 —tH)"
(t) = ¢t V() = 1



Ainsi
1 1 1
2\n+1 _ 2\n+1 2 2\n
/0(1—t) dt = [tH(1—¢)""], + 2(n+1)/0 t2(1 — t3)"dt
1
= 0 + 2(n+1)/ t* =1+ 1)(1 —t*)"dt
0
1
= 2(n+1)/ —(1 ="+ (1 —)dt.
0
D’ou
1
/(1—t2)"+1dt = n+1/ — )M (1 — ) dt
0 0

- _2(n+1)/ (1= dt + 2(n+1)/1(1—t2)”dt
= 2+l + 2(n+ 1)1,

Par conséquent

2 2
n—I—I

1, = =2 I, 2 n., — I, = n-
+1 (n+ 1Dl + 2(n+1) 1 M3

2. Calculer I, : A l'aide de Didentité précédente, nous pouvons écrire

2(n —1 2 2
I, = u]n_l — n I, .
2(n—1)+3 2n +1
2n 2n — 2
- . In—2
2n+1 2n-—1
2n 2n — 2 4 2
— . R
2n+1 2n—1 5 3

Finalement

1 1
Iy = /(1—t2)0dt:/1dt: (1-0)-1 = 1.
0 0

Par conséquent

[ 2n 2n — 2 4 2
" 2n+1 2n—1 5 3

3. En déduire Z % (Z) : D’apres le binome de Newton, nous pouvons écrire
=0

n

-2 =Y (Z)(—Dkt%.

k=0



Ainsi

/01(1—t2)”dt - /01 : (Z)(—l)kt%dt

Par conséquent

i <Z> <_1)k2k1+ 1 1(1 — )t

k=0
= I,
B 2n 2n — 2 4 2
2n+1 2n—1 5 3
/] 7
Exercice 11 Intégrales de Wallis T - 7 .
Soit I, = /0 sin” tdt. /}‘l———r\ (/"‘*{) by Mr—
Etablir une relation de récurrence entre I, et In+24 8
A (1) e
En déduire Iy, et I5,41. L~

Montrer que (I, )nen est décroissante et strictement positive.

En déduire que I,, ~ I,,11.

A

Calculer nl, I, ;.
6. Donner alors un équivalent simple de I,,.
Solution

1. Utilisons la méthode d’intégrations par parties. Pour cela, posons

u(t) = sin"™t  W/(t) = (n+1)sin"tcost dt
v(t) = —cost V'(t) = sint
Ainsi
2. n+2 _ _ aiantl 5 L n 2
sin" " tdt = [—sin"" - cost]? 4+ (n+1) sin” t cos” t dt
0 0
g
= 0+ (n+1)/ sin” ¢ (1 —sin®¢) dt
0
3 3
= (n+1)/ sin"t dt — (n+1)/ sin"t? ¢ dt.
0 0
D’ou

n—l—lj_n.
n+2

[n+2 - (n+1)[n - (n+1)[n+2 — [n+2 ==



n+1

2. En déduire Iy, et Iopyq : En utilisant 1'égalité I,,10 = I,,, nous pouvons écrire

n+2
2p—1
Iy = p2p Lop—s
 2p—1 2p-3
- 2p 2p—2 ¥
_ 2p—1 2p-3 3 1 I
T2 2p-2 4 2 "
De méeme
2p
Ipt1 = 2p—|—1' 2p—1
2p 2p — 2
= ) Lyy_s
2p+1 2p—1
_ 2p 2p — 2 I
T op+1 2p—1 5 1'
Or
2 T 5
I() = 1dt = = et Il = sintdt = 1
0 0
Par conséquent
- @r=1)-(2p-3) 3.1 7
T 2 (2p-2)- 4.2 2
I B 2p- (2p—2) - 4.2 ]
T (2p+1)-(2p 1) 5.3
Maintenant
2p-(2p—2)- o+ 42 = 2.p-(p=1)- --- -2-1
= 2. pl
et
(2p)!
m—1)-(2p—3)- --- 3.1 =
(2p—1)-(2p = 3) @2 A3
_ (2!
Donc
@2p)! 7 2% (p!)?
Ly, = = t I =
T oompe 2 O T gy )



0
3. Montrer que (I, )nen est décroissante et strictement positive : Pour tout x € [O, E]’
nous avons

sinz >0 — VneN, sin"z>0

us

— VneN, /2Sin”xdx>0
0
= VneN, I, >0.

De plus, pour tout = € [0, g]

0<sinz <1 = VneN, sin"z>sin""z

s s

2 2
SEN VnEN,/ sin”xda:Z/ sin"tx de >0
0 0

= VYneN [,>1,,1>0

= (I,),ey est décroissante.

4. En déduire que I,, ~ I,,11 : D’apres la question précédente, nous avons

I, I,
O<[n+2<[n+1<[n +2< +1<1
L, I,
I 2 n+1
Or 2 = .D
g I, n+2 one
1 I, , 1 oI,
RE LIl cy o = him 2 < gim <
n+ 2 I, n—+oo N + 2 n—too [,
I,
—  lim 2 =
n—-+o0o n
— ]n ~ In+1.
5. Calculer nl,I,,, : D’apres la question 2, nous avons
2p)! 22P (p!)2
22 (pl)2 2 (2p+1)!
Donc
2p—1 =« 2p T
2p—1)-Isp_1- 15, = C— t 2p- Iy, - I = C—.
(2p ) Iop1- 1oy % 5’ € P Lop - Lopt1 W1 2
C’est-a-dire
n T
I, 1,1 = C—.
Pintdnet = 0019

6. Donner alors un équivalent simple de I,, : D’apres la question précédente, nous avons

S

1
n+1

nl, - [n+1 = = - [nJrl =

o]
I

n1.

+



De plus
Lomdey = P,y — 2.7
n n+1 n n n+1_n+1 2
1 T
— I’ ~ g
" n+1 2
T
— ]nN
2(n+1)

Exercice 12

1 n
Soit I,, = / * dx
0 1 +x
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I, )neny — 0.

2. Calculer I,, + I,,,1.
n (_1)k+1

3. Déterminer Lim
n—-+oo P

n
< 2"

Solution
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,,),eny — 0 : Pour tout > 0, on a
~X

1

1 <z+1 = <1 = VneN,
1+z 14+«

dx
1
xn+1:|
1 0

Donc
1 n 1
I, = / * dr < / z"

o 1+ 0
B 1

[n—i—
1

n+1

Par conséquent
VneN, I, < = lim I, = 0.
n + 1 n—+o0o




2. Calculer I,, 4+ I,,+1 : Nous avons :

1 n 1 n+l 1 n n+1
In—l—_an:/x dx+/x da::/x v dx
o 1+ o 1+ 0o 1+ 1+
1 ,n n+1
_ / "+ dx
0 1+ T
1
1
= / z" +xdx
0 1 +x
1
= / z"dx
0
l,nJrl 1 1
T nr 1] 0 T o+l
n (_1)k+1
3. Déterminer lirf ———— : Par la question précédente, nous pouvons écrire
n——+0o0o
"L (—1)F 1 1 1 1
- e A B
; k 2 + 3 4 + n
- ([O+Il)_(11+[2)+(12+[3)_:l:(Infl—i_In)
- I — _ I
o+ (L —h)+(L—L)+- -+ Lo — 1) £ 1,
somme télescopique
= Iy £ I,.
Par conséquent
. n (_1)k+1 B '
Jm e = m b =
n—4oo
= Iy + 0
B /1 dz
S 14z
= [In(z + 1)];
= In2.
Exercice 13 Séries de Riemann
Calculer :
R e
o s I1(1+75) ) fim ) T
n n—1



Solution

1. OnalnH(1+ ) Zln(1+n2)

On reconnait une somme de Riemann pour la fonction f : z — In (1 + .7:2) donc la

1
somme tend vers / In (1 + x2) dx
0

On effectue une intégration par partie :

uz) = In(l+a%) o w(t) = 1+ 22
v(r) = = V() = 1

/Olln(1+x2)dx: [xln(l—i—xQ)](l]—/Oll

—1n2 — 2(1 + arctan 1) :1n2—2+g

On a

22

1
x2dlen2—2( 1dx —

1
= dac)

1
E2\ " i
Donc par composition lim H (1 + > _ n2-2+3

n—00 n?

2. Onanz kZ :ﬁ;é—)ﬁz
1 \n

On reconnalt une somme de Riemann qui tend donc vers

1
1, ! »
5 ezl =e
0 T 0

3. On a
n+k 1 1+E
;n2+k32_n;1+(§)2

On reconnait une somme de Riemann qui tend donc vers
1

1 1 1
1l+x T 1 1 ) )
/0 1+m2d1’ = /0 1+x2d$—|—/0 1+I2dm = {5111 (l—i—x )}0 + [arctanz], =

1 T
_12 _
g ety

-1

3

n— n 1
.l =
"g&; Wﬂ—k%; vnr—keniA 1_(n)

—————On reconnalt une somme de

1
n
1

0 \/1-%2

T
Riemann qui tend donc vers dx = [arctan z]; = 1

Exercice 14
Calculer les limites suivantes :

. L+V2+V3+--+n
. lim o~ .

n
n
2. i —_
My
p:




Solution

. 14+vV2+V3+--+n

O t
Tim. ™G n commence par noter que
1+ V2 + V34 B _i@ B li\/g
ny/n B n<=\/n B né<=\Vn

1-0

1—
0+ k(
En posant f(x) =

1

v/x nous venons d’écrire la somme de Riemann correspondant &
/ f(x)dx. Cette intégrale se calcule facilement
0

n

Maintenant, la somme de Riemann — E \/_ converge vers

1

/f(:v)dx, ainsi
0
g LEV2EVB+ -V
n—oo n\/_

2
u n
2. lim :
n%mpzl n2 —|—p2

On commence par noter que
" (1-0) < 1
Zz— = ‘Z - Z (1-0)\2"
pefla noaT 1+ (0+p7)
En posant f(z) = —

11 poSan r) = ———

P 14+ 22

nous venons d’écrire la somme de Riemann correspondant
/ f(x)dx. Cette intégrale se calcule facilement
0

/Olf@)d:v - / d

11 22 = [arctanx}é =
0

1 n
Maintenant, la somme de Riemann — Z

1 ! o
5 CONVerge vers / f(z)dz, ainsi
" p=1 1+ (%) 0
- n T
li —_ =
L9 D



Exercice 15
Sans calculer les intégrales, montrer que

w/2 /2
/ sin"z dx = / cos" z dx.
0 0
Solution

A Taide du changement de variable
x:g—u = dr = —du,

nous pouvons écrire

w/2 0 T
/ sin"x de = / sin” (— — u) (—du)
0 w/2 2
0
= —/ sin” (E — u) du
w/2 2
w/2
= / sin" (Z — u) du
0 2

. ™
S §—U = COSUu.

Maintenant

Donc

w/2 /2 T /2 /2
/ sin"z dx = / sin™ (— — u) du = / cos"u du = / cos" x dx.
0 0 2 0 0

Exercice 16

1 x
Soit f € C°(R). On définit g : R* = R, 2+ ;/ f(t)dt.
0

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.
(k+1)T

T
2. On suppose f T-périodique. Montrer que : Vk € N, / f(t)dt = / f(t)dt.
k 0

T

3. Ecrire g(x) sous la forme i /OnT ft)dt + é /n; f(t)dt pour un entier n bien choisi,
et en déduire que g admet une limite en +oo.
Exercice 17 N
Soit f : R — R une fonction continue sur R et F'(z) = / f(t)dt.
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes : ’

1. F est continue sur R.



AR AN ol

7.

F est dérivable sur R de dérivée f.

Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.

Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.

Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.

Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.

Si f est paire alors F' est impaire.

Solution

1

F est continue sur R. Vral : I’ est continue sur R car F' est dérivable sur R de
dérivée f. Pour plus de détails voir cours.

F' est dérivable sur R de dérivée f. Vrai : Voir cours.

3. Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R. Faux : En effet, posons

f(z) = z. Alors
@ 27 2 2
F(x):/tdt:[t—] _ T -
0 2], 2 2

qui est décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur [0, +00.

Si f est positive sur R alors F est positive sur R. Faux : En effet, posons f(z) = 2%

Alors

3

F(z) = / 2t = 2
0 3

qui est négative sur | — oo, 0] et positive sur [0, +-o00].

Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R. Vrai : En effet, soit © < y, alors
y T
Fly) - F) = [ e — [ ro
0 0

= /Oxf(t)dt + /:f(t)dt - /Oxf(t)dt

_ / " fdt.

Vit e [x,y], f(tH)>0 = /yf(t)dtzo
= ;(y)—F(x)zo

= F' est croissante.

Maintenant

Deuxiéme méthode : Nous avons
Ve eR, F'(z) = f(z) > 0.

Donc F' est croissante.



6. Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R. Faux : En effet, posons
f(z) =1+ cos(z). Alors

F(z) = /Ox 1+cos(t) dt =[t+sin(t)]; = = +sin(z) — (0+sin(0)) = z + sin(x).

qui n’est pas périodique.

7. Si f est paire alors F' est impaire. Vrai : En effet, nous avons

F—z) = / F(t)dt.
0
En faisant le changement de variable
t=—-u = dt=—du

nous pouvons donc écrire

—x

Fo) = [ rr
_ jf(—u)(—du)
f\t://. —/0 f(u)du
- _F)

De plus F(0) = 0. F est donc impaire.

Exercice 18

b
Déterminer les fonctions f continues sur [a, b] telles que / f(t)dt = (b —a)sup|f]|.
a [a,b]

Solution
Tout d’abord, notons que

b
b—a = / 1 dt.

La linearité de 'intégrale, nous permet donc d’ecrire

b

(b—a)sup|f| = sup|f] [ 1dt
[avb} [ayb] a

b
= /sup]f| dt.
a [a,b]



Ainsi

b b
/a i = p-@spls] = / sup| ] = / F(t)dt

= /S[ilyfl /bf(t)dt =

— /sup|f| (B)dt = 0.

Vt € [a,b], sup|f| > f(2).
[a.b]

La fonction

t — S[u15>|f| — f(t),

est donc continue et positive sur [a, b], d’intégale nulle sur [a, b]. Par conséquent

Vt € [a,b], suplf|— f(t) = 0.
[a,b]

D’ou on conclut

/ f(Hdt = (b—a)sup|f| <= Vte[abl, f(t)=sup|f]

[a,b] [a,b]
<= [ est constante.

Exercice 19
1 X
Soit f € C°(R). On définit g : R* = R, x> ;/ f(t)dt
0

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

(k+1)T
2. On suppose f T-périodique. Montrer que : Vk € N, / t)dt = / f(t)
kT

1 nT 1 T
3. Ecrire g(z) sous la forme — / ft)dt + — / f(t)dt pour un entier n bien choisi,
Zz T JnT
et en déduire que g admet une limite en +oc0.

Solution

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0 : On doit montrer que la limite

lim g(x :hm—/f

x—0 x—0



existe. Posons

F(z) = /Oxf(t)dt —  F0) = /0 f(®)dt = 0.

Alors
F F(z)—F
lim g(z) = lim () = lim (= ©)
z—0 x—0 €T z—0 rz—0
= F'(0) = f(0)

Par conséquent, on peut prolonger g en posant
9(0) = f(0).

. On suppose f T-périodique. Montrer que :

(k+1)T T
Vk €N, /k+ f(t)dt:/o F(t)dt.

T

A Paide du changement de variable
t=u+klI' = dt = du.

nous pouvons écrire

(k+1)T T
/ f(6)dt / fu+ kT)du
k 0

= /O : f(u)du

f est T'—périodique

- /0 ' F(t)dt.

1 nT 1 T
. Ecrire g(x) sous la forme — / ft)dt + — / f(t)dt pour un entier n bien choisi,
T Jo T JnT

et en déduire que g admet une limite en +oo.

L’idée, c’est de choisir n de sorte d’avoir
nl < x < nl+T.

Pour cela, posons

Alors

<n+l1l = nT <z < nl+T.



Maintenant

et

lim g(z) = lim 1/ f(t)dt + E/: f(t)dt.

xr——+00 rx——+o00 I T

Etudions donc les limites

lim / f(t) et lim 1 f (t)dt

r——+o00 I r—+00 I
On commence par noter que

/nT f(t)dt‘ < /;If(t)|dt = /:”V(tﬂdt

car |f|>0

NP, /0T|f(t)|dt = cte.

d’apres le point 2.

Par conséquent

. 1
lim -
r—+oo T

/an<t>dt\ < lm x/ FO)ldt =

Ce qui nous permet de conclure

im < [ fd =

T—+o00 I nT

Par ailleurs

/oan(t)dt = /OTf(t)dt + /Tsz( Hdt + - + /”T F(t)t
NP, /OTf(t)dt + /OTf( Dt 4+ - / £(t)

d’apres le point 2.

_ n /0 " e

Maintenant, n = E <%>, donc

=
=



D’ou

x_/f Hdt < (ou >) /fdt<ou> /f

Ainsi

(on ) © / fdt < (on 2) / F(t)dt

x—=T 1
De plus xgrfoo T T donc

Par conséquent

r——+00 r—+o0

nT T
lim g(z) = lim l/ f(t)dt + = f(t)dt

Exercice 20

Si(n,p) € N?, on définit
1

I(n,p)= [ t"(1—¢t)P dt
0

1. Sip e N* et n € N, exprimer I(n,p) en fonction de I(n+1,p — 1).
2. Calculer I(n,p) pour n,p € N.
Solution
¢

1. On utilise une intégration par parties avec u : t — 1

et v:t— (1—1t)?P qui

sont de classe C' sur [0, 1].

n+1 1 P 1
I = 1—t)P (1 =)t dt
(n.p) [Hl( >]0+n+1/0 (-1
p
d 1 =—] 1L,p—1).
one I(n.p) = = I(n+ 1L.p—1)
2. 0 N, H, : ¥p € N,I pin!
. On note pour n € N/ H,, : e N, I(n, = — et on raisonne par
p P (n,p) CETESY p

récurrence.



— Initialisatiorll

1(0,p) :/0 (1 —1¢)P dt

(p+ 1)
Donc Hj est vraie.
— Hérédité
On suppose que H,, est vraie.
On utilise la formule de la question 1 en replacant p par p + 1.

p+1
I 1) = —1 1
(n,p+1) n+%(n+,m
n+
In+1,p) =
( ) |

n+1l (p+1)n!

I(n,p+1) puis avec H,, : I(n+1,p) =
e ( P) p+1l(n+p+1+1)

pl(n+1)!
(n+p+2)!
— La propriété a été démontrée par récurrence.
(n!)?
(2n+ 1)V

I(n+1,p) = ce qui prouve H, .

En particulier, I(n,n) =

Exercice 21
Sia<betn,peN, calculer

J(n,p) = / (t—a)"(b— 1) dt

Solution
— Recherche : On cherche un changement de variable de la formet = au + (5 tel que
t=a<u=0ett=0>b< u=>b On résout donc le systeme

b=a . o
{Oz—l-ﬁ:b ssif=a,a=b—a

On obtient
t=0b—-a)ut+a

— Rédaction
0 :10,1] = [a,b],u— (b—a)u+a

¢ est de classe C' et



donne par le théoreme de changement de variable :
J(n,p) / fle
t—a=b—-auetb—t=(b—a)(l—u)
1
J(n,p) = / (b— a)"u™(b— a)’(1 — (b — a)du
0

J(n,p) = (b—a)"*"*I(n,p)

J(n,p) = (b— a)"+p+1m

Exercice 22
Soit n, p € N. Calculer

w/2
K(n,p) = / cos?™T1(0) sin? 1 (9)do
0

Solution
La fonction ¢ :| 0,7/2] — [0,1],0 +— cos*(f) est une bijection de classe C'. Par le
»(0)
théoreme de changement de variable I(n,p) = / f(t)dt
e(m/2)
[np)= | fe(0)e '(0)d0 f(p(6)) = cos™ () (1 — cos*(9))"
f(p(0)) = cos ”( ) sin” p(0)
©'(6) = —2sin(f) cos(9).
F((0)¢(6) = —2cos™ () sin™*(6)
0
I(n,p) = / cos®™ () sin? ! df
/2

pln!

I(n,p) = 2K(n,p) donc K(n,p) = ntptr 1)

Exercice 23

w/2
Soit n € N. En déduire la valeur de / sin? ™ (u)du
0

Solution

/2 1
: K(n,n) = / cos®(0) sin®"*t K(n,n) =

0

22n+1

w/2
/ sin®"*1(26)df en utilisant le
0

changement de variable v = 26,2*"*'K(n,n) = / sin® ™ (u)1/2 du 22"*2K(n,n) =
0

/ sin® ™ (u)du Puis par le changement de variable v = 7 — u : / sin® ™ (u)du =

0 w/2

0 T w/2
/ sin® ™ (7 — v)(=1)dv / sin? ™ (u)du = / sin” ™ (v)dv et par la relation de
0

/2 /2



w/2 w/2
Chasles : 2*""2K (n,n) = 2/ sin® ™ (u)du donc / sin® ! (u)du = 22" K (n, n)
0 0

w/2 22n(n|>2
s 2n+1 du = .
/0 sin”"" (u)du 2n+ 1)1
Exercice 24
Si(p,n) € N?, calcul Zp: p (U
i(p,n calculer _
Solution
1 Inl
Si (p,n) € N* I(n,p) = /0 t"(1—=t)? dt I(n,p) = ﬁ Par le binome de Newton :

Par linéarité de 'intégrale :

I(n,p) = ” (i) [%]:

So.ti p\ (=DF — pl
1 —~\kJn+k+1 (n+p+1)




