CYCLE PRE-ING - DEUXIEME ANNEE
TECH SEMESTRE 1 - 2022/2023

SERIES - TD2-B
SERIES DE FONCTIONS

Exercice 1.
Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite
d’applications (fy)neN, o0t pour tout n € N, f,, : E — R

L fo(z) = gsurk = [0, 1].

- fu(®) = 155552 sur E =R puis swr £ =] — 00, —a] U [a, +o0[(Va > 0).

_ z"—1 _
= mrsur B =Ry,

= {a sur B = [0;1] puis sur E = [0, a] ou a €]0; 1

:%surE:[O,l], n#0

(z)
()
()
(z)
(x) = e ™ sin(nz) sur E = Ry puis sur E = [a;1] ou a €]0; 1]
()
()
()
)

= ¢ gin (nz?) sur E = [0,1] puis sur E = [a,1] ou a €]0,1]

= sin"(z) sur £ = [0, 5] puis sur £ = [0;a] ot a €0, §|
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:Sin<\/$+4ﬂ'2n2)* L sur E=R;, n#0

41n

10. fu(x) =n%ze ™ sur E = Ry, avec o € R

Exercice 2. Soit k un entier positif ou nul et (fy),cn- définie par f,(z) = mf_ﬁn (pour kK = 0 on
1
admet que = —);
met que fo(z) $2+n)7

1. Pour quelles valeurs de k cette suite converge-t-elle uniformément sur R ?
2. Pour quelles valeurs de k cette suite converge-t-elle uniformément sur toute partie bornée de R ?

Exercice 3.
Un peu de théorie

1. Soit (fn), > la suite des fonctions R dans R, définie par
0 si z €] — 00,0]
n’x six e [O, %]
(1—n2)x—i—2n—% sixe[%,%]
% six € [%, —1—00[

Montrer que
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(a) (fn) converge simplement vers une fonctions f que 'on déterminera.
(b) (fn o fn) ne converge pas simplement vers f o f.

2. Soit (f,) une suite de fonctions continues de R dans R.
On suppose que f, converge uniformément sur R vers une fonction f.
Montrer que la suite (fy, o f,) converge simplement vers f o f.

S|=

3. Soit & présent la suite de fonctions (fy),~; définie, pour tout = € R par (fn(z)) = 2 +
Montrer que

(a) la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f que 'on déterminera.

(b) la suite (fn o fn) ne converge pas uniformément sur R vers f o f.

Exercice 4.
Soit (fn),ey la suite de fonctions définie sur [—1, 1] par

x
o) = T

1. Montrer que (fp), ey converge uniformément sur [—1,1] vers la fonction nulle.
2. Etudier la convergence de (f},), oy sur [—1,1].

3. Soit (gn),cn- la suite de fonctions définie sur [—1,1] par

In (1 + n2z?
gn(z) = (zng)

Montrer que (gn),cn+ converge uniformément vers la fonction nulle sur [—1, 1].

Exercice 5.
Pour n € N, soit f, : [0,1] — R définie par

n*z(1 —nz) size0,2]
= )
fn(2) { 0 sinon

1. Etudier la convergence simple de (fy),cy

2. Calculer

/O Lt

Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonctions (fy),cxn?
3. Soit a €]0,1[. Etudier la convergence uniforme de (fy),cy sur [a,1].

Exercice 6.

Calculer . . .
x

lim " dz et lim xin

n—oo Jo n+x n—oo | (1+x2)
Exercice 7.

: : o ne * +a?
1. Montrer que la suite (fy),, de fonctions définies sur [0,1] par f,(z) = g comverge
Z n+x

uniformément sur [0, 1] vers une fonction f & déterminer.
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2. En déduire la nature de la suite de terme général

Up = —dx
0

n—+x

Exercice 8.

1. Montrer que la suite de fonction (fy),,, définie sur [0, 1] par

3 —x
-2

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que 'on déterminera.

2. Montrer que l'on a convergence uniforme sur tout intervalle [« 1] avec a €]0, 1[. A-t-on conver-
gence uniforme sur [0, 1]7

3. Montrer que |fn(x) — f(x)| est bornée sur [0, 1].

4. Déduire des questions précédentes la nature de la suite

1n (.CES —i—x) e ¢
“n—/o S —

Exercice 9.

Soit (fn),en une suite d’applications de R dans R convergeant uniformément sur R vers une appli-
cation f: R — R.

1. Soit ¢ : R — R une application.
Montrer que (fy, © ¢), oy converge uniformément vers f o ¢ sur R.

2. Soit ¢ : R — R une application uniformément continue sur R. Montrer que (1) o fy,),, .y converge
uniformément vers ¢ o f sur R.

3. Que peut-on dire si ¥ n’est pas uniformément continue ? Prendre f,(z) = x + % et Y(z) = 22
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