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Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite
d’applications (f,)nen, oU pour tout n € N, f,, : E — R.

1. fulz) = Y swE= [0,1].

14+ nz

2. fo(z) = # sur F =R puis sur E =] — 00, —a] U [a, +00[ (ot a > 0).
x

3 fr) =L L g E=R
- fnl@) = g sur E=Ry

1—2" . N
4. fn(x):msurE:[O,l] puis sur E = [0,a] ou a €]0, 1].

x

ne-* 2

5. fn(.’If'):WSUrE:[O,l], n;éO

6. fn(x) =e "sin(nz) sur £ =Ry
7. fo(z) = e*"mzsin(n:cz) sur £ = [0,1] puis sur E = [a,1] ot a €]0,1]
8. fu(z) =sin"(z) sur £ = [0, g] puis sur E = [0,a] ot a € }0, g[
9. fo(x) =sin(vx + 472n?) — ﬁ sur E=R;, n#0
10. fu(z) =n“ze ™ sur E =R, , avec « € R

wk
x24n"

1. Pour quelles valeurs de k cette suite converge-t-elle uniformément sur R.

Exercice 2. Soit k un entier positif ou nul et (f,)nen+ définie par f,(z) =

2. Pour quelles valeurs de k cette suite converge-t-elle uniformément sur toute partie bornée de R

Exercice 3. Soit (f,),>1 la suite des fonctions R dans R, définie par

si @ €] — 00,0,

IS O

2y si @ €0, 1],

1-n*)z+2n—21 si zell 2]

—~

si @ € [2,+o0]

3=

1. Montrer que
(a) (fn) converge simplement vers une fonctions f que 'on déterminera.

(b) (fn o fn) ne converge pas simplement vers f o f.



2. Soit (f,,) une suite de fonctions de R dans R. On suppose que f, converge uniformément sur R vers une
fonction f. Montrer que la suite (f, o f,) converge simplement vers f o f.

3. Soit & présent la suite de fonctions (f,),>1 définie, pour tout = € R, par (f,.(z)) = 2 + % Montrer que
(a) la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f que ’on déterminera.

(b) la suite (f, o f,) ne converge pas uniformément sur R vers f o f.

Exercice 4 . Soit (f,)nen la suite de fonctions définie sur [—1, 1] par

x
o) = T

1. Montrer que (f,)nen converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction nulle.
2. Etudier la convergence de (f!)nen sur [—1,1].

3. Soit (gn)nen la suite de fonctions définie sur [—1, 1] par

In(1 + n?z?)
@) = =

Montrer que (g, )nen+ converge uniformément vers la fonction nulle sur [—1,1].

Exercice 5. Pour n € N, soit f, : [0,1] — R définie par

. n2(l —nz) size {o, H

0 sinon

1. Etudier la convergence simple de (f,,)nen.
2. Calculer

/0 1 Fu(t)dt.

Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen?

3. Soit a €]0, 1[. Etudier la convergence uniforme de (f,)nen sur [a, 1].

Exercice 6 . Calculer
L ne® ! 5

I do et i i
1im i € 1m —_— .
n—oo Jo N+ X n—oo Jq (1 +1‘2)"

Exercice 7.

1. Montrer que la suite (f,),> de fonctions dfinie sur [0, 1] par f,(z) = % converge uniformément
sur [0,1] vers une fonction f & déterminer.

2. En déduire la nature de la suite de terme général

Y ne= 4 22
Uy = —dx
0 n+x



Exercice 8.

1. Montrer que la suite de fonction (f,)n>o définie sur [0, 1] par

n(x?® + z)e™™

fn(@) = nr+ 1

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que ’on déterminera.

2. Montrer que l'on a convergence uniforme sur tout intervalle [, 1] avec « €]0,1[. A-t-on convergence
uniforme sur [0, 1] ?

3. Montrer que | f,(z) — f(x) | est bornée sur [0, 1].

4. Déduire des questions précédentes la nature de la suite

1 3 —z
Up = / 7n(;v +a)e dx
0 nx +1

Exercice 9 . Soit (f,)nen une suite d’applications de R dans R convergeant uniformément sur R vers une
application f: R — R.

1. Soit ¢ : R — R une application.
Montrer que (f,, © ¢)nen converge uniformément vers f o sur R.

2. Soit 1 : R — R une application uniformément continue sur R.
Montrer que (¢ o f,)nen converge uniformément vers ¢ o f sur R.

3. Que peut-on dire si 1) n’est pas uniformément continue ?

Prendre fn(z) =z + 1 et Y(x) = 2.
n

Exercice 10 . Soient f : R — R une fonction continue et (f,)nen+ une suite des fonctions définies sur R par
falz) = flz+ ).

1. Montrer que (fy,)nen+ converge simplement vers f sur R.

2. (fn)nen~ converge-elle uniformément vers f sur R? justifier votre réponse.

3. Montrer que, pour tout (a,b) € R? la suite de fonctions (f,)nen+ converge uniformément vers f sur [a, b].



