CYCLE PRE-INGENIEUR

T EC H PREMIERE ANNEE

AcEBRE II - 2023/2024

Corrigé TD2 : Systemes Linéaires

1. Systemes Linéaires

Exercice 1

1. Par substitution
9
2r+y=1 - y=1-2z N =11

3z + Ty = —2 3r+T7(1—2z)=-2 y

Par pivot de Gauss

[~

[y
[

2r+y=1 (Ll)@ 2r+y=1
3x+Ty=-2 (L2) 3r —7(2x)=-2-Tx1 (L2)-7(L1)

2 =1 r=2
- xr+y N 117
—1lz = -9 y=—=

2. (a) Utilisons la méthode par substitution

ar+y =2 - y=2—ax N y=2—ax
(a®> + 1)z +2ay =1 (a® + 1Dx+2a(2 —az) =1 (1-a®)z=1-4a

Sia? =1, 1— 4a # 0 donc le systeme n’a pas de solution.

Sia?#1,
g 1—4a 2d®2—a—+2
a 1—a2’ 1—a?

(b) On résout en effectuant la somme et la différence

(a+Dz+(a—-1)y=1 - ar + ay =
(a—1z+(a+1)y=1

Si a = 0, la premiere équation est équivalente & 0 = 1 donc il n’y a pas de solution.
S=10

Si a # 0, on effectuera a nouveau somme et différence :

:U+y:$ - x:%
r—y=0 y:i



Exercice 2

a)

r+y—2z=0 (I
x—y=0 (II)

r+4y+2=0 (1)

r+y—2z=0
Sqr=y

2z +5y =0 (II) + (1)

En remplacant y par x dans la derniere équation, on obtient x = y = 0 et z = 0 avec la premiere

équation.

b)

3r—y+2z=a (I
—r+2y—3z=0b (II)

r+2y+z=c (1)

S =1{(0,0,0)}

3x—y+2z=a (I
b +z=b+2a (IT)+2(I)
Tr+5z=c+2a (III)+ 2(I)

3r—y+2z=a (I

& =182 =T7(b+ 2a) — 5(c + 2a)
—18z = ¢+ 2a — 5(b + 2a)

54

-

r+y+2z=5 (I
x—y—z=1 (1)

x+z=3 (II)

=

7(11) — 5(I10)
(I11) — 5(II)

3r—y—+2z2=a

5 — —da—Tb+5¢
18
_ 8a+5b—
o = Sp=e
8a+5b—
= Sp=e
2a—b-7
y="q5
_ —4a—T7b+5
S
y+z=2 (I)— (1)
& —y—2z=-2 (II) — (III)
r+z=3
y+z=2
—z=0 (I)+(II)
r+z=3



r=3

SSy=2
z=0
S ={(3,2,0)}

Exercice 3

ri+aratast+azs=1 (I)
x1+xo —xg —xg = —1 (II)
x1 —xo+x3 —xy =1 (III)
ry—x9 —x3+ x4 =—1 (IV)

— On peut utiliser le pivot de Gauss sur la premieére équation.

— On peut également effectuer les demi-sommes ou les demi-différences des équations 2 a 2 pour
obtenir des simplifications importantes.

— Plus rapidement, si on effectue la somme de toutes les équations, on obtient : 41 =0

Ensuite (I) + (II) permet de conclure que x2 =0

Puis () + (IV) permet de conclure que x4 = 0

Et enfin avec n’importe quelle équation on obtient z3 = 1

On vérifie que (0,0,1,0) est bien solution donc S = {(0,0,1,0)}

Exercice 4

On applique la méthode du pivot de Gauss :

r+2y+324+2t=0 Ly x4+ 2y+3z2+2t=0 Ly
—2x+3y—52z+ t=0 Lo Ty+ 2z+5t=0=0 Ly <+ 2L1+ Lo
3r—4y+T7z—3t=-5 Ls = 10y +224+9t=5 Ly <+ 3L1— L3
20 +3y+8z2+2t=—-6 L4 y—2z+2t=6 Ly <+ 201 —14
r+2y+ 324 2t=0 Ly
y+ z+ 5t=0=0 Lo
< 4z + 13t =35 Ls < 7L3—10Lo
152z — 9t = —42 Ly <+ Lo—TLy
r+2y+3z2+ 2t=0 Ly
Ty+ z4+ 5H5=0=0 Ly
< 4z+ 13t =35 Ls

231t =693 Ly < 15L3— L4

D’oti 'ensemble solution réduit & un élément : S = {(1;—2; —1;3)}.



Exercice 5

On applique la méthode du pivot de Gauss :

r+2y— z2+4+3t=-1 Ly r+2y— z+3t=-1 Ly
3r+ y+ z+2t=6 Lo S5y —4z + Tt = -9 Lo
54
r—3y+32z— t=5 L3 5y — 4z + 4t = —6 L3
Sr+dy— z4+T =5 Ly oy —4z+8t=—-10 L4
r+2y— z+3t=-1 L
T+2y— =z
5y —4dz4+Tt=-9 Lo
< = oy — 4z
3t =-3 Ls <+ Lo—Lj
t=-1 L4 <—L4—L2
2y — =z =-—x+2 I z =x+2y—2
& 5y — 4z =-2 Lo & 3y =—4x2+10

t=-1 Ls t=-1
En résolvant ce systéeme, on trouve ’ensemble infini de solutions :

4 10 5 14
S—{:c,—gx—i-?,—gm—i-?,—l]a:e(:}

Exercice 6

1. On applique la méthode du pivot de Gauss :

r— y+z=m I [$— y+ z=m Ly

r+my—z=1 Lo & (m+1)y—2z2=1—-m Lo

x— y—z=1 L3 2z2=m—1 Lj
m+1

BANFE

X
< Y(m+1y=0
y = m=1

2

ler cas : m = —1. Le systeme admet une solution infinie :

S={(y,y,-1) |y € C}

2nd cas : m # —1. Le systeme admet une solution unique :

s= {505 )

(—3L1—L2
—Li— L3
(—5L1—L4

=2
= -2

<—L2—L1
(—Ll—Lg



r+ y+mz+t=m+1 Iy

r+my+ z+t=m Lo
mr+ y+ z+t=1 Ls
T+ Y+ mz + t=m+1 Ly
(m—l)y+ (1—m)z =1 Ly <+ L—-2-1,4
1-—my+(1-m?)z+(1-mt=-m?-m+1 L3 < L—-3—ml
ler cas : m = 1. Le systeme équivaut alors a :
T+ y+ z+ t=2
Oy + 0z =1
Oy+0z4+0t=1
L’ensemble des solutions est alors vide.
2nd cas : m # 1. Le systeme équivaut alors a :
T+y+ mz+t:m—1i—1
v- Gy
m“+m—1
y+(m+1)z+t=——" =
m—1
Ce qui donne le systeme final :
z+y +t=-mz+m+1
t =m0t (4 2)2
L’ensemble des solutions est alors infini :
m 1 m(m + 1)
S = - - — 2 C
{z T A T (m+2)z|ze }
Exercice 7
1. On applique Pivot de Gauss
ar+ by+ z=1 Iy T+ by + az=1 Ly
r+aby+ z=0» Lo = b(a—l)y—|— (l—a)z:b—l Ly <+ Ly—1,4
x4+ by+az=1 L3 b(l—a)y+(1—-a®>)z2=1—a L3 < L3—al
T+ by + az =1 Ly
& bla— 1)y + (1—a)z=b—-1 Lo
(1—a)2+a)z=b—a L3 <+ L3+ Lo



— ler cas : a ¢ {—2,1}. Deux nouveaux cas se présentent :
— Si b # 0, 'ensemble des solutions est réduit & un unique élément :

B a—2>b ab+b—2 a—2>b
S‘{(a—1)(a+2)’b(a—1)(a+2)’(a—1)(a+2)}

— Si b =0, le systeme équivaut a :
z + az =1
(1—a)z=-1
(1-a)24+a)z=b—a

Le systeme n’a alors de solutions que lorsque a = a + 2, ce qui n’est jamais vérifié. Donc
dans ce cas, I’ensemble solution est vide.

— 2e cas : a = 1. Deux nouveaux cas se présentent :
— Si b # 1, 'ensemble des solutions est vide.
— Sib=1,alors S = {(x,y,1 — 2 —y) | (z,y) € C*}.
— 3e cas : a = —2. Le systéme est alors équivalent & :
r+ by—2z=1
—3by+3z=0b—-1
0z=b+2

Deux nouveaux cas se présentent :
— Si b # —2, 'ensemble des solutions est vide.

— Si b= —2, alors le systéme est équivalent & :
r—2y—2z=1
29+ z=-1

0z=0
L’ensemble des solutions est alors ’ensemble infini :

S={(-1-2y,y,—1—-2y)|yeC}

r4+ay+bz=a Iy T+ ay + bz=a Ly
r+by+az=>b Lo (b—a)y—(b—a)z=b—a Ly <+ Ly—1I1,
ar+ y+bz=a L3 = axr + Y+ bz=ua Ls
br+ y+az=>b Ly (b—a)x —(b—a)z=b—a Ly <+ Ly—1Ls3

— ler cas : a # b. Le systéme équivaut alors a :
(a+b+1)z=-1
Y =z+1
T =z+1

Deux nouveaux cas se présentent :



— Sia+b# —1, 'ensemble des solutions est réduit a un élément :

a+b a+b ~ 1
Cla+b+1"a+b+1" a+b+1

— Sia+ b= —1, 'ensemble des solutions est vide.

— 2nd cas : a = b. Le systeme équivaut alors a :

T+ay+taz=a r+ay =a(l—z2)
=
ar+ y+az=a

Trois nouveaux cas se présentent :
— Sia = 1, 'ensemble des solutions est ’ensemble infini S = {(z,y,1—z—y) | (z,y) € C?}.
=1y,
z=1
L’ensemble des solutions est l’ensemble infini S = {(z,z,1) | x € C}.

— Sia = —1, le systeme équivaut a :
— Sia ¢ {—1,1}, 'ensemble des solutions est ’ensemble infini :

S = {ail(l—z),cﬁl(l—z),z}

Exercice 8

Résoudre le systeme de n équations suivant, d’inconnue (z1,...,x,) € C" :
1 + x2 + x23 + ... + z, =1, Iy
r1 + 220 4+ 223 + ... + 2z, =1, Lo
r1 + 220 4+ 3x23 + ... + 3x, =1, Ls
r1 + 229 4+ 323 + ... + nz, =1, L,

On applique la méthode du pivot de Gauss :

(."L‘l + 9 + x3 -+ + xy :1, 14
r9 + I3 + + x, =1, Lo+ Ly— 14
r3 -+ + :1, L2<—L3—L2

Tpn-1 + T = 17 Ln—l — Ln—l - Ln—2
x, = 1. L,+ L,—L, 1

\

Il en résulte immédiatement que l’ensemble solution est réduit & un élément : S = {(1,0,0,...,0)}.



1 Rang d’une matrice

Exercice 1

-1 1 2 1 -1 1 2 1
A= -2 2 4 I ~ 0 0 0 11 —-21
-1 1 2 117 0 0 0 117 -1

Une seule ligne ne contient pas que des 0 donc le rang de la matrice est 1

4 0 2 2 1 2 01 1 1/2 2 01 1 I
B=1|2 3 4 1) Il ~|2 3 4 1 I ~10 3 3 0] II-1
6 0 3 3/ III 2 01 1) I11/3 00 00 III-1T
Le rang de la matrice est 2.
1t 1 1 1 t 1 I 1 t 1 I
VteR,C=|t 1 1 II ~|t—1 1—t 0| II—-I ~ |0 —(t—1)2 0 IT—-1(t—1)
1 ¢ 1) III 0 0 of I1I1r—-1 0 0 0 117
Sit =1, le rang est 1.
Sit#1, le rang est 2.
1 2 1 2 I 12 1 2 I 121 2 I
D -2 -3 0 =5 II o 1 2 -1 IIr+1 01 2 -1 17
4 9 6 7 117 0o 1 2 3 117 —41 000 4 1171 -1
1 -1 -5 5 v 0 -3 -6 3 v -1 000 O 1V + 311

Il y a une seule ligne de 0 et 3 lignes non compléetement nulles donc le rang est 3.

1 1 1 I 1 1 1 I
E=1|b+c c+a a+b]| II ~|0 a—-b a—c | IT—(b+c)l
be ca ab II7 0 ca—bc ab—be IIT — bel

1 1 1 1
~10 a—-b a—c 11
0 0 (b—ca—c)) III—cll

Sia=0b=c,lerang est 1 (2 lignes de 0).
Sia#betas#betac, lerang est 3.
Sinon : si a = b, ¢ # a, le rang est 2 car a # c.
Sia=c, b#a,lerang est 2 car a # c.
Sib=c, a#b,lerang est 2 car a # c.

1 cos(x) cos(2x) I 1 cos(z) cos(2x) I
F =1 cos(x) cos(2x) cos(3x)| II ~ |0 cos(2x) — cos® x cos(3x) — cos x cos(2x) IT — cos(x)I
cos(2z) cos(3x) cos(dx)/ III 0 cos(3z) —coszcos2xr  cos(4x) — cos(2z)? I11 — cos(2z)1



1 cos(x) cos(2x) I 1 cos(x) cos(2zx) I
~ 10 —sin?z —sinzsin(2x) | Il ~ |0 —sin?z —2sin? z cos x 11
0 —sinzxsin2z —sin? 2z 117 0 —2sin?zcosx —4sinxzcos?xz/ IIT
1 cos(x) cos(2x) I
~ [0 —sin?z —2sin?xcosx 11
0 0 0 II1T —2cos(x)I1

Si z = 7 27| alors rang(F) =1
Si x # 7 [27] alors sinz # 0 donc rang(F') = 2

Exercice 2

On applique pivot de Gauss

3 2

1 a a° a 1 a a

a a® a® 1 0 1 —a*
a2 ¢ 1 o |0 0 1-d
ad 1 a d 0 1—a* a—add

3 2 3

a 1 a a a
a—a® 01 —a* a-4d°
a—a® | o0 1-a* a—d°
a? — a® 00 0 1-at

Si a* =1 le rang est 1 car les lignes 2, 3 et 4 sont nulles. Dans tous les autres cas, le rang est 4.

On peut également procéder de la maniere suivante :

on soustrait a une ligne a fois la ligne

précédente. On obtient plus rapidement le méme résultat :

1 a a?
01 —a*
00 1—a*
00 0

a
a—a®
a—a’
1—a*



