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Exercice 1

Donner un exemple de suite :
@ Croissante et majorée.
@ Ni croissante, ni décroissante.
© Ni majorée, ni minorée.

Solution : Pour chaque point nous allons donner un exemple, mais ces exemples ne
sont pas les seuls. Essaye de trouver des autres exemples de suites satisfaisant les
propriétés demandées.

© Croissante et majorée : Pour tout n € N, soit

1
n+1

up,=1—
Alors

1 1 1 1 1 1 1 <0
Upy1 —up = (1— —(1- = _ — )
i " n+2 n+1 n+1 n+2 (n+1)(n+2)

Donc up, est croissant. De méme

1
VvneN, -——— <0 = 1-
n+1

Donc up, est majorée.



Exercice 1

@ Ni croissante, ni décroissante : Pour tout n € N, soit
. /nT
up = sin (7) .

1 sin=1+4k, keN
up = 0 sin=2k, keN
—1 sin=3+4k, keN
Alors u, n'est ni croissante, ni décroissante.

Notons que

© Ni majorée, ni minorée : Pour tout n € N, soit

n si n est pair,
Up = . T
" —n si nest impair.

Notons que
lim wyx =+

et lim  upgy1 = —o00.
k—+o00 k—+o0

Alors u, n'est ni majorée, ni minorée.



Exercice 2

Ecrire 3 I'aide de quantificateurs les propriétés suivantes :
Q La suite (u,) est positive a partir d'un certain rang.
@ La suite (u,) est constante a partir d'un certain rang.
@ La suite (u,) est croissante a partir d'un certain rang.

Solution :

Q La suite (u,) est positive a partir d'un certain rang :
ANeN, Vn>N, u,>0.

@ La suite (u,) est constante a partir d'un certain rang :
INeN, Vn> N, u, = upn.

@ La suite (u,) est croissante a partir d'un certain rang :

INEN, Vn> N, Ups1 > Un.



Exercice 3

Déterminer les limites des suites ci-aprés en revenant a la définition (avec
les quantificateurs) :

1 2+1
a) u,,:n+ b) v,,:n+

N2 c) w,=-3x2"!




Exercice 3

_ n+l |
(2) un = 715 : Nous avons

i 1
n+1 . n(1+%)_ . 1+%:,,Il,r201+n

- > =1L
lim 1+ =
n—oo

lim = lim = lim
n—oo N4+ 2 n—o0 n(1—|—%) n~>oo]_—|—%

Maintenant, pour montrer |'égalité précédente en revenant a la définition de la
limite, on doit vérifier

Ve>0, INeN, VneN, (n>N = |u,—1|<¢).
Soit € > 0, on cherche N € N, tel que
vYn> N, |u,—1|<e.
C’est-a-dire, on cherche N € N, tel que

vYn> N, n+171 <e <= Vn>N, LM <e€
n+2 n+2

<~ Vn2>N, <e
n—+2

<= Vn>N,1<n+2
€
1

<

Yn>N, = —2<n.
€



Exercice 3

Ainsi
1
lup—1]<e <= =-2<n.

€

Posons N = E (1 —2) + 1. Alors pour tout n > N, nous avons

1
n>N>=-2 = |u,—-1l<e = lim wu,=1.
€

n—+o00



Exercice 3

(b) vo = 241 . Nous avons

n+1
. 1
ont+1 . n(n+1%) . n+1 n"j‘;”"’;
lim = lim = lim T == - = +oo.
n—soo n+1 n%oon(]_+;) n~>oo]_+; lim ]_+;
n— oo

Maintenant, pour montrer I'égalité précédente en revenant a la définition de la
limite, on doit vérifier

YM >0, ANeN, VneN, (n>N = v, > M).
Soit M > 0, on cherche N € N, tel que
Yn> N, v,>M.
Or on sait que

2 2 .
n2—|—1>n2—1 — n+1>n 1:(n 1)(n+1):n—1
n+1 n+1 n+1

Donc il suffit de garantir
n”+1
n+1

> M.

n—1> M pour obtenir



Exercice 3

Sachant que
n—1>M < n>M+1,

il suffit de poser
N=EM+1)+1

Alors pour tout n > N, nous avons

241
-t >M —= lim v, = +4o0.

n>M+1
n+1 n——+o0o



Exercice 3

(c) wa = —3-2"" : Nous avons
lim —3.2""' = —31lim 2.2" = —6 lim 2" = —6 - (+00) = —o0.
n—oo n—oo n—oo

Maintenant, pour montrer |'égalité précédente en revenant a la définition de la
limite, on doit vérifier

Vm<0, INeEN, VneN, (n>N = w,<m).
Soit m < 0, on cherche N € N, tel que
Yn>N, w,<m.

C’est-a-dire, on cherche N € N, tel que pour tout n > N, nous avons

3.2 oy e 2 —g — In (2”*1) > In (;3’")

— (n+1)In(2) > In (’T’")
— (ht1)> '”lrf(_j;)

In (57)

In(2

<~ n> —1.

~



Exercice 3

Ainsi

Wp<m < n>

Posons N = E (lnl(n(;")’) — 1) + 1. Alors pour tout n > N, nous avons

In (57) :
n>N> -1 = w,<m = lim w, = —o0.
In(2) n—+o0



Exercice 4

Déterminer si elles existent les limites des suites définies par :

1092n2

a) nr b) Vn+2—+/n

d) n+vn—+vn e Vm+n+1l—+n2+1
(G i 1 Fcosn

&) 20 4 50 h) sin(n) — 3n?

A faire chez soi :

J) Vati-yn Ky yn-l

)
f)

i)

Vnsinn
n++/n
(=)' +n
n+7yn
1 2 n
—Z+ S+

n?  n?

2n _ 3n+1

vn+1

m) VnP+2n+3—+vn?+n+1
Solution :
a) up = lr?fn’f : Nous avons
92 2 3 10021 1
lim 107n = lim n—«l 2 = 10" lim n
n—oco N+ N naoon?’?{—]_ n—oo = + 1

N

52n



Exercice 4

b) u, =+/n+2—+/n: Nous avons

VITE-VE = (VaF2ove) Y2
2

n+2—n

Jnt2+yn vnt2+n

Donc

2
lim vVn+2—+v/n = I|Im ———
n— o0 f n—>oo,/n_|_2_|_\/ﬁ
2 2
lim vVn+2+/n +oo
n—00

=0.




Exercice 4

_ asin(n) .
c) u, = “oive - Nous avons

Vnsinn n (% : sin(n)) V. sin(n) ﬁ -sin(n)
1

n+vn n (1+ﬁ) B T
Donc
. /n-sin(n) . % +sin(n)

lim ———~* = lim 1 I
n—oo N+ \/ﬁ n— oo + W

B nl|_>moo 7 -sin(n) 0

= =1=
Jim 1+ 7



Exercice 4

d) un = +/n++/n—+/n: Nous avons

n _Jn = R ). MntVntn
+ff_( e f) e
n++n—n

Vn
1/n(lJr#)Jr\ﬁ

Vn _ 1
Vi [1+ o+ 1+ 2= +1

1
lim \/n++vn—+n = Iimi
n—oo n— oo /1+ +1

L 1
lim /1+ 2 +1 2
n—oo

Analyse

Donc




Exercice 4

(€) un=+vm*+n+1—+/n+1: Nous avons

ViP+n+1+vVP+1
VPt n+1+vVm+1
P +n+l1—(n"+1) n

SVt l4VE+l Ve rnrl4Vi 41

Vietntl—-vVe+1=(mP+n+1-+n2+1)-

Donc

im V24 n+1—(Vn2+1)

n
lim
oo /2 +n+14Vn?+1
= lim

n
T ) e (1 3)

= lim .
""""n-\/1+%+"%+n-\/1+;12

. 1

= lim

n—oo 1 1 1
Viti+ 4142

1

2




Exercice 4

(f) up = EX" - Nous avons

n+7+/n
(=0 B4 B
lim ~———= |lim - —"—— = |lm ———
n—+4o0o0 n—‘,—?\/ﬁ n—+oo N 1+7ﬁ n—+4o0o ]_—|—7W
; (=1)"
N N
Am 1T
(8) un = (_zi)j;,f" : Nous avons

nyqn no(—3)" " _3yn
i E T L.wi“:< im L). i 31
notoo 20457 nmteo 57 ()74 n—-oo 57 ntoo (2)"4 1

2
— n“—+cos n .
(h) un = Gnim 32 - Nous avons
. n? +cosn N I 1
im —————— = |lm = —/—"— = lim —/—— 1 =—
n—+oo sin(n) —3n2  n—otoo p? S0l 3 pojoo sin(n) _ g 3

n? n?



Exercice 4

(i) un=2%+ % +... 5 : Nous avons

_ 1 2 n
up = ?-l-ﬁ-l-?
1+2+---+n
= T
_n(n+1)
2n?
_on+1
~ 2n
Par conséquent
im u,= lim = lim - = lim ==
n—+o00 n—+oo  2n n—-+oo n 2 nodoo D 5



Exercice 4

(i) un = v/n+1—/n: Nous avons

—(vn Vn+1l+4++/n
VIET V= (V- Vi) R
n+1—n 1

T Vati+yn Vatli+yn

Donc

I|m Vn+1l-vn= lim 1 = ! _0 _ 0
Consooy/n4+ 1440 nlirrm\/m+ﬁ_ +oo

(k) up — Y21 . Nous avons

T oVntl

lim vVn—1 im Vvn+(1-2) im vn+l 2
n—>+oof+1 n—+o0 f+1 n—>+ooﬁ+1 Vn+1
2
n—l>+oo\/>—|—1 0




Exercice 4

n_an+l
(1) up = £Z3— : Nous avons

_oon_3ntl . 3\" 2\"
im > — |im (=) -((2) -3
n—-4oo 52n n—+oo \ 25 3
. 3\" . 2\"
—nﬂToo(ggJ 'nﬂTm«g) ‘3> =0-0=0



Exercice 4

(m) un =+vn?2+2n+4+3 —+/n2 + n+1: Nous avons

vVRt2n+3—vVm+n+tl1 = (\/n2+2n+3—\/n2+n+1)
V2 +2n+3+Vn2+n+1
VR 2n+3+ V2 fntl
" +2n+3—(n?+n+1)
V2 +2n+3+vVn2+n+1
n—+2

V2 +2n+3+vVn2+n+1
n(l+%)

n\/1+2%+n—?’2+n\/1+%+n%

Donc
1+2
lim \/n2+2n+3—\/n2+n+1 = lim n
n—+00 n~>+oo\/1_"_2%_’_”%_~_\/1_i_%_i_ni2
i 2
nl:ToolJ'_" _1

. 1. 3 1,1 2
Jim 142k i+ 1ele )



Exercice b

Etudier les suites de terme général :

Qunzzn:rbn,aveca7b>0
Qu=1+a+a*>+---+a",aveca>0
Solution :
a"—b" . N .
(1) un = : Nous avons trois cas a étudier. Si a = b, alors
a" + by
vneN, a"-b"=0 =— VneN, uy,=0 = lim u,=0.

n—+o0o
Si a > b, alors on écrit

a"—b"  a" 1—(

b

Puisque 0 < g < 1 on en déduit

n n__ pn 1— b\" lim 1-— (
||m é — 0 BN ||m Q — ||m (a) — n—-+oo
n—+oo \ a n—+oo " 4+ b" n—+oo 1 + g




Exercice b

Si b > a, alors on écrit

a"—b" b (3 -1
an+bn b (3)" 1

Puisque 0 < § < 1 on en déduit

a\n PLEN (3)"7 lim % -1
lim (2)" =0 = iim = lim bl S g
n—+oo \ b n—+oo @" + b"  n—+oo (%) +1 —ILT (%) 41



Exercice b

(2) up=1+a+a*+---+a" avec a> 0 : Nous avons

lpatatqan={ JF1 2=t
T =t g £1
a—1 .
Par conséquent
lim n+1=+4o00 sia=1,
. n—oo
le l+ata®+---+a"= . lim a"1-1
n—oo H —1 _ n—+oo .
nll)ngo T = — si a# 1.
Maintenant
. n_ ) +oo siax>1 . n_ | Hoo sia>1,
. 2 _{ 0 si0<a<l —AmIT =0 L Go<act



Exercice 6

Déterminer si elles existent les limites des suites définies par :

o lim (1+%) x€ER

n——+o0
In(1 -+t
Indication : |im M =1
t—0 t
Q@ Ilim VvVn?
n——+o00
P +2n+3
i )
Q HJToosm (n+1 7r>

A faire chez soi :

a) n b) In (1:2")




Exercice 6
(1+2)" xeR:Six=0,alorsVn €N, (1+2)" =1, donc

O N
lim (1 + 9) =1.
n—-+oo n

Supposons x € R*, nous pouvons écrire
X\n x\n
(02) = en(ni+2))
n n
X
= exp <n|n (1 + 7))
n

e (Zenm(14%)) = e ('“”)

X

Maintenant
@ Pourtout x € R, Ilim % =0.
n—+oo N

o lim M) —

t—0
Le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, avec

In(1+ t) ot uX

f(t)= —= n ,
t n
nous permet donc de conclure
In(1+4+ % In(1+4 2
lim <(X")> =1 —= lim (x- (X")> = x.
= n—+o00 3

n—-+oo
n



Exercice 6

Finalement, notons que
lim exp(t) = exp(x).

t—rx
Le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, avec

X I

f(t) =exp(t) et wu,=

n

nous permet donc de conclure

. In (1 =+ %) _ . X\ N _
nkrroo exp (x : X> =exp(x) = lim (1 + ;) = exp(x).

n—+o00
n



Exercice 6

(2) lim +v/n? : Commencgons par noter que

n—+oco
/2 = nn = exp (In (n%)> = exp (% In(n)> .

Notons maintenant que
quand x tend vers 0, I'application e tends vers 1.

Par conséquent, en démontrant que

lim 2 In(n) =0,

n—+oco N
le Théoreme de composition a gauche , avec
2
f(x) =exp(x) et u,= =In(n),
n

nous permet donc de conclure

lim Vn?2= lim exp (gln(n)> =1.
n—-+oo n

n—+o0o



Exercice 6

Montrons donc que
. 1
lim =In(n)=0.
n—+oco N

Pour cela, on commence par noter que

Vx ERY, x< e = In(x)<x.

VneN', n=(v/n? = In(n)=In ((ﬁf) = 2In(v/n).
Grace au point précédent on obtient donc I'inégalité
In(n) = 2In(v/n) < 2v/n.
D’ou on conclut
In(n) 2yn 2
n STn Jn

D’apres le Théoreme d’Encadrement nous pouvons donc écrire

D

VneN", 0<In(n)=2In(v/n) <2y/n = 0Z<

0< lim M< lim i:O == lim M:O.

n—+oco N n—+o00 \/E n—+oco N



Exercice 6

Puisque
In(n)

lim =0
n—+o00 n

du Theoreme de Composition a gauche par une fonction, on conclut

lim V2= lim exp (iln(n)) =1.

n— 400 n—+o0o



Exercice 6

. .2
(3) lim sin (%ﬁ”ﬂ) : Nous avons
n—+00

240 5 )
sin <%nl+37r> =sin ((n + )m + ﬁwl) = cos((n+ 1)x)sin (n—:—rl) .
Donc
.. (n*+2n+3 ) , o
n_l:rfoo sin <?w> = n_l:rfoo cos((n+ 1)7)sin <m> .
Maintenant
° M =0

@ Quand x tend vers 0, I'application sin(x) tend vers 0.

Le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, avec

2w

f(x) =sin(x) et u,=

nous permet donc de conclure

. . 2w
lim sin =0
n—-+oo n+1




Exercice 6

Finalement, puisque pour tout n € N nous avons
—1<cos((n+1)r) <1.
Nous pouvons écrire

. 2w . 2T . 21
— AT ) < + T ) < Ml I
sin (n 1) < cos((n+ 1)) sin (n 1) < sin <n 1)

Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d'écrire

2T 2T 2w
= — i i < i i < i i
0 nﬂinoosm <n+ 1> < nﬂrroocos((n—k 1)) sin <n+ 1) < nﬂrroosm (n—l— 1)

=0.
Ainsi
. . (n’+2n+3 . . 2m
n~|I>Too sin (Tﬂ'> = nﬂrroo cos((n + 1)7)sin <m> =0



Exercice 6

, 1
(a) lim n% : Nous avons
n—+o00

o Iim " _o

@ Quand x tend vers 0 par la droite, I'application exp(x) tend vers 1.
Le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, avec

f(x)=exp(x) et wu,= ,
nous permet donc de conclure

. 1 . In(n
lim n» = lim exp <()> =1
n—-+o0o n—-+o00 n



Exercice 6

(b) lim In (%52) : Notons que

2
n—+o0 n

o lim 1Er =0o.
n—+oo N

@ Quand x tend vers 0 par la droite, I'application In(x) tend vers —oo.

Le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, , avec

f(x)=In(x) et wu,= Lxn

)

n2

nous permet donc de conclure

<1 + n>
In 5 — —00.
n n—-+o00




Exercice 7

Déterminer si elles existent les limites des suites définies par :
1 1 1

Dol Y A
c) E(m) d) (Vn+1—/n)cos(em)

n!
e) "



Exercice 7

(a) un = & : On commence par noter que
VxeRL, x<e& = VneN,
= VneN,

Ce qui entraine que
4

4
vneN,i<—2 — VneN, 0< L <X
en n en n

Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d'écrire

0< lim 2 < tim 220 — im -0

n—+oo en n—+oco N n—+oo en



Exercice 7

(b) up =1+ n+1ﬁ +-F ﬁ : On commence par noter que

1

1 1
VkeN, 0<k < n, < <.
n++vn " n+vk " n

Ainsi

n+1 <1+ 1 T 1 <n—i—l
n+vn - n np+1 n+vn~— n

Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d'écrire
n+1 1 1 n+1

1
1= i < i —t——F . F—=< i =1.
nJToon+\/E_n~l>Toon+n+\/I+ +n+\/ﬁ_n—l)Too n

D’olu on conclut

1

— 1
nJrn—|—\ﬁJr +n+\/ﬁn~>+oo




Exercice 7

(c) up = E) . Pour tout n € N, on a

-1 E
nx —1< E(nx) <nx = il (nx) _ nx

n n n
Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d'écrire

nx —1 . E(nx)

x = lim < lim —= <«x.

n——+oo n n——o00 n

D’ol on conclut
E(nx)

n—-+o0o n



Exercice 7

(d) un = (V/n+1—y/n) cos(e"). Pour tout n € N, nous avons
—1<cos(e") <1
Ce qui implique que
—(W—ﬁ) < (\/ﬁ—ﬁ)cos(en)ﬁx/m—\/ﬁ
Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d'écrire
= fim (VAT = Vi) < Jim (VAT Vi) cos(el) < fim VT Vi

Maintenant

lim vVn+1—-+vn=0.

n—o0o

D’ol on conclut :

lim (m— \/ﬁ) cos(e") = 0.

n—+4o0



Exercice 7

Autre Méthode : Nous avons le résultat suivant :

Théoreme (Produit d'une suite bornée et d'une suite de limite nulle)

Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites réelles. Si (un)nen est bornée et si :

lim v,=0,
n——+o0o
alors :
lim wu,-v,=0.
n—-+o00
Puisque

@ (cos(e"))nen est bornée (En effet —1 < cos(e”) < 1).

o lim,ovn+1—+n=0.

Le théoréme nous permet donc de conclure :

lim (W \f)cos( ) =0.

n—-+o0o



Exercice 7

n!

(e) un = — :Pourtout n€ N, n>2ona
n

Xn<1x2xnxnx --- xn=2n""2

n=1x2x3x4x
n—2 fois

D’ou on obtient
n! 2n"—2 2

VneN, nl<2n"? = 0<—<
nn nn n?

Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d'écrire

) n! . 2 . n!
0< Iim —< lm =0 =— lim — =0.
n—+oo n" n—+o0 N2



Exercice 8

Soit x un réel.
E(x)+ E(2x) + ... + E(nx)
2

© Déterminer la limite de u, =
@ En déduire que Q est dense dans R
(1) Déterminer la limite de uj.
Solution : Pour tout k € N, on a

kx — 1 < E(kx) < kx.

Par conséquent

x+2x—|—~~~+nx—n< E(x)+ E(2x)+---+ E(nx) _ x+2x+---+ nx

n? n? - n?
Maintenat
x+2x+---+nmx—n  x(14+2+---+n)—n 7X.n(n+1)_l
n? - n? - 2n? n
x+2x+---+nx  x(14+24---4n) 7Xn(n—|—1)
n? B n? B 2n2



Exercice 8

D’olu on obtient

n(n+1) 1 n(n+1)
XT — =< up S XT
Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc de conclure
X . n(n+1) 1 ) . n(n+1) x
- b S P A < i S P A A
nﬂTooX 2n? n— nLIrToo tn = nﬂTooX 2n? 2
Ainsi
} X
lim u,=—.
n——4o00 2



Exercice 8

(2) En déduire que Q est dense dans R. Solution : On commence par donner
le résultat suivant.

Théoréme (Caractérisation séquentielle de la densité)

Soit A une partie de R. Alors

A est dense dans R <=  Tout réel est la limite d’une suite d'éléments de A

Pour tout x € R définissons la suite (v,) par

E(x)+ E(2x)+ ...+ E(nx)'

VneN, v, =2u, =2

n2
Alors pour tout n € N
va € Q,
et d’'apres la partie (1) de I'exercice
. . X
Iim vp,=2- lim u,=2-= =x.
n—-+oo n—+oo 2

Ainsi Q est dense dans R.



Exercice 9

Démontrer la propriété si elle est vrai, donner un contre exemple sinon.

© 0006 00 O

©

SivheN, u, <vpet lim v,=0alors lim u,=0.
n—-+o0 n—-+o00

Une suite non majorée tend vers +o0.

Si la suite (u,) converge vers /, alors Vp € N, lim upyp — u, = 0.
n——+4o00

Si les suites (x,) et (y,) divergent alors la suite (x, + y,) diverge.
Si les suites (x,) et (y,) divergent alors la suite (x,y,) diverge.

Pour toute suite de réels (y,), si Iim X, = 0 alors Iim XnYn = 0.

Si lim x,y, = 0 alors soit lim x, = O soit I|m Yo = 0 (Indication :
n— o0 n—00

considérer I'exemple x, = (1 + (—1)")/2, y,, = ( —(=1)")/2).

Si (up) est convergente et les u, sont strictement positifs, alors |a
limite de (u,) est strictement positive.

Si (up) est une suite croissante et u, <7 alors lim u, =7.
n—o00



Exercice 9

(1)SivneN, u,<v,et lim v,=0alors lim u,=0:Faux. En
n——+o00 n——+oo

effet, il suffit pour tout n € N de choisir

u,<a<0, aeR*.

Par exemple, soit u, = —2 + % et v, = % Alors
u, < Vv, mais lim u,=-2<0.
n——+oo

(2) Une suite non majorée tend vers +oco : Faux. En effet, pour tout
n €N, soit
n sin pair,
up =
—n si nimpair.



Exercice 9

(3) Si la suite (u) converge vers /, alors Vp € N, upip — up 2 0. Vrai. Soit
(oo}

€ > 0. Par définition de la limite

€

dNeN, neN, n>N:|un—l|<2

Donc pour tout n > N,onan+p> N et

€

2

€
|Un+p_un|: ‘Un+p+(l_l)_un‘ < |Un+p_l|+“_un| < 5"‘ =€

Ce qui montre que |lim up1p — up, = 0.
n—+o0o

(4) Si les suites (x,) et (y,) divergent alors la suite (x, + y,) diverge. Faux.
En effet, pour tout n € N, choisissons

Yn=—Xn = Xpn+y,=0 = —IlT Xn+yn = 0.

Par exemple, soit u, = n et v, = —n. Alors
lim u, =400 et lim v,=—0c0 mais u,+v,=0.
n—+o00 n—+oo



Exercice 9

(5) Si les suites (x,) et (y») divergent alors la suite (x,y,) diverge. Faux. En
effet, pour tout n € N, soit

1 sin pair, —1 si n pair,
Xp = et y,=
—1 si nimpair. 1 si nimpair.
Donc
Xp-Yn=-1 — lim xp-y,=—1.
n—+o00

(6) Pour toute suite de réels (y,), si lim x, =0 alors lim x,y, = 0. Faux.
n— oo n—oo

En effet, pour tout n € N, soit

1 . . 1
X, =— et y,=n" aveca>1 =— lim X, -y, = lim n""" = 4o0.
n n—+o0 n—+o0



Exercice 9

(7) Si lim x,y, = 0 alors soit lim x, = 0 soit lim y, = 0. Faux. En effet,
n— oo n—oo n—oo
pour tout n € N, soit

_Q+(=1)"

L a1 R GV N
g ; - .

= n*Yn
2 Y

mais les limites lim x, et I|m Yn n'existent pas.
n— oo —» 00

(8) Si (un) est convergente et les u, sont strictement positifs, alors la
limite de (u,) est strictement positive. Faux. En effet, pour tout n € N, soit

1 .
up=~- = lim wu,=0.
n

n—+00

(9) Si (un) est une suite croissante et u, < 7 alors lim u, =7. Faux. En
n—o0o

effet, pour tout n € N, soit

1 .
up=m——, m<7 — Iim u,=m<7.
n

n—-+oo



Exercice 10

Démontrer la propriété si elle est vrai, donner un contre exemple sinon.

Toute suite d'entiers convergente est stationnaire a partir d'un certain
rang.

Toute suite a termes positifs qui converge vers 0 est décroissante.

Si la suite (Jun|) converge alors (u,) converge. Formuler et étudier sa
réciproque.

Si pour tout p € N, ua, est positif et w41 est négatif, alors la suite (un)
diverge.

Si lim nu, =1 alors la suite (u,) converge.
n—+o00

Si (up) est croissante, alors (u,) tends vers +o0.

Si nILn;o up = % alors la suite (up) est positive a partir d'un certain rang.

Toute suite monotone est convergente.

Toute suite croissante et majorée est bornée.

©00 00 0 ©6 00

Si la suite (un) est décroissante et Vn u, > 0, alors (u,) tends vers 0
quand n tends vers +oo.



(1) Toute suite d’entiers convergente est stationnaire a partir d’un
certain rang : \/rai. En effet, soit lim wu, = L. Alors d'apres la

n——+oo
1

définition de la limite, pour € = 5, Nous avons

1
ANEN, ¥neN, n>N=|u,—L| < 3.

Ainsi, pour tout n > N, on a

1 1 1 1

Maintenant, dans I'intervalle |L — 3, L + 1[ il existe au plus un entier.
Or pour tout n € N, u, est un entier, donc

1 1
Vn> N, UHG]LZ,LJrQ{ﬂZ = Vn>N, u,=upn.
La suite (un)nen est donc stationnaire (au moins) a partir de NV, et

lim wu,=L=upy.
n—-4o00



(2) Toute suite a termes positifs qui converge vers 0 est
décroissante : Faux. En effet, pour tout n € N, soit

1 . .
= si n pair,
= Uzp > Uzpy1 €t Uzpiy < Uzpyo.

u, =
L si nimpair.



(3) Si la suite (|u,|) converge alors (u,) converge. Formuler et
étudier sa réciproque : Faux. En effet, pour tout n € N, soit

1 si n pair,
up = = |u,|=1.

—1 si nimpair.

Montrons la proposition réciproque : Supposons que (u,)qen converge
vers L et montrons que (|us|)nen converge vers |L|. Soit € > 0. Alors

INeN, VneN, n>N = J|u,—L|<e
Maintenant, a |'aide de I'inégalité triangulaire, nous pouvons d'écrire

VneN, n>N, [lug| = |L[| < |up—L| < e = lim |u,|=][L].
n—-+o00



(4) Si pour tout p € N, up, est positif et uy,,1 est négatif, alors la
suite (u,) diverge : Faux. En effet, pour tout n € N, soit

% si n pair,
up = = lim wu,=0.
1 . . . n—-+00
= si nimpair.



(5) Si “T nu, =1 alors la suite (u,) converge. Vrai. En effet, soit
n——+oo

€ > 0. Alors existe N € N tel que pour tout n € N, n> N, nous avons

1—c¢ 1+e¢

lnup,—1l<e = l—e<nuy<l4+e = <u,< .
n

Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc de conclure

. 1—¢ . 1+e¢ .
0= Iim <u, < lim =0 = lim wu,=0.
n—+00 n n—+o0o n n—+o00

(6) Si (un) est croissante, alors (u,) tends vers +oo : Faux. En effet,
pour tout n € N, soit

— - lim wu,=2.
n -+ ]. n—+o00



(7) Si lim u, = 1 alors la suite (u,) est positive a partir d’un certain
n— oo

rang : Vrai. En effet, soit € = % Alors

[ary

<1 — _1< _1<,
2152 2 ST,
== O<u, <1

JNeN, VneN, n>N —

Par conséquent, Vn > N on a u, > 0.

(8) Toute suite monotone est convergente : Faux. En effet, pour tout n € N,
soit

Up=n — lim wu, = +o0.
n——+oo

(9) Toute suite croissante et majorée est bornée : \Vrai. En effet, on sait que
toute suite croissante et majorée converge vers sa borne supérieure. De plus

toute suite convergente est bornée.



(10) Si la suite (u,) est décroissante et Vn u, > 0, alors (u,) tends
vers 0 quand n tends vers +oo :Faux. En effet, pour tout n € N, soit

= lim u,=2.

un:2+n+1 n—-+o00



Montrer que les suites suivants divergent :

(1) a, = nsin(5").

—1)"n*4+3n%+5
(2) by = IS,

(3) en = (=1)"¢5 cos (7).




Montrer que la suite
. /nT
dp = nsin (7) .
diverge.

Solution : Notons que si on choisit

¢1(n)=2n et ¢o(n) =1+4n.

Nous avons
2
ag(ny = 2nsin <¥) = 2nsin(nw) =0
agym = (1+4n)sin <W) = (1+4n)sin (g + 2n7r) = (1+ 4n).

Ce qui nous permet de conclure

Jim as = 0
Jim ag,m = +oo.

Nous avons donc trouvé deux suites extraites de (an)nen qui ne convergent pas
vers la méme limite. Ce qui implique que (a,)nen diverge.



Montrer que la suite

b (=1)"n® +3n° +5
" 2 —5n% ’
diverge.

Solution : Notons que si on choisit

$1(n)=2n et ¢2(n)=2n+1.

Nous avons
b _ (=1)*(2n)* +3(2n)* +5 _ (2n)° +3(2n)* +5
d1(r) 2 - 5(2n)? 2-5(2n)
b (=) @2n+1)* +3(2n+1)°+5  —(2n+1)*+3(2n+1)> +5
$a(n) = 2-5(2n+1)3 B 2—-5(2n+1)3
Ce qui nous permet de conclure
. 1
Jim by, = 5
. 1
oim by, = -

Nous avons donc trouvé deux suites extraites de (b,)nen qui ne convergent pas
vers la méme limite. Ce qui implique que (bn)nen diverge.



Montrer que la suite

diverge.
Solution : Notons que si on choisit

¢1(n) =7n et ¢o(n)=14n+ 1.

Nous avons
7n (=1)87n n
_ -1 7n n — (-1 7n 1 n_ _
Con = (21)" e cos () = (—1)" (1) = S =
14n+1 s 14n+1 T
_ 1)l (7 9 ) _ _ (7)
Coa(n) (D) g cos (7 207 2+14n “°\7
Ce qui nous permet de conclure
A o =1
. s
Jim o = —eo (7).

Nous avons donc trouvé deux suites extraites de (cn)nen qui ne convergent pas
vers la méme limite. Ce qui implique que (ca)nen diverge.



Exercice 12

On suppose que (un)nen est une suite telle que (u2n)nen, (Uzn)nen €t (U2nt1)nen
convergent. Montrer que (un)nen converge.

Solution : Soit

. . / . /!
lim w,=/¢ : lim wpy1 =4 lim w3, =¢".
n——+oo n—-+oo n—-+oo

Notons que :

@ (Usn)n est une suite extraite de (u2q)n et de (usn)n. Puisque toute suite
extraite d’une suite convergente de limite L, converge vers L, on

conclut :
. . . . 4
lim ugn= lim w, =4/ et lim ugpn = lim wusp,=/¢
n—-+o0o n—+oo n—-+oo n—-+o00

Ceci implique que ¢ = ¢".

@ (Usn+3)n est une suite extraite de (u2n41)n et de (uzn),. Puisque toute
suite extraite d’une suite convergente de limite L, converge vers L, on

conclut :
. . / . . 7
lim Uen+3 = lim Uopt1 = 0 et lim Uen+3 = lim w3, =/
n—+o0o n—+00 n—+o0o n—+o00

Ceci implique que ¢/ = ¢".



Ainsi

lim Uy = l= g// = fl = lim Uop+1.
n—+00 n—+00

Pour finir rappellons le résultat suivant

Théoreme

Soit (Vn)nen une suite telle que les suites extraites (van)nen €t (Vant+1)nen
convergent vers la méme limite £ € R. Alors

lim v, =/¢.

n——+o00

D’aprés le théoréme précédent on conclut que (u,)nen converge.



Exercice 13

Soit (u,,)nEN une suite de réels strictement positifs. On suppose que

. Uni1
lim
n—+oo  Up

= [ avec | € [0, 400].

@ Montrer que, si / < 1, alors lim wu, =0.

n—-+oo

© Montrer que, si / > 1, alors lim u, = 4o00.

li
n—+o00
© Peut-on concluresi [ =17

© Appliquer ces résultats aux exemples suivants :

n
a

o u,,zm,avecaeRfr
5

Q@ Vh= —
n!

n

) wn:a—pavecae]l,-i-oo[EtPGN-
n
oZn:\VE7 acR



Exercice 13

Montrer que, si lim “* =/ <1, alors lim wu,=0.
n—+oo Un n—+o0

Preuve : Supposons ¢ < 1. Possons € = Té Alors € > 0, et d'apres la
définition de la limite, il existe N € N tel que
n 1-¢
VvneN,n>N — Gnit < —.
Un

L'inegalité triangulaire nous permet donc, pour tout n > N, d'écrire

Unsr| U, <17*£ Uni1] 7£+/717+£<1
Un | un - 2 up |~ 2 2 '
Maintenant, pour tout n > N nous avons
un  Un41 Up—1 Un+1  UN+2 Uk+1
Uy = 2. Uy = Uy - et _”’VH .
un  Un+1 Up—1 un Un+1 Un—1

Egalité qui nous permet, pour tout n > N, de conclure

n—1 n—1 n—1 n—N
Uk+1 Uk+1 144 1+¢
ond = o [T | = ot TT || < ot TT 25 = bl (15°)
k=N k k=N k=N




C’est-a-dire

1 Z n—N 1 f n—N
_|UN|<%> SunSIUN|< ; )

Or £ < 1. Donc
n—N
lim 1+¢ =0.
n—+o0o 2

2
Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d’écrire

. 1 ! n—N ) ) 1 ¢ n—N
0=— lim |un| 1t < lim u, < lim |uw| 1t =0
n—+o0o 2 n—+o00 n—-+o0o 2
D'ou on obtient
lim u,=0.
n—-—+oo



ue, si lim £ =¢> 1, alors lim u, = 4oo.
Montrer que, si |
n—+oo Un n—+00

Preuve : Supposons ¢ > 1. Possons € = %. Alors € > 0, et d'apres la

définition de la limite, il existe N € N tel que

vneN,n>N — "

Un+1_l’</—1.
- 2

Ce qui est équivalent a
1—[ Upt+1 E—l 1+€ Unp+1 38—1
LA s /G N (DL e g
T - 2 < 2 T u, — 2

Maintenant, pour tout n > N nous avons

un  Un+1 Up—1 Un+1  UN+2 Uk+1
e cUp=uy - — = uy
un  Un41 Up—1 un Un+1 Up—1

un =

égalité qui nous permet, pour tout n > N, de conclure
n—1
1=
Uk

L 14+¢ 1+0\""
~ ul [T >\N|H ~ ol (15°)
k=N k=N

|un| = |un|

Uk+1
Uk




C’est-a-dire

n—N
Un > |un| <1T+Z>

n—N
lim <1T+é> = +o0.

Or lzﬂ > 1. Donc

n—+o0o

Le Théoreme d’Encadrement nous permet donc d’écrire

1 / n—N
lim u, > lim |un] (%) = 400

n—-+o0o n—-+4o00o
D’ou on obtient

lim u, = +4o0.
n—-+oo



Peut-on conclure si £ =17 Si ¢ =1, on ne peut pas conclure : par
exemple,
@ Pour tout n € N, soit u, = n. Alors

. Upi1 . n+1
||m nt = ||m =

n——+oo up n——+oo n

1

et la suite (up)nen diverge.
@ Pour tout n € N, soit v, = %_H Alors

. Vpt1 .
lim 1~ im
n—+o0o Vv, n—+oo n+1

b

et la suite (v,)nen converge vers 0.



n

- a
(1) Calculer la limite de u, = —» avec a € R? :Nous avons
n:

n+1 |
dnir _ 2 _ 2, p<.
Un (n+1)! &  n+1 s+

Le point 1 de la question 13 nous permet donc de conclure : u, — 0
lorsque n tend vers +o0.

- . n
2) Calculer la limite de v, = Z- : Nous avons
n!

Vori _ (n+ D)™l (n+l "Xn—|—1: 1ol ! e es1
Vi (n+1)! nn n n+1 n) n-+oo

Le point 2 de la question 13 nous permet donc de conclure : v, = +o0
lorsque n tend vers +oc0.



a

(3) Calculer la limite de w, = ,T: avec a € ]1,+oo[ et p € N : Nous avons

Wit 1 an+1 np n P
= x-—=al|l —
Wh (n+1)y " ar n+1

Maintenant, le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, avec

n
n+1’

f(x)=x" et u,=

nous permet donc de conclure

P
lim ( n ) -1
n—4oo \ n+1

P
w, n
ol g — a>1.
Wi n+1 n—+o0

Ainsi

Le point 2 de la question 13 nous permet donc de conclure : w, tend vers oo
lorsque n tend vers +o0.



(4) Calculer la limite de z, = y/a, a € R% : Nous avons

Zpy1 | "Wa QY -

Zn NE] at/n n—+4o0

Il faut donc trouver une autre méthode pour calculer la limite de z,
lorsque n tend vers +o00. Notons que

Ja=ar = exp (In (a%)) = exp <r11 In (a))

Le Theoreme de Composition a gauche par une fonction, avec

f(x) =exp(x) et wu,= @,

nous permet donc de conclure

lim va= lim exp <,17|n(a)> =1.

n—+oo n——+oo



On définit les deux suites :
1 1
un:Z—f2\/n+1 et v,,:Z—f2ﬁ.
k=1 vk k=1 vk
Montrer que ces deux suites convergent vers la méme limite.

Solution : Nous allons montrer que les deux suites sont adjacentes. Ce qui aura
comme conséquence qu’elles ont la méme limite. Nous allons donc vérifier

@ (un)n est croissante et (vp)n est décroissante.

@ vp—u, — 0.
n——+oo

Nous avons

n+1 1 n 1
Upy1 — Un = ;ﬁ2m<;ﬁ2\/m>
- ﬁ_mfuzm
_ 1-2J/(n+2)(n+1)+2(n+1)
Vn+1
_ 2n43-2 (n+2)(n+1)>0.
Vn+1



En effet
2n+3-2 (n+2)(’7+1)>0 <~ 2n+3-2y/(n+2)(n+1)>0
vn+1
<~ 2n+3>2y/(n+2)(n+1)

< 4n’ +12n+9 > 4n*+12n+8.

Donc, (un)n est croissante. De méme
n+1 1 n 1
Vol — Vo = — —2vn+1-— — —2v/n
- i (S5
1

= ﬁ—2\/n+1+2ﬁ
B 1—2(n+1)+2\/n(n—|—1)_—1—2n—|—2«/n(n+1)<0
- vn+1 - vn+1 )



En effet
—1-2n42y/n(n+1)
<0 <<= —-1-2n+2y/n(n+1)<0
vn+1 ( )
<= 2y/n(n+1)<1+42n

< 4n*+4n<4n*+4n+1.

-2 n+1>

Ainsi, (un)n et (va)n sont deux suites adjacentes. Elles convergent donc vers la
méme limite.

Donc, (va)n est décroissante. Finalement

N1
o - ;ﬁ2f<k—1
Q(W—\/ﬁ)n:;o.

n

-



n k—1
. -1 .
Soit u, = Z % Montrer que (u2,) et (u2n41) sont adjacentes.
k=1
En déduire que u, converge.
Solution : Nous allons vérifier que :

@ (u2n)nen est croissante et (Uznt1)nen est décroissante.

@ uyy — py1 —+ 0.
n—-+oo

Nous avons

2n+2 k—1 2n k—1
-1 -1
U2py2 — U2p = E ( ) _ § ( )

1
2n+2

1 1
“ont2 Tani1

_ (_ 1)2n+1

Donc uznt2 > Uz et (U2n)nen est croissante.



De méme

2n+3 k—1 2n+1 k—1

_ (1) (=1)

U2n+3 U2p+1 — Z k k
k=1 k=1
1 1

- (—1)>2 )it

(1) 2n+3+( ) 2n+2
1 1

- 0.
2n+3 2042

Donc uzn43 < U2nt1 €t (U2nt1)nen est décroissante. Finalement

2n+1 k—1 2n k—1
-1 -1
k=1 k=1

Donc

1
lim Upp+1 — Uop = lim —— =
n—+4oo nt n n—+oo 2N =+ 1



Ainsi, (u2p)nen et (Uzn41)nen sont deux suites adjacentes. Elles
convergent donc vers la méme limite. Par conséquent, (up)nen est une
suite convergent.



Exercice 16

On considére les deux suites réelles définies par

Un + 2v, Up + 3v;

=1 w=12 et VneN, up = 3 ,  Vntl = 2

(1) Pour tout n € N, on pose w, = v, — u,. Calculer w, en fonction de n et
montrer que la suite (w,) converge. Quelle est sa limite ?

(2) Montrer que pour tout n € N, u, > 0 et v, > 0, puis montrer que (u,) est
croissante, (v,) est décroissante et que pour tout n € N, u, < v,

(3) En déduire que les suites (u,) et (v,) convergent et qu’elles ont la méme
limite.

(4) Pour tout n € N on pose t, = 3u, + 8v,. Calculer t, pour tout n € N. En
déduire que (t,) converge vers une limite que I'on précisera.

(5) Déduire la limite commune de (u,) et (v,).



(1) On commence par noter que pour tout n € N, nous avons

up,+3v,  u,+2v,

Wny1 = Vpgl — Upp1 = 4 - 3
 Va— Uy
- 12
1
= —w,.
12
Ainsi,
1 1\’ 1\ 11
Whp = — W, = i Wy, == i Wy = ——.
12 12 ! 12 0~ 1ont1
(la suite (w,)nen est une suite géométrique de raison g = 55.) Dot on
conclut
lim w,= Iim g"wp= Iim 11 =0
n—doo | potoo 9w = n—+too 120



(2) Nous avons

Un+2vy  tn+2(wn + up)

Un+1 = 3 = 3

_ 3Bup+2w, u 2w,

B 3 -3
o 2
" 3120

Ainsi
22
Upt1 — Up = 3. 127 > 0.

La suite (un)nen est donc croissante. Le méme raissonement nous permet de
démontrer que

11
4120

La suite (Vn)nen est donc décroissante. Finalement, étant donné que pour tout
n € N, nous avons

< 0.

Vn4l — Vp =

10

Vn_Un:Wn:12n, ,

on conclut que v, > u, pour tout n € N.



(3) D’apres les deux question précédentes, les suites (up)nen €t (Va)nen
sont adjacentes. En effet

@ (up)nen est croissante et (v,)nen est décroissante.
ov,—u,=w, — 0.
n——+o0

Du Théoréme sur les suites adjacents, on en déduit donc que (up)nen
et (v,)nen convergent vers la méme limite.



(4) Pour tout n € N, soit t, = 3u, + 8v,. Dans la question 2 nous avons
montré

22
Up = Upy1 — 3.12n

11
Vn = Vp41 + 4.12n°

Ce qui nous permet, pour tout n € N, d'écrire

22 22
ty = 3up 4+ 8vy, = 3upt1 — on + 8Vp1 + Ton = 3Up+1 + 8Vpg1 = tht1.

Ainsi, (ty)nen est une suite constanteet
t, = tg=3ug +8vy=3+8-12 =99.

La suite (t,)nen converge donc vers 99.



(5) Etant donné que (u,)nen €t (Va)nen sont adjacentes, leur limite
commune est £. D'aprés la question précédente, nous avons

n—+o00

9= Im t,= lim 3u,+8v,=3(+8(=110 = 99 = 11¢4.
n—-+o00

Donc

lim u,= lim v,=0.
n——+4o00 n——+oo



Soient (u,) une suite convergente, [ sa limite, a un réel, si a < [ montrer
qu'il existe N € N tel que :

VneN, n>N= u,>a
Solution : Puisque a < /, on peut choisir € > 0 tel que
e<l—a = a<l-e
Maintenant, d'aprés la définition de la limite
ANeN, VneN, n>N, = |u,—/|<e

Ceci entraine que
[—e<u,<l+e.

Mais a < | — ¢, donc
a<l—e<u,.



Etudier la suite (un)nen définie par :
(1) tnt1 = Vs + 1 avec up = 0, puis up = 2. On se placera sur [ = [0; +o0].
Solution : Soit
f:[0,400] — R
X > x+1

Alors :

@ f est une fonction croissante (f'(x) = 2\/% > 0) sur /.

@ L'intervalle [0, 4o00[ est stable par f.

@ Le point fixe de f sur [0, 4oc0[ est 1+T\/§ En effet, sur [0, +o00[ nous avons

flx)=x << x+1l=x <= xX*—=x—-1=0
1446

<~ X
~~~ 2
x>0

Maintenant, puisque f est croissante, le Théoréme sur les suites récurrentes
nous permet de conclure que

(un)nen  est une suite monotone.

Etudions 3 présent la convergence de cette suite.



Si ug =0 : Alors
f(0)-0=+v0+1-0=1>0 = u, est croissant.

De plus, puisque f est croissante et f (1%‘/3) = 1+T\/§ on conclut que

1 5 1 5 1 5
u=0< +2f = w1 =f(w)< +2f = w="f(n)< +2f

1
= - = Uy ="f(up—1) < +2\/§.
Ainsi
1
Vn, u, < +2\/§.

Par conséquent, (un)nen est une suite croissante et majorée, donc convergent.
Le Théoréme des suites récurrentes nous dit donc que sa limite est un point
fixe de f. Puisque H‘[ est I'unique point fixe de f dans [0, +o00[, on conclut :

_1+45




Si ug =2 : Alors

f(2)—2=v24+1-2<0 = u, est décroissant.

1+\/§) = 1+72\/5 on conclut que

De plus, puisque f est croissante et f ( 3

u=2> 1+2\/§ =  u = f(w) > 1+2\/§ = wm="f(n)> 1+2\/§
= ... = Un:f(un71)>1+2\/§'
Ainsi
Vn, u, > 1+2\/§.

Par conséquent, (un)nen est une suite décroissante et minorée, donc
convergent. Le Théoréme des suites récurrentes nous dit donc que sa limite
est un point fixe de f. Puisque % est I'unique point fixe de f dans [0, +o0[,
on conclut :




Etudier la suite (un)nen définie par :

(2) tpy1 = uin + 1 avec up = 1, puis up = 2. On se placera sur | =]0, +o0].
Solution : Soit

f:0,4+00f — R
1
x — —+1
X
Alors :
@ f est une fonction décroissante (f'(x) = —% < 0) sur /.

@ L'intervalle ]0, 4oc0[ est stable par f.

Le Théoreme de suites récurrents nous permet donc de conclure que

(U2n)n€N et (u2n+1)neN

sont monotones de monotonie contraire. Etudions a présent la convergence
de ces deux suites. Pour cela notons que pour tout n > 0, nous avons

Wonye = f(u2nt1) = F(f(u2n)) = (f o £)(u2n)
itz = f(u2n2) = F(f(w2n11)) = (f o F)(u2n11).

Les suites (uzn)nen et (U2n+1)nen sont donc récurrentes associées a la fonction
fof.



Maintenant

1 2 1
b1 X o=
x+1 x+1

(fof)(x):%—klzl_'_l

La fonction f o f est donc continue et croissante sur [0, +o0] :
f décroissante == f o f croissante.

De plus, pour tout x € [0, +oc[, nous avons

2x +1 _

(Fof)(x)=x <= 1 =x <= x*—-x-1=0
1+5
< X = .
N~~~ 2
x>0

Ainsi, 1+2‘/§ est le unique point fixe de f o f dans [0, +o0].



Si up = 1. Alors nous avons :

up — Up = (% + 1) —1>0 = up, estcroissante

—> Uy4+1 est décroissante.

Finalement, puisque f o f est croissante et (f o f) (HT‘@) = 1*—2‘/5 on conclut

que
1 1
w=1< +2\/g<2:u1 — UQ:(fOf)(U0)< +2\/g<(fof)(u1):U3
1
— w = (Fof)(m) < *2\/5 < (Fof)(us) = us
1
= VneN, wm,< + 5

5 < i1

Ainsi, (t2n)nen est une suite croissante et majorée, donc convergent. De
méme , (t2nt1)nen est une suite décroissante et minorée, donc convergent.



Le Théoreme sur les suites récurrentes nous dit donc que la valeur de
leurs limites est un point fixe de f o f. Puisque 1+‘[ est I'unique point
fixe de f o f dans ]0, 4+o0[, on conclut :

. 1+5
lim w, =
n——+00 2
_ 1++5
pimtzng1 = 2
Ce qui nous permet de conclure
_ 1+5
lim u, = .
n——+o0 2



Si ug = 2. Alors nous avons :

2 .
Uy — Up = (5 + 1) —2<0 =y, estdécroissante

= Us4+1 Croissante.

Finalement, puisque f o f est croissante et (f o f) (1+T\/§) = HT‘/E on conclut

que
U1:g< 1+2\/g<2:U0 = w=(fof)(u)< 1+2\/§<(f°f)(“0):”2
1+6

= us=(fof)(uw)<

5 <(fof)(tr) =uas

S

1+
2

— Vne N, wpy1 < < u2p

Ainsi, (t2n)nen est une suite décroissante et minorée, donc convergent. De
méme, (U2n+1)nen €st une suite croissante et majorée, donc convergent.



Le Théoreme sur les suites récurrentes nous dit donc que la valeur de
leurs limites est un point fixe de f o f. Puisque 1+‘[ est I'unique point
fixe de f o f dans ]0, 4+o0[, on conclut :

. 1+5
lim w, =
n——+00 2
_ 1++5
pimtzng1 = 2
Ce qui nous permet de conclure
_ 1+5
lim u, = .
n——+o0 2



On considere la suite définie par : up = 0 et upy1 =3 — /.

On pose f(x) =3 — /3.

(1) Montrer que pour tout n € N, u, € [0; 3].

(2) Déterminer le(s) point(s) fixe(s) de f dans cet intervalle.

(3) Montrer que la suite (u2n)n est croissante et la suite (u2n41)n décroissante.
(4) On admet que f o f possede les mé&mes points fixes que f dans I'intervalle

[0; 3]. Montrer que les deux suites extraites convergent vers la méme
limite et conclure.



Solution : Soit

f:]0,+o0] — R

X
— 3—4/=
x 2
Alors :
@ f est une fonction décroissante (f'(x) = -2 L_ <0)surl.
H

@ Puisque f est décroissante, pour tout x € [0, 3], nous avons

0<3_ g:f(3)§f(x)§f(0):3 = f([0,3])C[0,3].

C'est-a-dire [0, 3] es stable par f.

@ Sur l'intervalle [0, 3], nous avons :

3,/ =x — xz—Ex—i—Q:O — x=2.
=

2 2
x€[0,3]

Ainsi 2 est 'unique point fixe de f dans [0, 3].



Maintenant, uy = 0 € [0, 3], puis comme [0, 3] est stable par f, on conclut que
uw€[0,3] = w="f(w)ef([0,3]) C[0,3] = w=f(n)e€ (0,3]) C[0,3]
= .- = VneN, u,€[0,3] = VneN 0<uy,<3.

Ainsi, (un)nen est une suite bornée. De plus, puisque f est décroissant, le
Théoréme sur les suites récurrents nous dit que

(t2n)nen et (U2n41)nen

sont monotones de monotonie contraire. Pour déterminer leur sens de
variation, on compute

Up — Ug = (3 — \/§> —0>0 = (u2n)nen est croissante

= (t2nt1)nen est décroissante.

Ainsi
@ (u2n)nen est une suite croissante et bornée, donc convergent. Disons vers
L.
@ (U2nt1)nen est une suite décroissante et bornée, donc convergent. Disons
vers £'.



Exercice 19

Nous allons montrer que £ = ¢, ce qui aura comme conséquence que

lim u, =4¢.
n—-+oo

Notons que pour tout n > 0, nous avons
iz = ) = F(F(u)) = (F 0 F)(u2n)

Uzp+3 = f(U2n+2) = f(f(U2n+1)) = (f o f)(U2n+1)-

Les suites (u2n) et (u2n+1) sont donc récurrentes associées a la fonction
continue f o f. Le Théoreme de suites récurrents nous dit donc que leur
limites £ et ¢’ sont des points fixes de f o f. Maintenant, le unique point fixe
de f o f dans [0, 3] est 2 (admis, donné dans I'enoncé). Donc

lim w, =2.
n—-+o00
lim Uzp+1 = 2.
n—+o0o

Etant donné que les suites (u2n) et (u2n41) convergent vers 2, on en déduit que

lim u,=2.
n—+oo



On consideére la fonction
f:]0;4+00] — ]0;+o0]

2
x — 14—
X

et la suite récurrente (u,)p>o Vérifiant U,y = f(up) et up = 1.

@ Montrez que l'intervalle [1, 3] est stable par . Que peut-on en
déduire sur u, ? Quel est le sens de variation de f sur [1,3]? Soient
Vv, et w, les suites définies par v, = up, et w, = Uopy1.

@ Montrez que (v,)n>0 est croissante et que (w,)n>o est décroissante.

@ En déduire que (v,)n>0 et (Wn)n>0 sont convergentes. Déterminez
leur limite respective.

@ Finalement, quelle est la nature de la suite (up)p>0?



Solution : Soit
f:]0,4+00[ — R
2
x +— 14—
X
Alors :

@ f est une fonction décroissante (f/(x) = —X% < 0) sur /.
@ Puisque f est décroissante, pour tout x € [1, 3], nous avons
2
1+ 3= f3)<f(x)<f(1)=3 = f([1,3]) CL,3].
C’est-a-dire [1, 3] es stable par f.

Maintenant, up = 1 € [1, 3], puis comme [1, 3] est stable par f, on conclut que
1<yw<3 = 1<f(u)=wu1<3 = 1<f(unn)=w<3

— ... — VneN, 1<u,<3.

Ainsi, (up) est une suite bornée. De plus, puisque f est décroissant, le Théoréme de
suites récurrents nous dit que

(va) = (u2n) et (wn) = (U2n41)
sont monotones de monotonie contraire. Pour déterminer leur sens de variation, on
compute

5 . o
Uy = Up = 3= 1>0 = (va) estcroissante = (w,) est décroissante.



Ainsi
@ (vn) est une suite croissante et bornée, donc convergent. Disons vers L.
@ (wnp) est une suite décroissante et bornée, donc convergent. Disons vers L’.

Nous allons montrer que L = L/, ce qui aura comme conséquence que

lim wup,=L.
n—-+oo

Notons que pour tout n > 0, nous avons

Varl = tant2 = f(uanpa) = F(f(u2n)) = (F 0 F)(u2n) = (f 0 F)(vn)
Woir = tp3 = f(uni2) = F(f(v2ni1)) = (F o F)(u2ni1) = (F o F)(wn).

Les suites (vn) et (wn) sont donc récurrentes associées a la fonction continue f o f. Le
Théoréme de suites récurrents nous dit donc que leur limites L et L’ sont des points
fixes de f o f. Maintenant

2 2 2x 3x+2
(o =gg =zt =i 1 2

et vous pouvez montrer facilement que I'intervalle [1, 3] est stable par f o f. Ainsi, sur
I'intervalle [1, 3], nous avons :

2
x+ =x <= XxX*-—x-2=0 <= x=2.
X+ 2

(Fof)(x)=x

L'unique point fixe de f o f dans [1, 3] est donc 2.



Par conséquent,

lim v, = 2
n—+oo
im w, = 2.
n—+o0o

Etant donné que les suites (v,) = (u2,) et (Wy) = (U2n41) convergent
vers 2, on en déduit que



Etudier les suites (u,) a termes réels vérifiant

1
Upi1 = Eun(uﬁ —3up,+4), pour tout n> 0.

On pourra étudier les variation de la fonction f définissant cette suite,

déterminer ses points fixes, étudier le signe de f(x) — x puis distinguer
plusieurs cas selon la valeur de ug.



Solution : Soit

f:R — R

x — %X(XQ —3x+4)

Alors :

@ f est une fonction croissante, en effet f'(x) = %Xz — 3x+ 2, qui est un

polyndme de discriminant negatif sur R, donc f'(x) = %xz —3x+2>0.
@ Le point fixe de f sont 0, 1 et 2. En effet
f(x) =x < %X(X2—3X+4):X = x(%xZ—gxﬂ-l):O
= x=0,1 ou?2.

@ Notons que f(x) — x = x (3x° — 3x + 1) satisfait les inégalités suivants :

0, si x€]—o00,0]U[L,2]
0, si x€[0,1]U[2,+o0].



@ Puisque f est croissante et les points fixes de f sont 0,1 et 2, on conclut

que
Vx €] — 00,0], —oo < f(x) < f(0)=0
Vx €[0,1], 0=f(0) < f(x) < f(1)=1
Vx€[1,2], 1=f(1)< f(x) < f(2)=2
Vx € [2,400[, 2 =f(2) < f(x)

f(] —o00,0]) C]— o0,0].
f([0,1]) C [0,1].
f([1,2]) C [1,2].
f([2,00[) C [2,400].

FELl

Les distinctions qui suivent sont justifiées par le fait que les ensembles
]=00,0[; {0};10,1] 5 [1,2[; {2} ]2, +oc]
sont tous stables par f.
@ Cas ol up € | — 00,0 : I'intervalle | — oo, [ est stable par f et
f(x) < x, pourtout x €] —o00,0].

En particulier f(ug) — uo < 0. Ainsi, (u,) est décroissante d'apres le
Théoréme sur les suites récurrents. De plus, (u,) posséde une limite ¢
d’apres le Théoreme de la limite monotone. Comme f ne posséde pas

de point fixe dans | — 00, 0], il en découle que : £ = —oco. Conclusion :
lim u, = —o0.
n—+oco



e Cas ou uy = 0 : Cette fois, (u,) est constante de valeur 0, donc

lim wu,=0.
n—-o00

e Cas ou up €]0,1] : I'intervalle ]0, 1] est stable par f et :
f(x) > x, pour tout x €]0,1].

En particulier f(up) — up > 0. Donc (u,) est a la fois bornée entre 0
et 1 et croissante d'aprés le Théoréme sure les suites récurrents.
Par conséquent, (u,) possede une limite ¢ €]0, 1] d'apres le
Théoréeme de la limite monotone. Puisque f est continue, le
Théoréeme sur les suites récurrents nous dit que £ est un pointe
fixe de f dans ]0, 1]. Ainsi, = 1. Conclusion :

lim wu,=1.
n—+o00



exercice 21

e Cas ou up € [1,2[ : I'intervalle [1,2] est stable par f et
f(x) <x, pourtout x € [1,2[.

En particulier f(up) — up < 0. Donc (u,) est a la fois bornée entre 1
et 2 et décroissante d'apres le Théoréme sur les suites récurrents.
Par conséquent, (u,) possede une limite ¢ € [1,2[ d"aprés le
Théoreme de la limite monotone. Puisque f est continue, le
Théoreme des suites récurrents nous dit donc que / est un pointe
fixe de f dans [1,2[. Ainsi, £ = 1. Conclusion :

lim wu,=1.
n—+o00

e Cas ou uy = 2 : Cette fois, (u,) est constante de valeur 2, donc

lim wu,=2.
n—+o00



exercice 21

e Cas oll uy €]2,+o0[ : 'intervalle ]2, +o0[ est stable par f et
f(x) > x, pour tout x €]2,4o0].

En particulier f(up) — up > 0. Ainsi, (u,) est croissante d'aprés le
Théoréme sur les suites récurrents. De plus, (u,) posséde une
limite / d’aprés le Théoréme de la limite monotone. Comme f ne
possede pas de point fixe dans ]2, +o0], il en découle que : £ = +o0.
Conclusion :

lim u, = 4o0.
n—-+o0o



Suites Complexes

L'étude des suites complexes se ramene a |'étude des suites réels :

Proposition

Soit (un)nen une suite complexe (Vn € N, up € C). Alors (un)nen converge si et
seulement si

(Re(un))nen et (Im(un))nen
convergent, et on a alors

lim wup= Ilim Re(un)+i( lim Im(u,,)).

n—+o00 n—+o00 n—+o00

Proposition

Soit (un)nen une suite complexe. Alors

lim up=1
n—+o0o

si et seulement si
lim |u,— /] =0.
n—+o0o

En particulier, lim up, =0 si et seulement si lim |up| = 0.
n—-+oo n—-+o00



Etudier les suites suivantes :

2:n
—_ _n7i .
(1) up = ;57 : Nous avons
n?i" n? i) n? i
= . I = . I
m+1 m+1 m+1
Par conséquent
i n?i" i n?
im | ——| = lim ——=
n—+oo | n3 +1 n—+oo n3 4+ 1
Ainsi .
n?i"

——— =0.
nﬁlToo nm+1

n?

m+1

0



2) u, = £ +(—1)"i : Nous avons
n

Re(up) = % = lim Re(u,) =0.

n—+o00o
1 sin=2k, keN
—1 sin=2k+1, keN

= (Im(un))nen ne converge pas.

Im(u,) = (-1)" = Im(u,) = {

Puisque la partie imaginaire de (u,)nen ne converge pas, on conclut que
la limite de (u,)qen n'existe pas, c'est-a-dire (up)en diverge.



(3) = — % : Nous avons
n_ in _ n(n=3i) in
n+3i n+1 n?2+9 n+1
_ n2—3in_ in
n?2+9 n+1
. n? _ 3n i n
T 4+9 n”+9 n+1
Ainsi

im = lim " —i( tim T R
n—+o0 n7n~>+oon2+9 n—+oo n%2 4+ 9 n+1 o ’



(4) % : Nous avons
n?i —in+1-—3i B (P —n-3)i+1
(2n+4i—-3)(n—1i)  2n2—2ni+4ni+4—3n+3i

(PP —n-3)i+1
2n® = 3n+4+ (2n+3)i
((n* —n—3)i+1)(2n% —3n+4 — (2n + 3)i)
(2n% —3n+4)? + (2n + 3)?
2n3 —12n — 5+ i(2n* — 5n® + n? + 3n — 15)
(2n%> —3n+4)? 4+ (2n+ 3)?

Ainsi
. ni—in+1-—3i , 2n® —12n—5
lim - - = lim +
n—+too (2n+4i —3)(n— i) n—+o0 (20> —3n+4)? + (2n + 3)?
A im 2n* — 5 + n? +3n—15
i i
n—+oo (2n% — 3n+ 4)? + (2n 4 3)?
i i
= O —_ = —.
+ 2 2



Etudier la suite définie par la donnée de zy € C et la relation de récurrence :
1 _
Zn+1 = 5(2Zn - zn)-
Solution : Nous avons

Znt1 = %(22,, —Zn) = %(z,, + (zn — Zn)).

Si on sépare z, en partie réel et partie imaginaire, on obtient
Zn = Xpn + Iyn.

Ainsi

((xn + iyn) + 2iya) =

. . 1 .
X1 + iYnt1 = (xn + 3iyn) = 3% + iyn.

2 1 3 1 n+1
V= (3) == ()
> X0.

Ynt+1 = Yn = Y+l = Yn =Yn—1=Yn—2="""=Y0

- VneN, y, = y.

W
W

Ceci implique que

Wl

X *lx — X *EX*
n+1*3n n+1*3n7

Wl =

- VnGN,x,,:(



Par conséquent

lim z,
n—-+oo

lim X,,+i( lim y,,)
n—+o0o n—+o00

. 1\" . .
i (5) o (Llim )

O+Iy0 = iyo.



Soient (X,)n>0 €t (¥n)n>0 deux suites réelles telles que :

{

Xn+1 =
Yni1 =

Xn—Yn
Xn%}/n .

On introduit la suite complexe de terme général

Zp = Xp + Y.

(1) Etablir une relation de récurrence entre z, et z,.1.

Solution : Nous avons

Vn S N, Zpnt1

Xn+1 + i_Vn+1
Xn — Yn Xn + Yn

2 1T

1 1
(X + iyn) + 5(_

Yn+ an)

2
l 1
37t §(i2yn+ixn)
1 1 .

52 + 22,, = 2(1 + i)z,



Par conséquent

1 ) 1 .
Zpy1 = 5(1 +i)z, = Z(1 + 1)22,,_1

1

1 .
= W(1+I)n+120.
Ainsi

1
VneN, z, = E(l +1)"z.



(2) En déduire que les deux suites réelles sont convergentes et donner leur
limite.

Solution : Commengons par noter que

. . 1 wn
n—|I>Too |Zn| o n—|I>Too’§(l+’) ’ ’ |ZO|
. 1 n
= nﬂ’fw§|1+'| |20l
= lim V2 ’ |20
n—-+oo 2 0
1 n
= lim =0.
ol I <\/§>
Ceci implique que
lim z, =0 — lim x,+ iy, =0
n—-+oo n——+oo
— lim x,+i- lim y,=0
n—-+oo n—-+o0o
— lim x, =0 et lim y,=0.
n—+oo n—-+oo



Exercice 15 - Théoreme de Cesaro

Soit (up),cn- Une suite réelle. Pour tout Vn € N*, on pose

n
up+ -+ up 12
Vnzizf Uk.
n n
k=1

(v, est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite u).
© On suppose lim wu, =1 avec | € R. Montrer qu’alors on a aussi
n——+o0
lim v,=1.
n—+o00

Etudier la réciproque.

lim u,=+007
n—-+o00

@ Que peut-on dire si



Exercice 25 - Théoreme de Cesaro

On suppose lim u, =/ avec | € R. Montrons |im v, = /. Soit € > 0. Comme
n—+o00 n—+o00

(un) converge vers [ il existe Ny € N tel que

vneN,n> Ny, = |un— 1| < ¢

Soit n > Np. Nous avons

—/|—‘ Zuk—l

n

% S (- 1)

k=1

1 n
ST
nk::l n

L'inégalité triangulaire (|a1 + a2 + - - - + an| < |a1| + |az2| + - - - + |an|) nous permets
d’écrire
n

> (u—1)

k=1

1 Mot

n
S%Z“’k*” Z|”k*l|+ Z|Uk*”
k=1

™

1
‘vn—l‘:—
n

Ainsi pour tout n > Ny :
No—1 No—1

1 1
va—1] < 7Z|uk—l\+ Z|uk—l|<72|uk—/|+ Z*
n= o o
No—1
N—|—1
D TR

S|



Exercice 25 - Théoreme de Cesaro

Puis comme in‘ﬁ'l < 1, on peut écrire
No—1 No—1
e(n— Ny +1 1 €
|vn—l\§fZ|uk—l|+¥§fZ|Uk—/\+f. (1)
n n n = 2
Or
1 Mot No—1 1
lim = | = ) oaim Yoo
i 2 el = | 2 Ju= |- im D=0
k=1 k=1
Donc, d'apres la définition de la limite
Np—1 .
Nt eN, n> N, = — ue — 1| <=
1 1 - ; lug — 1] < 5

On pose N = max(Np, N1). En combinant ce dernier résultat a I'inégalité (1), on
obtient .
vneN, n>N = |v,,—l|§2~5:€,

On a donc démontré que
INeN, n>N = |v,— /| <e

Cela permet d'affirmer que (v,) converge vers /.



Exercice 25 - Théoreme de Cesaro

La réciproque du Théoréme de Cesaro est fausse. En effet, considérons la
suite (u,) définie par

YneN*, u,=(-1)"

Alors pour tout n € N*
1

n

0<v,

Par le Théoreme d'Encadrement, on en déduit que la suite (v,) converge
vers 0. En revanche, la suite u, est une suite divergente. La réciproque du
Théoreme de Cesaro est donc fausse.



Exercice 25 - Théoreme de Cesaro

Que peut-on dire si  lim u, = +00? Montrons que |lim v, = 4o00. Puisque
n—+o00 n—+o0o

lim wup = +00. Pour tout A € Rt il existe Ny € N tel que
n—-+o00o

n> Ny — u, > 4A.

Par conséquent, si n > Ny nous avons

up -+ Uy — uny + -+ u up -+ Uy — —No+1
— No—1 | UNo ns 1 N01+4A(n b + )
n n n n
Maintenant, comme IiT iﬂ"“ =1, il existe N1 € N tel que
n—-+oo
n— N 1 1 n— N 1 1
SV il st ] [P SN el st
n 2 n 2
Et comme IiT unu’vofl =0, on conclut
n——+oo
u s U, u s U —
INLEN, n> Ny —> Uit F U1 <A:>w> A.
n n

Ainsi, en posant N = max(Ng, N1, N2), on obtient que

_ —No+1 A
VneENn> N = v, > 2t +”"’°1+4A(" ot )>7A+4-§:AA
n n

Cela permet d'affirmer que lim,— 4o Vs = 400.



Exercice 26 - constante d'Euler

Soit :

1
+ ...+ =
n

Hn:1+

N| =

@ Montrer que pour tout n € N*, on a :

1
n+1

<In(n+1)—In(n) <

S|

@ En déduire que :
In(n+1) < H, <In(n)+1
@ En déduire la limite de H, lorsque n tend vers +oo

@ Montrer que la suite (un)n>o définie par :
un = Hp, —In(n)

est décroissante et positive.

@ Conclure (La limite de (u,) souvent notée v est appelée la constante
d'Euler, du nom du mathématicien Suisse Leonhard Euler, 1707-1783.
Cette limite vaut environ 0.5772156649... mais on ne sait toujours pas si
ce réel est rationnel ou irrationnel. La question est toujours ouverte !)



Exercice 26 - constante d'Euler

Solution :

(1) Considérons la fonction f : R\ {0} définie par

1
X = —.
X
La fonction f est une fonction continue et décroissante sur ]0, +o0[.
Ainsi,
1 n+1
_ — <
(n+1—-n)f(n+1) P} _/n f(x)dx
1
= In(n+1)—In(n) <(n+1-n)f(n)= -

D’ou le résultat.



Exercice 21 - constante d'Euler

(2) On a pourkzl,%ZIkHldx et pour k > 2, % <fk | Ldx. Ainsi,
pour n > 1,

1 k+1 1 n+1 1
H, = - > / fdx—/ —dx = In(n+1).
— k k X 1 X

Pour n > 2,

1 1
Hn:§ =14 = § / _1+/ Zdx=1+1n
— k prt k w1 k (),

cette derniére inégalité restant vraie quand n = 1. Donc
Vne N*, In(n+1) < H, <1+ In(n).

(3) D’apres le théoreme de gendarme, lim H, = +oc.
n—+o0o



Exercice 26 - constante d'Euler

(4) On a up1 = Hpp1 — In(n+1) = Hy 4+ -5 — In(n + 1). Donc,

1
Upy1 — Up = Hn+m —|n(n—|—1)—H,,+|n(n)
1
= o — (In(n4+1) —In(n))
< 0.
~—
d’apres 1.

Ainsi, (u,) est décroissante. Pour tout n € N*, montrons que u, > 0. En effet,
up = Hi =1 > 0. On suppose que I'hypothése est vraie jusqu'au rang (n) et on
va la démontrer au rang (n+1) :

1
nt1 = Hoi —In(n+1)=H,+ —— —In(n+1 .
Unt1 +1—In(n+1) — n(n+1) > 0
car Hp, > In(n+ 1)

D’ou le résultat.

(5) La suite (un)n>0 est décroissante et minorée par 0, donc (un), converge
vers v > 0.



Exercice 27

Soit z, = a" est une suite complexe de raison a € C.
@ Etudier cette suite dans le cas |a| < 1, puis dans le cas |a| > 1. Solution :

o Silal < 1: Alors

lim |z;/= Im [a"] = lm [a"=0 = Ilim z,=0.
n—+o00o n——+oo n—+oo n—-+o0o

o Sial > 1: Alors

lim |z, = lim ]a"| = lim |a]" =400 = (z,) diverge.
n—+00 n—+oo n—+oo

@ Danslecas |a] =1, on notera a = e'?. Que se passe t-il si % cZ?

Solution : Si % € Z, alors il existe k € Z tel que
0 i6 ki
2— =k — 0=2kr — €Y =¢ =1
s

. n
— VneN, zn:<e’9> —1" =1
=> (zn) est une suite constante de valeur 1

_— lim z,=1.

n— oo



(3) Supposons |a| = 1. Montrer que si % € Q\Z, la suite est périodique et
donc divergente. Dans les autres cas, c'est-a-dire lorsque % ¢ Q, on montre
que la suite est également divergente.

Solution :

Si % € Q\Z, alors il existe p, g € Z, avec p et g premiers entre eux, et g # 0,
tel que

0 2 T 2ipw \ N 2ipnT
Z _P — g = PT = VneN, z,,:(eq) =e 4
2w q
2ip(n+q)™ 2ipnm .
— VneEN, zyg=e 9 =e 1 &P =z,

Ainsi, (z,) est une suite périodique et donc divergente. Nous pouvons aussi
noter que, pour tout n € N nous avons :

1 sin=kq, keZ
2ipm
e sin=1+kq, keZ
4ipm

2z, = e sin=2+4kq, k€ Z

2ip(g—1)m

e @ sin=(q—1)+kq, kEZ



Exercice 27

Si % ¢ Q, alors pour tout n,m € N, nous avons
Zn # Zm.

En effet, s'il existe n,m € N tel que z, = z5,, alors

, , 2k
e — e Gp—Om+42kn, kEZ — 0= -0

n—m

0 K

- €Q.

2 n—m

Par contraposée, on conclut donc que pour tout n,m € N, nous avons z, # z;,. Ceci a
comme conséquence le résultat suivant :

Proposition

Supposons % ¢ Q, alors I'ensemble
{eM :neN}
est dense dans le cercle unité U.

Maintenant, d'aprés la proposition précédente pour tout élément u € U, il existe une
suite extraite (un) de (zn), tel que IiT up = u. Ainsi, (z,) admet des suites extraites
n—-+oo

avec des limites différents. Donc (z,) diverge.



