TECH CYCLE PREPARATOIRE - PREMIERE ANNEE
ANALYSE II - 2021/2022

Analyse Asymptotique

Comparaisons de suites

Exercice 1
Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
1. Si up, = o(vy,) alors u, = O(v,) .
2. Siuy, = O(vy) et vy, = O(uy,) alors u, ~ vy,
3. Si uy, ~ v, alors u, — v, = o(vy,) .
4. Si uy ~ v, alors (u, —v,) = 0 quand n — +o0.
5. 3 o2")

n
Solution
1. VRAI

. wu u )
up, = o(v,) < hrf =0 = —“ convergente donc bornée = u,, = O(vy).
n—-+oo 'Un 'Un

2. FAUX
u, = 1 =constante, et v,, = 2 =constante.
On a bien u, = O(vy) et vy, = O(uy).
Mais : u,, n’est pas du tout équivalente a v,,.
3. VRAI
Uy — Up

Up ~ vy, <= lim — =1 = lim = lim <

n—-+oo Un n—-+oo Un n—-+o0o

Unp
— -1
Un

) =0 = up — v, = 0(vy).

4. FAUX Mais on ne peut pas du tout en déduire que hIJIrl (upn, — vy) = 0.
n—-+0oo
En effet, si on prend : u, =n+ 1 et v, =n, on a bien wu, ~ v, , mais nglfw(un —op) =1
5. FAUX
n n
o8 13\ (5)
T‘n = —= — = — —_ =
2n n2®  n \2 n
(§)x e ln(%)
Or lim ~%— = lim = +00 par croissances comparées.
x——+00 X x——+00 x

Donc  lim r, = 4o00. Cette suite n’est donc pas bornée.
n—-4o0o
37’1
— #0(2")
n

Exercice 2
Donner des équivalents simples des suites ci-dessous :

a) un:1n<1—|—i> b) vnzln(n—k n2+1> c) w, =1/1++/n

n2+n+1 )
— 7
n+1

d) zn = Vnd+ 202 — V03 +n2 e Yn:Sin<

Solution

—

1 1
1. up, =1In (1 + ) ~ —  car la suite — tend vers 0.
n n

241 241
9 vn:1n<n—|— n2+1> —ln<n <1+n+>> =1In(n) +1n <1+n+)
n n
n?+1 / 1
vp, =1In(n) +1n <1+ — ) =In(n) +In <1+ 1+n2>
. / 1 .
lim In (1 +1/1+ 2) = In(2) et lim In(n) = +oo.
n—-+4+oo n n—-+oo

3




n (14 /1+25) I
Donc nll)r_{loo () =0 = In{1+4/1+ 3] = o(In(n))
Par conséquent : v ~ In(n).
3. wy, =1/1+vn
. 1 1
On sait que : \/1+un—1~§un — 1+un:1+§un+o(un)

Mais cette relation suppose que la suite u, converge vers 0, ce qui n’est pas du tout le cas de la suite v/n.
Cette relation d’équivalence ne servira a rien ici.

On peut établir tres facilement que : 1 ++/n~+/n
1
Il suffit alors d’élever a la puissance 3 pour obtenir :  w, =1/14+vVn ~\/Vn=VYn= ni

4. On cherche un équivalent simple de la suite : =z, = \/n3 +2n2 — \/n3 +n?

n? n?

Vn n2—/n3+n TPt + Vi 2 \/n3 (T+2)+/n3(1+4)

n2

B n? B B vn
\/n3<,/1+%+,/1+%) n\/ﬁ<\/1+%+\/1+%) \/1+%+\/1+%
Par conséquent : Tn

2 1
= \/1++\/l+ ~ 2.
n n
Autre méthode :

x":\/”3+2”2—\/n3+712=\/n3<1—|—i>—\/n3<1+;> :\/r?<\/1+i_\/1+i>

Nous avons besoin d’additionner des équivalents a chacune des racines carrées, mais cette opération est
totalement interdite.

2
lim 1++\/1+=
n

n—-+4oo

2
£

2 ”

On va donc utiliser la forme équivalente qui fait intervenir des petlts

M—lwéun = 1+un:1+§un+0(un)
xnzm<\/1+i—\/1+;>=\/n7<1+;xi+o<2) <1+;x+o<1)>)
xn:m(H;_l_;H(fb)_o(i)):ﬁa(;+2xo( )_( )) ﬁ(#(}l))
xnzg—k n3o<;>=\gﬁ+ o(x/f>:\f+ o (vn)

Jn

Conséquence :  x, ~ 5

3

n?+n+1

—_—
n+1

La division euclidienne du numérateur par le dénominateur donne : n> +n+ 1 =n(n+ 1) + 1.

5. On cherche un équivalent simple de : ¥, = sin (

Ce qui permet d’écrire :

. (n?P4+n+1 . 1 . 1
Yp =8I | ——— 7T | =sIn n+—- =sm | nmw + ™
n+1 n+1 n+1

Or on sait que :  sin(x + nr) = sin(x) cos(nm) + cos(z) sin(nw) = (—1)" sin(x)
On en déduit :

1
Yn = sin ( — 17r> = (=1)"sin (nj—l)
77

Comme lim
n—4oon + 1

= 0, on peut appliquer la rélation : sin(uy,) ~ uy,.

T T
(@ id cosin| —— | ~
e qui donne sm(n+1> ]
Finalement :

Exercice 3
Déterminer les limites suivantes en utilisant des équivalents.



a) lim (1—|—%)n,xeR b) lim Vn?

n—-+oo n—-+oo
n?+2n+3
. . : 2 _ 2
c) nll)rfoosm(n_i_l 7r> d) nll)r}rloo(\/n +2n+3—n +n+1)
Solution

1. a, = (1 + f) avec x € R*.
n
an = (1 + £>n = entn(1+3)
n
On sait que : In (1 + E) ~
n

T
~
P T T
On en déduit : nln (1—&-7) ~n—=ua
n n
nin(l+&) oo = lim a, = €°

On peut étre tenté de dire que : a, =€
n—-+4oo

Ce raisonnement est faux!!!

On n’a pas le droit de composer une relation d’équivalente a gauche par une fonction.
La bonne méthode est de dire :

nln(lJr%)Nx%O = lim nln(lJr%):x.

n——+o0o

On peut alors composer par la fonction exponentielle. Ce qui donne :

lim exp (nln (1 + f)) =exp(r) <= lim a,=¢€"
n

n—-+oo n—-+oo

2. b, = Vn? a pour limite : 1.

242 3 2 2
3. ¢, =sin (%w) = sin ((n+ )m + . 17r> = (=1)"*"tsin (n—:—Tl)

On en déduit immédiatement :

lim ¢, =0.
n—-+oo

n+2
dp=vVn2+2n+3—-—vn24+n+1=
v % V2 +2n+3+vVn2+n+1

n(l+2) 1+2

dn, = =
JiR+ 2+ 3+ 2 (1+2+%) 12+ 5+ 14148

On en déduit immédiatement :

1
lim d, = —.
n—-+oo 2

Exercice 4
Déterminer un équivalent le plus simple possible de chacune des suites suivantes quand n tend vers 4oo.

a) (14 +/n)~V™ b) ln(cos%)(lnsin%).

=
n

¢) 1[1+ ~1. d) eVrHi-ve,

Solution

1. On cherche un équivalent simple de : =, = (1 + \/ﬁ)f\/ﬁ =exp (—v/n In(1++/n))

= cap (v (v (10 Y)Y e (v (1n v+ (14 2)))
xn:exp<—\/ﬁ><ln(\/ﬁ) _Vaxh <1+\/15>)

— cap (=i x In (V) x exp (—\/ﬁ < In <1 n %))
7)
Ce qui donne :  lim —y/n x In (1 + 1) =—-1 = lim exp <\/ﬁ x In <1 + )> =t

n——+oo \/ﬁ n——+oo

On remarque que l’exposant du 2eme facteur vaut : —+/n x In (1 +

ce qui nous autorise a dire que :

exp <—\/ﬁ x In <1 + ;a)) ~ et



Finalement :

zn, = exp (—v/n x In (Vn)) x exp (—\/ﬁ x In (1 +

Autrement dit : Tn ~ VN xXe - =

(e (1)) et (s (1)
oo (D)) = (re (3] 1) ~ e (2] o

1 .
car lim cos|— | —1=0 et In(l+wu,)~u,
n—-4o0o n :
De méme :
1 1 1
cos|—)—1 ~——
n 2n?
. u?
car cos(u,) —1 ~ fT”

Finalement :

(o)
oft) )

car sin(u, ) ~ i,

1 1 1
n = ~——
coS - o2

Il ne faut surtout pas composer par In car on n’a pas le droit de composer une relation d’équivalence a
gauche par une fonction.

On va partir de 'autre écriture de cette équivalence :  sin(w,,) = u, + o(u,, )

On en déduit :

Pt ol ) SR ) R Rt )
= el D) i) e

avec a, = —In(n) qui tend vers —oo, et b, = In(1 + o(1)) qui tend vers 0.

Ainsi b, = o(a,) = In <sin (1)> =ap,+b,=a,+0(a,) = In (Sin <1>> ~ @y,
n n
Autrement dit : In (sin (1>> ~ —In(n).
n

Conclusion :
1 . 1 1
Yn = In (cos (n)) x In <sm (n)) ~ =g % —In(n)

In(n)
2n2

3

Yn ~

1

(1) (1!

1+ —1=(1 —1
VD VD

Comme on sait que : (1 4+ u,)" —1 ~ au, (pour « réel fixé et u, suite convergeant vers 0.)

Z. ~
" 2\/n
t, = eVPFIVE _ e
On sait que : e'"—1 ~u, <= e""=1+u,+o(uy,)
1 1 1
On en déduit : tp=evVntitvn =14+ ——— 4+ 0| ———
" Vn+1+yn (x/n—l—l—i-\/ﬁ)
Conclusion :
tn, ~1
On aurait pu voir des le début que lim ¢, =1 = t, ~ 1.
n—-+oo
Mais attention, I'implication : lim wu, =/ = uy ~/ n’est correcte que pour £ € R*.

n—-+oo



Exercice 5

n
Montrer que Z k! ~ nl
k=0
Solution
— Premieére idée :
On met 61'6 c?"ué 1% 'deriner teirme 1:1. ) 5 ( N
U U2+l n—1)!
s . =atata et
Up, 1 1 2 1
S= =+ +1
u n! nl  nl nl n
—T 1 est une somme de termes qui tendent tous vers 0.
n!
Mais, malheureusement, cela ne suffit pas pour dire que cette somme va elle méme tendre vers 0.

"1
11 suffit de penser a E —=1.
n
k=1

+1

— Deuxieme idée :
On met de coté les 2 derniers termes :

w, 11 1 2 (n—2)!
Sl = oS
o1 1n! n nl nl o nl n! . o1 )
Sachant que : (n—2) = et que pour tout k <n—2,ona: — < (n—2)! =
n! n(n —1) n! n! n(n—1)

On en déduit qure :

U, 1 1 1 2 (n—2)! ! - 1 1
R S nZZ S NS Y
n! n  nl + n! + n! ot n! Z ! Z nn—1) n

! ) k=0 k=0
U
Cest a dire: ——1—— < —
nl  n n
Ce qu’on peut écrire :
Up, 1 1
n n o n n

Le théoreme des gendarmes implique :

im - =1 = u, ~ n!
n—-+oo n'

Exercice 6

Soit s, une suite de réels de limite 0 et telle que : s, + Spt1 ~ —.
n
1. On suppose que (s,) est décroissante, montrer que s, ~ —

1 —1)"
2. En considérant la suite ( + (=1

2n Vn

décroissante.

Solution

) , prouver que ce résultat est en défaut si (s,) n’est pas
n>1

1
1. Onsait que: s, +8pt1 ~ — <= lm nx(sp+sp41)=1 < lim (n—1) X ($p—1+8,) =1
n

n—-+oo n—-+oo
On veut montrer que s, ~ — <= lim 2n x s, =1
2n n—-+oo
Sp, décroissante <= sp4+1 < Sp < Sp—1 = Sp+ Snt1 < 25, < Sy + Sp—1

On multiplie par n, ce qui donne :
n(Sn + Snt1) < 2n X 8y < NSy + Sp—1)

lm n X (sp+ spy1) =1

n—-+4oo
li X (Sp— n) = li —1) X (8p— n) =1x1=1
w7 (ot ¥ o) = Do g (0= 1) < ona 4 on)

Le théoreme des gendarmes implique alors :

lim 2nxs, =1 = s, ~ —

n—+4o0 2n
1 (=)
2. P = — .
osons S, on + \/ﬁ
On a bien : lim s, =0.
n—-+oo
D’autre part :
I S Gt +Pmﬂ—i+—i—+@wgi— !
P T on T  2tn+1) | Va1l 20 2(n+1) Vi Vn+l



2n + 1 (_1)n<W—\/ﬁ> 2n + 1 (_1)W<W+ ﬁ)(m+ﬁ)>

T 2n(n+1) nn+1) ) 2n(n+1) (Vn+1+yn)/n(n+1)
2n+1 1
=y
2n(n + 1) (Vn+14yn)y/n(n+1)
2 1 1
Le premier terme de cette somme _snrl est équivalent a —.
2n(n+1) n

Eneffet: 2n+1~2n et (n+1)~n.
(="

_1)n
(=1) est lui équivalent & : —=

(Vn+1+yn)/nn+1) N
Eneffet : vn+1++n= n<1+71l>+f=\/ﬁ<m+l>=\/ﬁ<1+21n+0<711)+1)

1 )
puisque : /1 +wu,= 1+§zz,7+()(11,, )

\/m+f—\/ﬁ<2+21n+o(1>>_2\/ﬁ+\2/:+o<‘7/f>

n

\/n+1+\/52\/ﬁ+2\1/ﬁ+0(\/15) =2yn+o0(2v/n)

Le deuxieme terme

Par conséquent :
Vn+1++yn ~ 2yn
D’un autre c6té : vnn+1) ~vVnxn=n

On a ainsi réussi a écrire : s, + Sp+1 = @y + by, avec :

2 1 1 —-1)" -1)"
nt ~ = et b, = (=1) (=1)

an = 2n(n+1) n (Vrn+1+vn)/nln+1) ~ 2n/n

On a évidemment : b, = o(a,)

Donc :

3=

Sn +sn+1 ~ Qp ~

. , L G O A 1
Mais cette suite s, = — + n’est pas décroissante car : 51 = —=, §3 =
2n vn 2
: : (=" 1 (=" ="
Et cette suite est équivalente & car — = o0 .
4 NG on Jn NG
A cause donc du fait que s, n’est pas décroissante, le résultat démontré dans la question 1. n’est pas
vérifié malgré le respect des autres hypotheses.

1 4 1 -
- — S1.
47t

) ésnf\d

Reégle d’or @ u, ~v, <= u,=0v,+o0(v,)




Comparaison de fonctions

Exercice 7

Calculer les limites suivantes :
. . 4

sin

im (x) sin(z?)

z—0 x + 32

a) b) lim

20 z(tan(z) — sin(x))

VT +1 |
c¢) lim \/4x+11n(1— Tt > d) limei

x5 Yoo x+2 20 In(cos(z))
)i 2+ 322+ B I 3e*” — 5ot
(S7 m ——- - m ——
z—0 213 + 12 Tz ln(7x2) + 2x
Solution
1.
sin(z)  sin(x) z

r+322  2(1+3x) o z(1)

Par conséquent :

sin(x)
im =
z—=0 x + 32
2 f(a) = sin (%) B sin (z4) B sin (%) ~ sin (2*) cos()
= z(tan(z) — sin(z)) (singw% _ sin(x)) . (sin((w; _ sin(z) Z?O;‘(w)) ~ asin(z)(1 — cos(x))
On connait des équivalents de chaque facteur, donc on peut écrire :
sin (z*) cos(x) %
flay = ) ~ S
wsinz(l—cosx) 0 rxurx (%)
Par conséquent :
sin (a:4)
li =li =2.
20 f(@) 250 x(tan(z) — sin(z))
z+1
3. =4 1ln(1-—
o) =iz i (1- Y2
V4 1
On sait que :  lim (— s ) =0. etque In(1+X) ~ X
T—+00 x4+ 2 0

On en déduit :

NARCER VTl N
x+2 ) 40 x+2 4o =z N3

De la méme maniére :

Viz T~ Viz =2V

Finalement :
o) oy =
Conclusion :
tim_ole) =2
4 h(z) = 12105(:5)

On sait que : e* — 1 v On en déduit :
el?® _ 1 ~ 4z?
0
On sait également que : In(1+ z) v On en déduit :

In(cos(x)) = In(1 + cos(z) — 1) ¥ cos(z) — 1

2

On sait également que : cos(z) — 1 v f% On en déduit :
2

x

In(cos(x)) ey



Il ne reste plus qu’a faire le rapport des deux :

4z 2
-1 4
hx) = — =
n(cos(z)) o -
Conclusion :
h(x) ~ -8
lim h(z) = —8
z—0
5. On cherche la limite en 0 de :
4 2
3
k(x) _ r*+3x° +
223 + 22
4 2
3 1
st 4327+ ~ et 22 4a? ~ 2? ﬁk(x):w ~ 2=
0 0 223 + 22 0o z2 =z
1
La fonction # — ~ n’a pas de limite en 0. (résultats différents en 0~ et 07).
T
Donc la fonction k n’a pas de limite en 0.
6. On cherche la limite en 7 de :
2
3e® — 5t
l(2)= 25 2%
In (722) + 22
[ est continue sur R* car somme, composée et rapport de fonctions continues. Donc :
2
3e™ — bt
lim l(z) =l(n) = —————
et () = i{m) In (772) + 27
Exercice 8
Calculer les limites de
sinz In(1 + 2?) In(1 + sinx) 1
——— = en 0. b) ————— en 0. | @ 0.
8) xtanz . ) tan(6x) . ¢) (n{e+2))* en
d) (In(1+ e_x))% en + 0o.
Solution
inxIn(l + 22 2 inxIn(l + 22
ks L) n(l +27%) ~ 2 — 4 Donc lim o m L) n(l +27) =lim =0
xrtanx 0 zx z—0 rtanx z—0

In(l1+sinz) sinz
tan(6zx) 0 6z

3. Limite de (In(1 + e~ %))

en + oo : Nous avons
el 1 -
(In(1+e7®))= = exp (x In (In(1 + e T))) .

Maintenant, comme liIJ'I_l e~* = 0, nous pouvons écrire :
r—r+00

In(l+e™®) ~ @

+oo

et par I’Exercice 11, nous pouvons composer cette derniére equivalence avec la fonction In, pour obtenir

In(In(14+e %) ~ In(e™™).

+oo
Donc
1 In(e™")
—1In (In(1 - ~
x n(n( te )) +00 x
- -
x

Par conséquent

8=

r——+00 r——+00

lim (In(l14+e %)= = lim exp (i In (In(1 + e‘x)))

— eXp< lim X 1n (1n(1+e"”))>

r—+oco

= e L



Exercice 9
Déterminer les limites suivantes :

ot =222 422 -1 . rsinx
a) lim b) lim ——
=1 23 —ax2 4+ —1 z—01 —cosx
1—cosz)sinx
. . _ 3/ 3 . (
c) xll)rf_loo (z) ou f (x) ((m +1)— Va3 + 1) d) ilgbexp (x3 )
1 1 1 zlnx
e) lim M f) lim M
z—0 1 — cos 2z z—+o00 Inx
2z
n(2=
g) lim M h) lim 2? (ewil — e%>.
™ cosx T—+00
Tr—r —
2
Solution
3 _22%+22 -1
1. Calculer lim z vt : Nous avons :
a1 a3 —ax? 4+ -1
oad =202 422 -1 (=D -2+1) . x?—x+1 1
lim = lm = lim — = —.
z—1 a3 —x24 -1 z=1  (z—1)(a2+1) z—1 a2 +1 2
2. Calculer lim _reme : Nous avons :
z—01 —cosx
: z?
sin(x) v et 1 —cos(x) R
Donc
e . 2
lim — T = fim T = 2. lim = 2.
z—0 1 —cosx z—0 % =0 22

3. Calculer :I:EIJIrloof (z) ou

Nous avons

Il

—_

+

8

/N

—

|

w
7 N

—

+
i%w‘ —_
N———
~—

Maintenant

Donc

Par conséquent :

lim (z+1)—

T—-+00 T—>+00 B 3(1;‘2



4. Calculer lim exp ((
z—0

5. Calculer lim

1 —cosz)sinx

In (cos z)

3 ) : Nous avons
T

, ((1—cosx)sinx>
lim exp | ~———F"——
z—0 x

: Nous avons :

z—0 1 — cos 2x

_ 2
= Im
2
I S
T eh0 422 4
zlnzx
1 1
6. Calculer lim (n(m—&—)) : Nous avons :
T—+00 Inx
In(z+1 vhne In(z+1
<(lnx)> = exp (m In(z) - In <(lnx)>> .
Maintenant
| 1 | 1
zln(z) - In <n(11'+)> = zln(z)-In (1 - (1 - %
n nw
1 1
+oo Inx
= z-(In(z+1) —In(z))
(:c + 1>
= z-In
T
1
= x-ln <1 + >
T
1
~ x . —_ fr—
+oo x
Ainsi
1 1 zlnz 1 1
lim n(z+1) = lim exp|aln(z)-In @+1)
T—+00 Inz T—~+00 Inz
) In(x+1)
= 1 1 In [ ————=
exp (x—lﬂr-loox n(z) n( o

7. Calculer lirr71T i
xr—r

2

COosST

)

lim In (cos ) _
z—0 1 — cos 2x

3

In(1—(1—cosx))
1 — cos2x
cost — 1

lim
z—0

z—0 1 — cos 2z
2
xT

= €.

: Rappelons que

COosS T

(5
mi\——a).
2

)

)

)
)



Donc :

g
I
g

. 1 1
8. Calculer lim 22 (e o+l — er) : Nous avons

T—+o0

1
. 1 i . 1 eetl

lim 22 (eﬁ1 —ew) = lim 2% -e¥ - — —1
z—+00 T—+00 ex

. 1 11
= lim 2% -ev - (ew+1 T — 1)
r—r+00

. 2 1 =1
= lim z“-e% - (ew<z+1> -1

N———

r—r 400
Maintenant
1 1
e? -1 ~ 3 — ez@th) -1 ~ ———
0 +o0 J?(.Z‘ + 1)
Donc
lim 22 (ez}rl — e%> = lim 22-e7 - (eﬂ;iil) — 1)
r——00 xr—+00
-1
= lim 2%-ev [ —
z—+00 z(x+1)
2 1
. —x° - ex
= lim —
z—+o0 x(x + 1)
. x? . 1
= — lim — lim e=
z—+oo x4+ 1 z—+o00
= —1-1 = —1.
Exercice 10
A quelle condition sur f et g a-t-on ef ~ e9?
a
Solution
Tout d’abord, comme pour tout x,y € R, nous avons
G
ey
on conclut que :
f(=)
ef et = lim S =1
a r—a eg(x)
— lim /@9 =
r—a
< exp (lim f(z) —g(m)) =1
r—ra
<~ lim (f(z) —g(z)) = 0.
r—a

Conclusion : Nous avons trouve comme condition :



Attention : L’implication

ng — @fweg
a

a

n’est pas vrai en général. En effet, posons

flxy=2>+z et g(x)=2z>

Alors
[~y
o0
mais
ef (@)
lim —— = +o0o.
r—a eg(w)

Exercice 11
Soient f et g équivalentes au voisinage de a et strictement positives. Montrer que si f admet en a une limite
dans R différente de 1 alors In f ~ Ing.

a

Solution
Nous savons que :

u~v =  u—v=ov).

II suffit donc de montrer que :

In(f(z)) = In(g(z)) = o (In(f(x))),

c’est-a-dire, montrer

lim

e (/@)

Nous avons

oy DI B _ (101,

z—a ln(f(x)) T—a

Maintenant, si on note £ = lim f(z), alors

r—a
1 1 €R sifeR\{0,1}
lim ———— =< In({) . 7
z—a In(f(z)) 0 sif{=0oul=-+oo.

Exercice 12

a) Limite en + oo de ¢/23 + 22 — ¥/23 — 22 b) Equivalent en + oo de \/22 + V&t + 1 — 2v/2
tan(az) — sin(ax)
tan(bz) — sin(bx)

c¢) Limite en 0 de

.. ™ m ’/T
d) Limite en 1 de (:z: - Z) tan (x + Z)

tan(z — x cos(x))
sin(z) + cos(z) — 1

cos(z) — sin(x)
(4x — ) tan(z)

e) Limite en % de f) Equivalent en 0 de

1 1
g) Limite en 0 de 2772 =@ h) Limite en 3 de (22° — 3z +1) tan(r z)
, N
i) Equivalent en + oo de — +1:r In < ’ >
sin (5) z+1

Solution



. . 3 3
1. Limite en +oo de \/x3 + 22 — /23 — 22 : Nous avons

lim
Tr——+o0

€/x3+x27\3/z37x2 _

Maintenant
/ 1
1+ - —1 ~
x +oo
Donc
lim /23 + 22 — /23 — 22
r—+o0

2. Equivalent en +oo de

Par conséquent

\/x2+\/x4+1—m\@

lim
r—r+00

1 1
Jl+— = 14+ — — .
- T +oo 3 Jr0(395)
1 1
= lim x~<\3/1—|——\3/1—)
T—>+00 T X
li 1+ L + L 1+ 1 !
= 1m — — | — R P
at—>-~-ooaj 3x © 3x 3x © 3x
= lim =z i—&—o i -0 i
e 3 3x 3x
= mgrfoof—&—o(l)—o(l)
= ez tol)
2
3

22 + /2t + 1 — 2v2 : Nous avons

Vaz+ Vit +1—2v2

= \/x2+x2 1+ — V2

= x~<\/1+1+24+o % —\/§>
= x.<\/2<1+414+o(x14) \/§>




t
3. Limite en 0 de 2

n(ax) — sin(ax)

tan(bx) — sin(bx)

Par conséquent

4.Umﬁ661%de<

xr— —

tan(az) — sin(ax)

: Nous avons

sin(ax)
cos(ax)

— sin(ax)

tan(bz) — sin(bzx)

tan(az) — sin(azx) . a

sin(bz)
cos(bx)

— sin(bx)

. 1—cos(azx)
sin(ax)  “cos(ax)
sin(bx) Lzcos(bz)

cos(bx)
2

2
a
ar 5

T
2

a®  cos(bx)
cos(ax)

cos(bx)

cos(ax)

3 cos(bx)

= lim

lim

z—0 tan(bx) — sin(bx)

m
4

nous pouvons écrire :

5. Limite en de

T
4

Par conséquent

6. Equivalent en 0 de

Donc

cos(z) — sin(x)
(42 — 7) tan(z)

lim
=7

cos(z) — sin(x)

s—0 b3 cos(ax)

) tan(z + %) : A I'aide du changement de variable

lim
u—0

NI
~

lim w-
u—0

IIERSIERINIE
SN—"

~—

lim w-
u—0

lim ——
u—0

: Nous avons

% (sin (§) cos(x) — cos (F) sin(x))

(4z — 7)tan(z)

lim

=% (4dx — ) tan(x)

tan(z — x cos(x)

INE) 2

cos(z) —sin(z) 2 < 1)

)

sin(x) + cos(x) —

1

lim  — x cos(x)

x—0

(4z — 7) tan(z)

l. sin (%—x)
V2 (4z — 7)tan(z)
2 . -z

V2tan(zr) 4z -7

v@tiﬂx).(_i>'

4

lim ——— -
o= \/2tan(r)
1 1

— - lim
22 22 tan(z)
1

575

: On commence par noter que

= 0.

tan(z — x cos(x)) v T x cos(x).



Maintenant

lim 5@ _
x—0 x
et
1— 2
hm L@ o T
z—0 T z—0 21
D’ou
lim sin(x) + cos(x) — 1 ~ lim sin(z) lim 1 — cos(z) _
x—0 x x—0 x x—0 €T
Donc

sin(x) + cos(z) — 1 ~ .

Par conséquent

tan(xz — x cos(x))

0

x — z cos(x)

sin(x) + cos(x) — 1

N
7. Limite en 0 de x™21=&) : Nous avons

1
hm €T 142 In(x)
z—0

1
8. Limite en 3 de (22® — 3z + 1) tan(m z) :

222 -3z +1

Ainsi, a I'aide du changement de variable

nous pouvons écrire :

lim (22° — 3z + 1) tan(rz)

1
T3

=]
8

o2
[\

—  limexp (Hlerl(x) In (x))

z—0
) In(x)
= 1 _—
P (mlﬂ% 1+2 ln(x))
B . In(x)
= o QE’% > 1n(x))

- m(})

- e

Nous avons

Il
/N
=2
|
| —
S~
—
)

8
|
a2



, 1 2
9. Equivalent en +oo de tr In ( j_ 1) : Nous avons
x

sin(%)
V14 22 T 1+ 22 1
— 1 In = —vIn{l-——
sin (5) z+1 sin (;) z+1
Va2 (1
+oo % rx+1
22
T (41
2
foo x
= -z

Développements limités

Exercice 13
Déterminer les ordres pour lesquels les fonctions suivantes admettent un DL en O :

a) x> . b) z s a7, c) x> |z|"
Solution
1. f(x) = /x : La fonction

e

est continue mais n’est pas dérivable en 0. En effet

-0 T 1
limu: lim£= lim — = +oc.
a—0+ x—0 z—0t T =0+ /T
Ainsi, en zéro, f admet uniquement un D.L & lordre 0.
2. f(x) = 2 : Notons que :
f(l') = ;p% = x% = gt xi
Ainsi :
4 1
X x xTr4
1 f()—lim = lim 27 = 0
z—0+ x? z—01 z z—0t1
Donc
_ 4
fa) = ofa®)

Par conséquent, en zéro, f admet le D.LL a 'ordre 4 suivant :

T =, 040z +02® +02° + 02 + o(a).

T—r

Montrons que f n’admet pas de D.L a l'ordre 5 ou superieur en zéro. Pour cela, notons que si f admet un D.L
a l'ordre 5 en zéro, alors

7 = az-2°+o(z”)
—0

. T4 .
= lim — = lim a5 +o(1) < +o0.
z—0t T z—0+
Or
17 1

. ox . xt.oxa _

lim — = lim = = lim — = 4oc.

rz—0t T z—0t x z—0t 1

Ainsi, f n’admet pas de D.L a ordre 5 en zéro. Ce qui implique que f admet uniquement des D.L & l'ordre 4
ou inferieur en zéro.

3. f(z) = |z|" : Notons que :

2" = (sgn(z))" - 2"



Ainsi :

Donc

j2]" = o(z"7h).

w:)O
Par conséquent, en zéro, f admet le D.LL a 'ordre n — 1 suivant :
lz|" = 040z 4022 +---+ 02" +o(z" ).
x—0
Maintenant, si n est pair, nous pouvons écrire
lz|” = 2" = Vk>n, |z[® = z"+o(z").
z—0

Ainsi, pour n pair, la fonction  — |z|" admet un D.L & tout ordre en zéro.

Montrons finalement que si n est impair, alors f n’admet pas de D.L a l'ordre n ou superieur en zéro.
Pour cela, notons que si f admet un D.L a 'ordre n en zéro, alors

n _ L n
|| T, Gt o(z™)
| n
= lim— = lima,+o(1)
x—0 " x—0
o . PO £
Ce qui implique lexistence de la limite lim . Or
z—0+ "
n . noo..n
lim % = lim w = lim (sgn(z))".
z—0 I x—0 x€X x—0

Et cette derniére limite n’existe pas. Par conséquent, pour n impair, la fonction z — |z|™ n’admet pas de D.L
a lordre n en zéro. Ce qui implique que pour n impair, la fonction z — |z|™ admet uniquement des D.L &
lordre n — 1 ou inferieur en zéro.




Exercice 14
1. Soit f: R — R la fonction définie par f(x) =0si z <0 et f(z) = exp (—i) sinon. Calculer, pour tout
n € N, le développement limité de f en 0. Quelles conclusions en tirer ?
2. Soit g : R — R la fonction définie par g(0) = 0 et, si & # 0 : g(z) = 2’sin <31:> Montrer que g a un
développement limité d’ordre 2 en 0 mais n’a pas de dérivée seconde (en 0).

Solution

1. Notons que pour tout n € N, le changement de variable

1

Z=u,

x

nous permet, de conclure
_1 —u n

. flx . €@ . .
hmg = lim = lim = lim — = 0.
z—0 ™ z—=0 " u—+oo u =™ u—+oo e

Ainsi

YneN, f(z) = o(x").

z—0

Par conséquent, en zéro, f admet le D.L a I'ordre n suivant :
1
exp <—> = 0+0z+ 02>+ + 02" + o(z™).
xr ) x—0
Quelles conclusions en tirer 7 La conclusion & en tirer est que, le fait que la partie réguliere d'un D.L

soit nulle & n’importe quel ordre n’implique pas que la fonction développée soit nulle. Autrement dit, deux
fonctions ayant des parties régulieres égales a n’importe quel ordre ne sont pas pour autant égales.

2. On commence par noter que

3 i (1
. = 1

lim@ = lian(””) = lim x~sin<) = 0.
T

z—0 X z—0 x2 z—0

Ainsi

1
23 - sin () = o(x?).
x x—0

Par conséquent, en zéro, f admet le D.LL a 'ordre 2 suivant :
1
x3 - sin () = 04 0x + 022 + o(x?).
€T z—0
Maintenant, g est dérivable sur R’ et sur R*, et on a

Vo #£0, ¢'(z) =322 sin <1> — T - cos (1> .
T T

De plus, en utilisant le D.L a ’ordre 2 en zéro de g, on conclut que

z—0

lim 23 - sin <1) = lin})O + 0z + 022 + 0(172) = 0.
T T—

Ainsi, g est prolongeable par continuité en 0 en posant

9(0) =0.
Ce méme D.L nous permet de conclure que
lim 9(x) = 9(0) = limo(z) = 0.
x—0 x x—0

Ainsi, le prolongement de g est dérivable en 0 avec

g'(0) =
Or g n’est pas deux fois dérivable en 0 car
g(x)—g(0)  3z?-sin(i) —x-cos (%)
z—0 B T

1 1
= 3z -sin <x> — cos <x) n’a pas de limite en 0.



Exercice 15
Soit f(x) = (cosx)% pour x € }—g, %[\ {0}.

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

2. Déterminer un DL de f en 0 a 'ordre 2.
3. Etudier la dérivabilité du prolongement de f.
Solution

1. Nous avons

(cos(x))* =
Maintenant
cos(z) o
D’ou
z? 3
In(cos(z)) o In(1+ -5 + 0 (z?)
? 3
ij _? + O(x ) B
? 3
:ciO Ty to (ZC )
Ainsi
— - In(cos(z))

Par conséquent

(cos(z))* =

@
o]
o]
A~
8=
5
—~
(@}
]
2
8
~
~
N———

T
xiO exp —5-‘!-0(1'2))
_ _z 2 (_
2
x—0 2
1 z xj 2
I:O _2+8+O(aj).

En utilisant le D.L & 'ordre 2 en zéro de f, on conclut que

1
x =

lim (cos(z))

2
. A 9
ATyt o
1.

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 0 en posant

F(0)=1.

2. Ce méme D.L nous permet de conclure que

o £ = £(O)

z—0 xT



Exercice 16

3
Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = 1176. Calculer f(™ (0) pour tout n € N.
x
Solution
Pour tout x € R, nous avons
1
_ 3
1
_ 3, _
IR D)
io $3 (1 —.’176 +x12 _m18+ e 4 (—1)".’176" 4 O(xﬁn))
io x?’ _ x9 +LE15 _ 1,21 Lo (_1)nx3+6n 4 O(x6n+3)
x
xio Z(_l)kx?ﬁ-ﬁk + O(x6n+3).

k=0

Maintenant, f est une fonction de classe C*°, d’apres la formule de Taylor nous pouvons donc écrire

" (n)
s@) =, 70+ s+ T2y O e

Par unicité des DL, en identifiant les coefficients devant ™, on trouve :

fMO)  f (~1D)*F sin=3+6k
n! o 0 sinon

Maintenant, si n = 3 + 6k alors on peut écrire

Par conséquent

F™0) = { (—1)%‘371! sin=3 (mod 6),

0 sinon.

Exercice 17
Déterminer les développements limités suivants :

a) DL3(0) de fi(x) = 2* —2®+1. b) DL3(2) de fi(z) =2* —2*+1. ¢) DL3(1)de fo(x) = (vz—1)Inz.
Solution

1. DL3(0) de fi(z) = 2* — 2% +1 : Tout d’abord, notons que la fonction f; est de classe C* (en fait elle est

de classe C*°). Pour trouver le D.L nous pouvons donc utiliser la formule de Taylor. Pour cela, calculons
les trois premiers dérivées de fi. Nous avons

fix) = 423 -2z
M) = 122% —2.
() = 24a.
Ainsi
1 O 11 0
filz) = f(0) + f1(0)z + LxQ + 17()333 + o(x®)
x—0 2! 3!
2
o 1+0-z — 5%‘2 + 0-2° + o(a?)
= 1—2%+o(2?).
z—0

2. DL3(2) de fi(z) = 2* — 2% +1 : Rappelons que les trois premiers dérivées de f; sont :

fi(z) = 423 —2ux.
V() = 1227 —2.
V(z) = 24z

Ainsi, en utilisant la formule de Taylor en 2, nous pouvons écrire :

he) + A2+ BB g ¢ BB o (g

=, 1B+28@-2+ 23(x —2)% + 8- (x—2)% + o((x —2)?).

fl (x) " (2)

z:>2



3. DL3(1) de f2(z) = (v/x — 1) In(z) : On commence par noter que :

In(z) = m(1+(z—-1)) = In(x) = (x_l)_(l“—l) +o((a:—1)2),
De méme
V-1 =1+ @xz-1)-1 = Vrz-1 = (1+(x;1) (ff—81)2
+o((x—1)2)>f1
o1 (xgl)_(m_gl) +0(($_1)2)
Ainsi

Exercice 18
Donner les développements limités en 0 des fonctions suivantes :

In(1
a) fi(z) =tan(z), & Uordre 4. b) fa(z) = M, alordre 3. «¢) fs(x) =414 V1422, alordre

sin z N
Solution
1. DL4(0) de fi(z) = tan(z) : Tout d’abord, rappelons que :
2 4
cos(x) o 1- % + 32671 + o(z?)
3
sin(x) S T + o(zh)
Ainsi
T 1
cos(z) =0 ] — (L — 2 +o(z4))
1
To1-
avec
2 4 4
—%—;—4+0(:ﬂ4) = u? = %—l—o(x‘*)
Par conséquent
1 1
cos(z) 50 1—u
o 1+ u+u? 4 o(u?)
2 4 4 2 4 2
o 1+ (962 - ;6—4 +0(x4)> + 5 to(z*) +o ((902 ~ 31 +0(x4)> >
2 4
= 1+%+52i4+o(x4)
D’ou
. 1
tan(z) = sin(z)- con (@)
3 z? 5zt
o <9c % + 0(x4)> : (1 totort 0(954))
3
= o+ = 4oz



_ In(1+4x)

2. DL5(0) de fa(x) = ————= : Tout d’abord, rappelons que :
sinx
z? 23 gt
In(1 - Ty 4
n(l+z) o 2—|—3 4—1—0(:10)
. 3 4
sin(z) S T + o(z*).
Ainsi
X X fDS
In(14+z) I(1_§+?_T+0(@"3))
sin(z)  z—0 z(1— 2 4 o(a3))
x 12 ms
_ 1545 - o)
z—0 1— 2 4+ o(2)
2 3

avec
22
u:§+0(933) = = 0(503)
Par conséquent
In(1 + ) x 2 ot 3 1
— = 1 - - —
sin(x) z—0 ( 2 + 3 4 +ola) 1-u
z x2 28
et (1_2+3 ‘4*0(””3)) (1+u+u? +o(u?))
x  x? 23 3 2 3 a?
z x2 28 2
530 (1 “atE o *"@3)) (“ © *0(“"3))
r x2 23
S 1Tat g g el

. DL4(0) de f5(z) =1\/1+ 1+ 22 : Tout d’abord, rappelons que :
2

1+z o 1+g—%+0(x2).

Ainsi
ATE - 2 a4 A
1+ 1+?—§+0($)

Dol

2 4
14+ V1+2? = \/2—|—$—z—|—o(x4)

Par conséquent

V22 3v/2x4
= 2
\[—l— 3 198 +o




Exercice 19
Donner le développement limité en 0 des fonctions :

a) =+ exp(sin(x)) (a Pordre 3).  b) z+ sin(tan(z)) (a Pordre 3).  ¢) z+ (In(1 +2))? (4 Pordre 3).

d) z+ exp(cos(x)) (a Pordre 4).  e) x+ sin®(x) (4 Pordre 9.)
Solution
1. DL3(0) de f(x) = exp(sin(x)) : Tout d’abord, rappelons que :

2 $3

— r 3
exp(z) = 1+x+ 5 + 30 + o(z?).
Ainsi
) . 3
. . S > .
exp(sin(zx)) =, 1+ sin(z) + 1n2(x) + 51n3'(x) + o(sin®(z)).
Maintenant
3
i = - 3
sin(x) o Ty + o(x?)
x3 2
—  sin’(z) = T — ==+ o(z?) = 22 4 o(2?)
x—0 3' x—0
3 x’ 3 ’ 3 3
= sin°(x) o (a: T +o(x )) ot + o(x?)
Par conséquent
.. 2 .. 3
: _ sin“(xz) = sin®(z .
exp(sin(x)) o 1+ sin(z) + 2'( ) + 3'( ) + o(sin®(z))

o 1t <x - E—T + 0(x3)> + <IQ+2")(IB)>
+ (W) + o0 (z® + o(z®))
1+x+%2+0(x3).

r—r

2. DL;5(0) de f(z) = sin(tan(z)) : Tout d’abord, rappelons que :
23
sin(x) o TTar + o(z?)
Ainsi

ans T
sin(ban(x)) = tan(x) - : 3!( )

+ o(tan®(x)).

Maintenant, d’apres 1’exercice 18.1, nous avons

3

tan(x) x4+ % + o(z?)

wjo
3 3
—  tan®(z) = (33 + % + 0(3:3)) = 2%+ o(z?)

Par conséquent

an®(x
sin(tan(x)) o taun(:r)ft 3!( )

=, (3«“ + %3 + 0(333)) - (W) + 0 (2° + o(z?))

+ o(tan®(z))

3 3
o x+€—|—0(z ).

3. DL3(0) de f(z) = (In(1 4 2))? : Tout d’abord, rappelons que :

1 1
In(1+ x) =, §x2 + gx?’ + o(z?).



Ainsi
(In(1+2))°> = In(1+2)- In(l+=x)
= |z — }x2 + 13:3 + o)) (2 — }xz + 1353 + o(z?)
2 3 2 3
L o

1 1 1 1
= z- <x — 5T+ §x3 + o(xg)) — 51‘2 . (w — -+ -2+ o(m3)>

2 3

1 1 1 1
—l—gx?’ . (x — 2?4 a3 4 o(x3)> + o(z?) - (:L‘ - 5332 + §x3 +o

. DL4(0) de f(x) = exp(cos(x)) : Tout d’abord, rappelons que :

exp(z) = 1+z+ %2 + %T + o(x?).
Ainsi
exp(cos(z)) = exp(l+ (cos(z) — 1))
= e-exp(cos(z) — 1)
=, e(l + (cos(z) — 1) + (cos(x2)'— D + (Cos(zg)!_ Dk
cos(w) — 1)4
(cos( 4)' D + 0 ((cos(z) — 1)%) )
Maintenant
x? 2t
cos(x) o 1-— 5 + il + o(zh)
z?2 2t .
= (cos(z) — 1) =0 T + ol + 0(x4)
2 2t 2 rt
= (cos(z) — 1)2 o (—2 + ol + 0(x4)> o + 0(304)
2?2 2 s
= (cos(x) —1)* = <—2 tt o(x4)> o o(zh)
Finalement
22 ot 4
(cos(z) — 1)* = (—2 + a + 0(3:4)> o o(z?)

Par conséquent

exp(cos(z)) o e(l + (cos(x) — 1) +

€e-T +€'$
z—0 2 6

+ o(x*).

. DLy(0) de f(x) = sin®(z) : Tout d’abord, rappelons que :

. z3 3
sin(x) o TTgr + o(x?).

)



Ainsi

Par conséquent, lorsque 1’on développe (a ’aide du bindéme de Newton) ce produit en commengant par les
termes de plus petits degrés, on obtient

3

28+ 625 (—x> +o(2?)

sin® () 30

Exercice 20
Déterminer les développements limités suivants :

A) DLy(1) de fi(x) = cos(ing). ) DLs() de fufa) =In(tanz). ) DLy(1) de fy(w) = VoL,

Inx
Solution
a) On a
u? 4
:1—— e
CcoS U 2 + 24—|—0( )
h? 9 h? 9
f1(1 4+ h) = cos(In(1 + h)) = cos h—;—i—o(h ) —1—7 h_i —|—0(h )
1 1
Donc f(z) ==1— §h2 +o(h?)+=1- i(x — 1?40 ((x —1)%)
b) On a
1+ tan?z
fo(x) = “tanz
() = tanz(2tanz) (1 + tan?z) — (1 + tan? x)2
2 tan? x
B (1—|—tan2 a:) (taan—l) tantz — 1
B tan® x  tan?z
» (tan2 x) 4tan® (1 + tan? x) — (tan4 T — 1) 2tanx (1 + tan? x)
2 (@) = tan*
B (1+tan2x) (4tan4x— (tan4x—1) 2)
o tan? x
(1+tan2x) nx(2—|—2tan x)
N t n4x
2(1+tan x) tan
B tan® x
La formule de Taylor-Young donne :
lntanx*2<xfz)+i<xfz)3+o (xfz)g
N 4 3 x2 4 4
2
/N —— 3
lntanx—2<x—1)+(m34)+o((x—1) >
¢) On a
h? h? h , h?
e YIEA=1 BB lro(t) G-t tsro(st
’ n hz | b3 1Ry o (h2)
2 2 3

1
1 ))
2
:;(1—Z+}§+o(h2)) 1+ —12+o(h2))
1 h  h?
2<1+412+o(h2)) 2
doncf(x):f—i—xBl—(x;ll) +o((x—-1)?)

Exercice 21
Déterminer :



a) lim (Cosm:)l/x2
z—0

(143z)3 —1—sinz

d) lim

— T

1+
1—=x

2. Déterminer lim (
x—0 1

lim
z—0

3. Déterminer lim
z—e lnx —1

VI Ve

: Nous avons

z—0 1—cosx
Solution
2
1. Déterminer lim (cosz)"/*
x—0
2
lim (cosz)"/*
x—0
1+zx

>1/:E

lim

VI e

z—e Inx —1

Vi e

lim
z—e Inx —1

. 1 sinx
lim ( <= In
x—0 ;C2 x

: Nous avons

. 1
igr%) exp <x2 In (cos x))
. 1 a? 2
ili%exp <x21n <1 — — +o(x )>>
. 1 z? 2 x2 5
ili%exp <332 (2 +o(z*)+ o <2 +o(x )>>>
. 1 x? 9
ili%exp <902 —5 +o(z ))>
I o)
limexp | —5 +o0
1

1/x
) : Nous avons

. 1 1+

lim exp < In ( ))

z—0 T 11—z

. 1

ili%exp <w<ln(1 +z)—1In(1 - a:)))

. 1 z? 9 x? 5
ili%exp <x <$—2—|—0(33 ) — (—x—2—|—o(x )>>>
. 1 2

}g%exp (m (Qx +o0 (Jc )))

lim exp (2 + o())

2.

. Vetxz—e— /e
lim
e—elnle+a—e)—1
Vel
e ) -1
y \/E(,/1+%—1)
are In(e) +In (14 2¢) -1
\/E(w/1+%—1>

= 1'
e (5
1 z—e —e) —
_ lim\/é(1+2 —< +o(z —e) — 1)
z—re =€ 4 o(z —e)

L VE(Ere) ¥ e
O ey R N

))



4. Déterminer lim (1+3z)s —1—sinx

: Nous avons

z—0 1—cosx
. (1432)5 —1—sinz ) 1+%—%+0(x2)—1—x+0(x2)
lim = lim >
z—0 1 —cosx z—0 % + 0(m2)
_ —z? + o(2?)
= =
x—0 5 + 0(:62)
B 22 (=1 +o0(1))
z—0 2 (% + 0(1))
B —1+0(1)
250 %4_0(1)
= -2
1 In(1
5. Déterminer lim ( — W) : Nous avons
z—0 \ = X
lim 1 In(l+a) lim 27 In(1+ x)
x—0 \ ,1'2 x—0 aj2
x — (x - é +0(x2))
lim 5
x—0 x
o o)
= lim 5
z—0 x
— lm < +o(1)
o xlg% 2 0
_ 1
2

z—0 \ 12 T

3
1 i 1 - & 3
lim <2 In <smx)> lim — In <333,—|—0(m)>
x—=0 \ o x z—0 X X
( oz

6. Déterminer lim (1 In <smx)> : Nous avons

= lim —In
x—0 .’Ez

2 2
= lim % (—z!+o(x2)+o(z+0(x2))>
2
= ig% % <—£; + o(acQ))
= lim 1 +o(1)
x—0 3'
_ 1
= 5

Exercice 22

Etudier, au voisinage de 1, la fonction définie par g(z) = x + 2z — V2 + 2z.

On demande de déterminer la tangente, la position de la courbe par rapport a cette tangente et 'allure de la
courbe au voisinage de 1.

Solution

Tout d’abord, notons que :

r+2V/z—V2+2x = 1+ (@x—1) + 2/1+(x—-1) — V4+2(z—-1)

= 1+(@-1) +2y/1+(x—-1) — 2\/1+$

(x=1) (2—1)

= 1+(x1)+2<1+ 5~ 3 +o((:cl)2))

-2 (1 + @ ; D_@ ;21)2 +o((x — 1)2))

xr— r—1)2
a1 142 2 24 161) +ol(z —17%).




Ainsi,
3(x—1) 3(xz—1)2

gl@) = I+=F— = +o(l@—1))

et la tangente de g en 1 est donnée par la droite :
3(x—1)
=14+ —"=.

Y + D)
Trouvons la position de la courbe par rapport & cette tangente. Pour cela, notons que le DLy(1) de g nous
permet de conclure

3(x—1) 3(x —1)? 9
g(z) — (1 + 2) S 18 +o((x —1)%).

Ainsi

3(r—1) 3(x —1)?

—(1+—) ~ —— < 0.
9(z) <+ 2 >1 6 -

Par conséquent, la courbe est en-dessous de sa tangente en 1. Finalement, la courbe a ’allure d’une droite au

voisinage de 1.

Exercice 23
On sait que la fonction définie par f(x) = arctan(z), réciproque de la fonction tangente, est de classe C*° sur

R. Sa dérivée est donné Cfl(r) = ——.
a dérivée est donnée par : f'(x) 2
1. Donner un développement limité d’ordre 5 en 0 de f.

1
2. Montrer que Vz > 0, arctan(x) + arctan(—) = g
x

3. En déduire un développement asymptotique d’ordre 3 de f au voisinage de +oo.

Solution
1. Donner un développement limité d’ordre 5 en 0 de f : Nous avons
arctan’(z) = 1
- 14a?
= 1—2% 42" +o(z?).
z—0
Par conséquent
0+1 2+1 4+1
arctan(x) o arctan(0) + §+ 7~ ;U+ T + I+ T + o(x*th)
= tan(0) + £+ﬁ+(%
=, arctan z— 3 5 tol
3 5 .
o g g o)

1
2. Montrer que Vz > 0, arctan(x) + arctan () = % : Posons
x

F(z) = arctan(z) 4+ arctan (1> .
x

Alors
1 /
V>0, F'(z) = arctan’(z)+ (arctan (m))
1 1 1
- 1+m2+1+;'(_ﬁ>
1 1

1+22 1+2a2

Par conséquent, F' est une fonction constante, c¢’est-a-dire

1
Va >0, arctan(z)+ arctan (x) = CeR



En particulier, pour z = 1, nous avons

1
C = arctan(1) 4 arctan (1> = 2arctan(1)
m T
4 2

Ce qui nous permet de conclure que, pour tout > 0, nous avons

tan(z) + arctan [ -
arctan\xr arctan — = —.
x 2

3. En déduire un développement asymptotique d’ordre 3 de f au voisinage de +oo : D’apres la question
précédente, nous pouvons écrire

tan(z) = = pan 2
arctan(z) = — — arctan| — |.

2 T
Maintenant, quand

r — 400 = — 0.

8=

Ainsi, a ’aide du DL3(0) de arctan(x) trouvé dans la question 1, nous pouvons écrire

arctan(x)

I
NGRS B R
|

M
=
Q
o+
[
=
/N
S R
"

T——+00

Exercice 24
Rechercher si les courbes suivantes admettent une asymptote en +oo et déterminer la position s’il y a lieu :

a) y=z(z+1). b) y= ” c) y(x21)1n<m+1>.

z—1 T —
d) y = (z+1)arctan(1l + 2/x). e) y=x. arctanz.e/?. f) y=e¥*\/1+ 22 arctan .
1
g) y=+Va?2—xexp ()
r+1
Solution

1. y=+/z(x + 1) : Nous avons

wz+1) = a2 <1+>

Ainsi, la droite

est asymptote a la courbe. Trouvons la position de la courbe par rapport a cette asymptote. Pour cela,
notons que le DL;(0c0) que nous avons trouvé, nous permet de conclure que

(x+1) L 1<O'>0
x(x :c2+oo 833_’5”6 .

Par conséquent, la courbe est en-dessous de sa asymptote.



T Pour trouver ’asymptote a la courbe, on pose

8=

et on étudie la fonction

e “'f(D - “\/Tl - u2(11_u> B ¢11—ﬁ

Nous avons

1 (u) | 3w )
— 5, 1 5 + 3 + o((—u)?)
u  3u? 2
u:O 1+§+?+0(u)

Par conséquent

- — 4
T z—+00 2¢  8x2 2

Joy 1 3+0<1).

D’ou

T S R
T—1 aooge0 73 8z \z)
La droite

1
=7 —
4 2

est donc asymptote a la courbe. Trouvons la position de la courbe par rapport a cette asymptote. Pour
cela, notons que le DL;(c0) que nous avons trouvé, nous permet de conclure que

2 1 +3 S 0 sia0
-1 T2 fo gy & MY

Par conséquent, la courbe est au-dessus de sa asymptote.

1 1
cy=(z*=1)In (x + 1) : Posons f(z) = (z* — 1)In (x + 1). Pour trouver I'asymptote a la courbe, on
pose

xTr — T —

1
u = —
T

et on étudie la fonction

=
SIS
~—
[l

S

Kﬁ
7 N
S| =
N———

Nous avons

u(g_1>m(%j) - (1—2)iln(1j5)
= (1—u2)%(ln(1+u)—ln(1—u))
= (1u2)i<u2+3+0(u3)
(o2 o)
=, - u?)= <2u + 2%3 + 0(u3))



Ainsi

u—0
2u?
_ 9,2 2
o 2 —2u” + 3 + o(u®)
u? 9
o 2—?—1—0(1;)

Par conséquent

D’ou

9 x+1 4 1
-1l = 20 — — - .
(@ )n(x—l) stoo 33:+0<x

La droite
y = 2z

est donc asymptote a la courbe.
Trouvons la position de la courbe par rapport & cette asymptote. Pour cela, notons que le DL;(c0) que
nous avons trouvé, nous permet de conclure que

1 4
(x2—1)1n<i_|__1>—2x ~oma S0, s>

Par conséquent, la courbe est en-dessous de sa asymptote.
4. y =x -arctanx - e/ . Tout d’abord, rappelons que

2
et = 1+x+—+0(m2).
0

z— 2

Donc

= 1+ ! + ! + !
z—too z 222 O\ )
De plus, d’apres ’exercice 23.1, nous avons

actan(s) = T 4o (1> .

D’ot1 nous pouvons écrire

1/x - T 1 1 1 1 1
- arctanz - '/ i x.<2_x+0<932>).<1+x+21;2+0 =

Ainsi, la droite

est asymptote a la courbe.
Trouvons la position de la courbe par rapport & cette asymptote. Pour cela, notons que le DL;(c0) que
nous avons trouvé, nous permet de conclure que

1/x mxr ™ 4 1

T -arctanx - e < 0, siz>0.

Par conséquent, la courbe est en-dessous de sa asymptote.



5. y:ez/m\/l—&—x2 arctanx : Nous avons
1
e?/* . \/1+ 22 - arctanz = 62/x-x-\/1+—2-arctanx
T

2 4 1

Il
N
—

+
\

+

ol

+

S
Y
Hm‘ —_
N—
N—
N

8

+
o4

+
/‘\
N—
N—

I
‘ 3
8
+
3
|
—_
+
u;‘;"
|
[N}
+
)
N
N———

Ainsi, la droite

est asymptote a la courbe.
Trouvouns la position de la courbe par rapport & cette asymptote. Pour cela, notons que le DLj(c0) que
nous avons trouvé, nous permet de conclure que

57 _ 2

e2/* . \/1+ 22 - arctanz — L;—?T—Fl ~ A

+oo x

> 0, six>0.

Par conséquent, la courbe est au-dessus de sa asymptote.




