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TD1' : Normes, distances et boules

Exercice 1 : Normes de R"

Soit E = R™. Pour Vx = (1, ...,x,) € R™, on pose

n n
lzlly = |l lzlly = | > a7
i=1 i=1

1. Démontrer que |||y, ||-[|5 et [|-]|, sont des normes.

Indication : pour ||-||,, on utilisera l'inégalité de Schwarz admise ici
| (ulv) | < ully [lvlly

ot (ulv) = > 1 uv; avec u = (U1, ..., un) et v = (V1,..., ).

2. Démontrer que pour Ya,b >0 : va +b < v/a+ Vb.

3. Généralisation : montrer que

Yai,...,an >0,

4. En déduire que pour Vz, ||z|, < ||z||;

5. Démontrer que
Vo, |2l < llzlly < [zl <nllefy

6. Les 3 normes sont-elles équivalentes ?

7. Représenter, pour R2 la boule fermée unité E(a = (0,0),r = 1)

pour chacune de ces normes.

1. Petite précision car il est toujours important de rendre & César ce qui est & César :
tout au long du document, lorsque la correction est en rouge vif alors elle a été rédigé par
mes soins, lorsque la correction est en bordeaux alors il s’agit d’une correction rédigée par
les soins de M. Masereel (c’est le cas pour 5 exercices ou parties d’exercice).



Réponses :

1. Démontrons que ces trois applications sont bien des normes. Pour cela
il faut montrer que chacune de ces applications vérifie les 3 propriétés
suivantes

(a) Vo €R", [|lz]| = 0 = = = O~
(b) Yz € R™ et X € R, [[Az[| = || [|z]|
(c) Vo € R™ et Vy € R™, [l +yl| < [l=]| + ||yl

Pour la norme ||-||; :

(a) Si|lz], =0alors >."  |z;| =0=Vi, ; =0
finalement |z||; =0 = 2 = (0,0, ...,0) = O~
(b) Soit A € Ret x = (x1,...,2y,) € R", alors Az = (Az1, ..., Azy,).
finalement :
Azlly = 325y Al = 3200 AL |l = (AL D20 il = AL [l
(c) Soit x = (x1,...,xn) ER" et y = (Y1, ..., yn) € R™.
Alors x +y = (21 + Y1, ooy Tn, + Yn)
[+ ylly = 252y [@i + wil. Or Vi, |a; + 3| < |a| + [ys|. Ainsi
lz 4+ ylly = 220 |2 4wl < 225 il + 2250 wil = ll=lly + [lylly

Pour la norme |||, :

(a) Si|jz[|y =0alors /> " a? =0= Vi, 2; =0
finalement ||z||, =0 = 2z = (0,0, ...,0) = O~
(b) Soit A € Ret z = (x1,...,x,) € R", alors Az = (Azq, ..., A\xy,).
finalement :
IAzlly = /32 (Aei)? = A2 300 af = (A 300 F = Al
(c) Soit x = (1,...,xn) € R et y = (y1, ..., yn) € R"™.
Alors x +y = (#1 + Y1, .-, Tn + Yn). On a alors :

n n

lz+ylly = (zi+ ) =D (2] + 7 + zivs)
=1 =1



Or d’apres I’énoncé, nous avons U'indication : | Y1 | zy;] < \/Z?:l z? \/Z?:l y?

i

Ainsi :

n n n
o4yl =D (27 +yf +23im:) <D 2l + >yl +2
=1 =1 =1

n
E TiYi
i=1

n n n n
2 2
<Yoa Y w2, D el | Do = llzlz+ lyllz + 2l lyll,
i=1 i=1 i=1

i=1

d’ou Von déduit ||z 4yl < (|||, + [lylly)?. Or puisque ||-||, est
clairement une application définie positive, on peut prendre la
racine carrée de l'inégalité précédente sans changer le sens de I'in-
égalité. Ainsi

[z +ylly < llzlly + lylly

Pour la norme ||| :

(a) Si||z| =0 alors max (|xs])) =0 = Vi, 2; =0
finalement |||, = 0 = z = (0,0, ...,0) = Ogn
(b) Soit A € Ret z = (x1,...,x,) € R", alors Az = (A\xq, ..., \xp,).

finalement :

el = e (Aeal) = IN] s (fil) = A
(¢) Soit x = (z1,....,xn) € R et y = (y1, ..., yn) € R"™.

Alors x +y = (z1 + Y1, .-, Tn + Yn). On a alors :

; . | < s | < . .
Vi, |zi + il < o]+ Jy] < gg(lwzl) +1rg3§>;(|yzl)

Comme c’est vrai pour tout ¢, ¢’est notamment vrai pour la valeur
de i tel que |x; + y;| soit maximal. Ainsi

. 1) < . ;
max (|Jzi + yil) < max (|zi]) + max (|yil)

et finalement [ + yll, < |2/l + [¥ll-
Donc les 3 applications sont bien des normes.
2. Montrons que va + b < y/a + v/b pour a,b >0 :



Puisque 2vab > 0, on a évidemment
0<a+b<a+b+2Vab= (va+ Vb)?

On peut alors prendre la racine carrée de ’expression précédente pour
ainsi obtenir le résultat demandé.

. généralisons maintenant ’expression précédente. Pour cela, on re-
marque que

n n n n
OSZGZSZQZ+2ZMZ(Z@)2
=1 i=1 i<j i=1

on prend alors la racine carrée pour obtenir le résultat demandé, a
savoir

. Démontrons que Vz, ||z|, < ||z||; :

On veut donc démontrer

or, Vi, |z;| = y/x?. On a donc d’aprés la question précédente (en

_ 2
posant a; = z7)

n n n

2 } : [ 22 — § : .
E :xz = ri =) |zl
i=1 i=1 i=1

CQFD

. On veut démontrer que Vz, |lz| < |lz]ls < ||z]; < n x|
On a déja démontré I'inégalité intérieure & la question précédente.

Commengons par montrer que |z|| < ||z|, ¢’est-a-dire que :

1) < no2
g%(!:rzl) <3/ 2 T




2
Or ceci est trivial car H:L'||io = <1n<1a<x (\xz|)> et donc
<i<n

n
Izl =) af = llz]5 +a
i=1

ou « est positif. Donc finalement, Vz, ||z| . < ||z,

Montrons maintenant que [|z|; < n x| :

c’est encore une fois trivial. En effet : Vi, |z;| < max (|a;]), ce qui
1<i<n

implique que
Sy foil < max (Jai]). et fnalement [l < nla].,
<i<n

On a bien Vz, [[zfl, <[zl <zl <nllz(

6. On nous demande maintenant si les 3 normes sont équivalentes. Il y
a 2 fagons de répondre a cela

(a) La fagon la plus simple de répondre est de voir que comme on a ici
des normes définies sur un espace de dimension finie (dimension
n) alors les normes sont équivalentes.

(b) Mais on peut aussi utiliser la réponse a la question 5. En effet, de
cette question, on déduit que les normes 2 et oo sont équivalentes
et que les normes 1 et co sont équivalentes. Donc par transitivité
les normes 2 et 1 sont équivalentes.

7. Ces boules ont été faites en cours. Du coup, cela peut étre fait en
autonomie par les éléves.

Exercice 2 : Norme sur R"

Soit & = R™. Soit ay, as,..., a, € R. Soit N une application de £ — R
définit par

Ve = (x1,....,2n) € R", N(x) = ai|zi| + ag|za| + ... + an|zy|

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les a; pour que N soit une
norme sur R” 7



Réponses : Il faut montrer sous quelles conditions N vérifie les 3 propriétés
suivantes

1. Ve e R", N(z) =0 = = = Ogn
2. Ve e R" et A € R, N(Az) = |A\|N(z)
3. Vz € R" et Vy € R, N(z +y) < N(x) 4+ N(y)

1. Imaginons qu’il existe j tel que a; = 0. Pour fixer les idées, disons
que j = 2. Alors tout vecteur de la forme X = (0,22,0,...,0) (avec
x9 € R) conduit & N(X) = 0, ce qui contredit la premiére propriéteé.
On voit donc qu’il faut que Vi, a; # 0.

Mais il faut de plus que tous les a; soit strictement positif. En ef-
fet, il faut qu’ils soient de méme signe pour assurer que N(z) = 0 =
x = Orn et positif de fagon a ce que I'application soit définie positive.

Ainsi, la premiére propriété implique que
Yi,a; >0

2. Soit A e Ret = (x1,...,x,) € R™. Alors
N(Az) = a1|Az1|+ ...+ an|Azn| = [A(a1]|z1]+... +an|Azp]) = | AN (2)
3. Soit & = (1, ..., 2n) ER™ et y = (y1, ..., yn) € R™. Alors

N(zx+y) =a1|zr +yi| + .. + anlzn + yn| < arlzi| + a1|yi| + .. + anlzn| + anlynl
N(z+y) < N(z)+ N(y)

Finalement N est une norme ssi

Vi,a; >0

Exercice 3 : Norme sur ’espace des matrices carrées

Soit a € M,,(R). Pour Va, on définit les deux applications

a — Ni(a) = max (i |aij]>

1<i<n



et
Ny : Mn(R) — R
a — No(a) = \/Tr(taa)

1. Montrer que ces deux applications sont des normes.

2. Sont-elles équivalentes ?
Réponses :

1. Il va falloir montrer que N7 et Ny vérifient bien les 3 conditions sui-
vantes

(a) Ya € Mn(R), N(a) =0= 2z = OMn(R)
(b) Ya € M,(R) et A € R, N(\a) = |A\|[N(a)
(c) Ya € Mu(R) et Vb € M,(R), N(a+b) < N(a)+ N(b)

Pour Ny :

(a) Soit a € M, (R) tel que Ni(a) = 0. Alors max (Z?Zl \aij\) =0
<i<n
ce qui implique que Vi, j a;; = 0 et finalement a = 0, (r) qui est

la matrice nulle.
(b) Soit a € My (R) et XA € R, alors pour tout ,j, aj; — Aa;j. Ainsi
— n .. e n .. e
Ni(Aa) = max (S5 [Aay|) = N max (S5 lai]) = AN (@)

(c) Soit a € M,(R) et b € M, (R), alors Vi, j :
|aij + bij| < lai;| + by

En sommant sur toute la ligne

Z; |aij+bij| < Z; \%‘Hz; |bij| < Jnax (Z; \aij\>+1r£1%)§l (2 |bz‘j\> = Ni(a)+N1(b)
J= J= J= J= J=

On peut maintenant prendre le max de I’ensemble de I'expression
précédente (ce qui ne change rien a droite puisque le max du max
est égal au max). On obtient alors Ny(a + b) < Ni(a) + Ni(b).



Pour N5 :
Il faut tout d’abord trouver I’expression de cette application. Pour
rappel :

(ba)i; = Z bikar;
e

Or si b = ta, on a by, = ay;, ce qui implique
n
t
(‘aa)i =Y axiai;
k

Et finalement

Tr(‘aa) = z": (i: akia;ﬂ) = Zn:azi
k ik

7

Donc

(a) Soit a € My (R) tel que Na(a) = 0. Alors /371 aj; = 0 ce qui
implique que Vi,j a;; = 0 et finalement a = Opq, (r) qui est la
matrice nulle.

(b) Soit a € My (R) et XA € R, alors pour tout 7,5, aj; — Aa;j. Ainsi
No(Aa) = /37 Mawi)? = /X2 32; p(ani)? = |AIN2 ()
(c) Soit a € M,(R) et b € M, (R), alors Vi, j :

(aij + big)* < ai; + b7; + 2|agby|

Or pour Vo,8 € R, on a af < %(oz2 + $%). Ainsi, en posant
a = lajj|/N2(a) et B = |bij|/N2(b), on a

g =l () + ()




En effectuant une somme sur tous les éléments, on obtient

|aijbij| 1 Jai| \? i\
2 @) < 22 | (M(a)) " (N2<b>> )

1]

—_

\V)

1 2 1 2
<5 aij|” + bij|” ] =1

Ainsi
> laijbi| < Na(a)Na(b)
i

Revenons maintenant a l'inégalité triangulaire :

N3 (a+b) = (a+bij)* <> layl> + > [bij* +2 ) laibyl
i,j i,j 2

1,

< N2(a) + N2(b) + 2Ns(a)No(b) = (Na(a) + Na(b))?

Comme 'application No est définie positive, on peut prendre la
racine carrée de cette expression, conduisant ainsi & l'inégalité
triangulaire

NQ(CL + b) < NQ(CL) + NQ(b)

2. Puisque l'espace est de dimension finie et que N; et No sont des
normes alors ces normes sont équivalentes.

Exercice 4 : Norme sur l’espace des fonctions continues sur
[0,1]

Soit E I'ensemble des fonctions continues sur [0,1] — R. On définit les
applications suivantes Vf € E :

||f||1=/O |/ (2)|de 1fll2 = /0 f*(z)dv £l = sup (If(z)])

z€[0,1]

1. Montrer que [|-||; et ||-||,, sont des normes (on admettra que |[|-||, est
bien une norme).

2. Ces trois normes sont-elles équivalentes 7

3. Déduire que E n’est pas un espace de dimension finie.

Réponses :

10



1. On doit vérifier que ces 3 applications vérifient
(a) Vf € E, |f=0=f=0
(b) Vf e Eet AR, [[Af[| = [A[[|f]]
(c) VfeEetVge B, |f+gll <[fll+ gl

Pour ||-f],

(a) Si||flly =0 alors || f]|, = fol |f(z)|dr =0 ce qui implique évidem-
ment f =0

(b) Soit f € Eet A € R,
ML = Jo W@)lde = ] g 1f (@)|de = [\ £,

(c) Soit f,g € E,

1 1 1
I+l = /0 (@) +g(a)|de < /0 (@) lde+ /0 g(@)lde = | Fll+lgl,
puisque Vz € [0,1], [£(z) + g(z)| < |7()] + gz

Pour |||,

(a) Si||fllo, =0 alors ||f]l, = sup (|f(x)]) ce qui implique évidem-
z€[0,1]
ment f =0

(b) Soit f € Eet A € R,
A lloe = sup ([Af(2)]) = Al sup ([f(2)]) = [A[]Ifll

z€[0,1] z€[0,1]
(c) Soit f,g € E, alors pour tout z € [0, 1]

[f(2) + g(2)| < |f(2)] + |g(2)]

or évidemment pour tout x € [0, 1]

[f(@)] < sup (|f(x)])

z€[0,1]
()] < sup (lg(x)])
z€[0,1]
Donc : Vx € [0,1]

|f(@) +g(2)] <[f(z)| + |g(2)] < sup (|f(2)]) + sup (|g(x)])
2€[0,1] z€(0,1]

11



Il ne reste plus qu’a passer au sup :

sup (|f(z) +g(x)) < sup ([f(2)]) + sup (|g(z)])
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

conduisant & I'inégalité triangulaire voulue.

2. On cherche a savoir si ces 3 normes sont équivalentes. Par exemple,
pour les normes ||-[|; et ||-||5, cela revient a dire qu'il existe 4 réels
strictement positifs a, b, ¢ et d tels que pour toute fonction f continue
par morceaux sur [0, 1], on ai

{ allfly < Iflls < 0lIfIL
cllflly < I1FIL < dlIflly

Pour qu’il n’y ai pas équivalence, il suffit que I’on trouve une famille
de fonction f telle que a, b, ¢ ou d tendent vers 0 ou l'infini. Il suffit
donc d’étudier le rapport ||f||; /|| fll ou || flly /|| fll; tendent vers O
ou l'infini. Ici, nous allons définir la famille de fonctions

0,1] — R
fn : n
r—x
On a alors pour tout n € N
Ifally =
[ fnlly = \/giﬁ
[fnllee =1

Conduisant donc, lorsque n tend vers l'infini, &

I fnll2
T — 00
1 fnlly

Il oo
[[fnlly

— 00

[l o
I1fnlly

— OO

Les normes ne sont donc pas équivalentes

3. Comme les normes ne sont pas équivalentes, I’espace est de dimension
infinie.

12



Exercice 5 : Norme sur R?

Soient a,b > 0. On pose pour VX = (z,y) € R?

N(X) = N(z,y) = v a2x? + b%y?

1. Montrer que N(z,y) = N(X), avec X = (x,y) € R?, est une norme
sur R2. (utiliser linégalité de Schwarz donnée dans l'exercice 1 de ce
TD)

2. Dessiner la boule fermée unité P(a = (0,0),r = 1) (cette question

est a traiter si la notion de boule a déja été définie en cours).

3. Trouver le plus grand réel q et le plus petit réel p tels que

qll-ll; <N <pl-l,

Réponses :
1. Démontrons que cette application est bien une norme. Pour cela il
faut montrer qu’elle vérifie les 3 propriétés suivantes

(a) VX € R?, N(X) =0 = X = (0,0)

(b) VX e R? et A€ R, N(X) = |A\IN(X)

(c) VX1 € R? et VX5 € R?2, N(X1 + X3) < N(X7) + N(X3)
Donc

(a) Soit N(X) = 0, alors \/a?z?+b%y? = 0 (o0 X = (z,y)). Or
comme a et b sont strictement positifs, x = y = 0. Finalement
X =(0,0).

(b) Soit X = (z,y) € R? et A\ € R, alors

NOAX) = /a22222 + 02022 = |\|/a222 + b2y2 = |A|N(X)

(c) Soit Xy = (z1,y1) € R? et VX = (9,92) € R*. Alors X + Xp =
(x1 + x2,y1 + y2) et donc

N2(X1 + X) = a*(z1 + 22)% + b2 (y1 + 32)°
= a%% + a2w§ +2a%x129 + bzy% + bgy% + 2b2y1y2
= 0203 + %23+ 103 + bl +2((a2) (azs) + (byn) (b))

13



Utilisons maintenant Cauchy-Schwarz sur wy = (axy, by;) et wy =
(azxa, bys). Alors

|(az1)(azxz) + (byr)(by2)| < \/a%c% + b2yt \/a%% + b%y3

Finalement

N3(X1 4 Xo) < a’a? + a®23 + b2y + bays + 2\/a2x% + be%\/an% + b2y32
2
< <\/a2:1:% + b2y? + \/a%z:% + be%)

< (V) + N (X))

Or I'application N est définie positive permettant donc de prendre
la racine carrée de I'expression précédente. Ainsi

N(X; + X2) < N(X1) + N(X2)

2. La boule fermée unité est donné par N(X) < 1 avec X = (z,y). On

a donc
Vaa? +bv2y? <1
En élevant au carré, on obtient que le contour de la boule est donné

par a?z% + b%y? = 1 ce qui correspond & une ellipse de demi-axes 1/a
et 1/b.

Exercice 6 : Norme sur I’espace des polynémes

Soit n un entier naturel non nul et E = R, [X] (espace des polyndémes de
degré n). On définit

Il: E—R

P—|P|= sup [PM(0)
kelo,n]

ott P est la dérivée kéme de P, et
N:E—R

P
P — N(P) =su1pM
z€eR 1+ |x‘n

14



1. Montrer que N est bien définie.
2. Montrer que ces deux applications sont des normes.

3. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

VP e E,||P| < ON(p)

Réponses :

sup 1P@)
1 n
zeR +al

bien définie. Clairement pour Vo € R, 1 + |z|* # 0. Le probléme

se trouve donc éventuellement en +oo. Pour investiguer cela, notons
P(z) =>"7_,arz®, alors

P(x) i apxk " +nz:1 apx®
—_— —_— =
e e S e e S

1. Commengons par vérifier que lapplication N(P) = est

La somme tend clairement vers 0 quand x tend vers 00 et le premier
tend vers a,. Il s’ensuit que N(P) est bornée sur R.

2. Nous devons maintenant montrer que ces applications sont des normes.

Pour ||-]] :
(a) Soit || P,|| = 0 alors st]] |P*)(0)] = 0. Notons P, (x) = > p_, apa”
ke[o,n

ce polynome. Alors P,(lk) = klay pour tout k € [0,n]. Ainsi,

ks%pﬂ |P*)(0)] = 0 implique Yk, a; = 0 et donc P, = 0.
€|0,n

(b) Soit A un réel et P, un polynome. Alors )\P,(Lk) = MAklay. Finale-
ment

INPall = sup [APW(0)] = sup [Aklag| = |A][|Py]|

ke[0,n] kelo,n]
(c) Soit P, et @y, deux polyndémes de degré n. Alors

vk € [0,n], [(P+ Q)™ (0)] < [PF(0)] + Q™ (0)]

vk € [0,n], [PP(0)] < sup [PP)(0)]
kelo,n]

vk € [0,n], [QP(0)] < sup [QM(0)|
ke[o,n]

15



finalement

vk € [0,n], [(P+Q)®(0)| < [P (0)|+Q™(0)] < sup [PP(0)|+ sup [QW(0)]
ke[o,n] ke[0,n]

et en prenant le sup de cette expression, on retrouve bien 'inégalité
triangulaire.

Pour N :
(a) trivial
(b) trivial

(¢) La démonstration est trés exactement de méme nature que pour
la norme précédente. Ainsi, pour Vo € R

(P+Q)@) _ |P@)] | 1Q@)

T+ ]z — 1+|z|* 14 |z®
or
P P
rer [P@L _ o 1P@)
L a7 = SR [l
er Q@I _ o low)
1+‘x|n xER1+|x‘n
finalement
P P P
(P+Q@)] _ P@I , @l _  1P@] ,  10w)
L+ [z Lz 14z = per L+ 2" per 1+ 2|7

en prenant le sup de cette expression, alors on retombe sur l'in-
égalité triangulaire.

3. L’espace est de dimension finie. Les deux normes sont donc équiva-
lentes. Ainsi, il existe a et b deux réels strictement positifs tels que

VP, aN(p) < [[P|| < bN(p)

11 suffit alors de poser C' = b. CQFD

16



Exercice 7 : "3éme inégalité triangulaire"

Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Montrer que pour Vz,y € E, on a

[zl + Myl < llz = yll + [l + ¢

Réponses :
W) lz +y + 2 —yll = 22 = 2|[z[| < llz +yl[ + [l =yl
@) lly + 2 +y —zll =2yl = 2llyll < lz +yll + [z = yll
Il suffit maintenant de faire (1)+(2)

[zl + Nyl < llz =yl + llz + yll

Exercice 8 : Autre norme
Soit I'application N de R? — R qui & tout (z,3) € R? associe N(z,y) =
x| + |y.

1. N est-elle une norme ?

2. Dessiner la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 1. Quelles sont
ses symétries 7

3. En toute généralité quelle est la symétrie d’une boule fermée.

Réponses : A rédiger plus tard car I'exercice est vraiment trivial.

Exercice 9 : A propos des distances

Dans cet exercice on définit des applications d; de R x R — R. Dans la
suite z,y € R.

dy: (z,y) — di(z,y) = (z —y)°
dy: (z,y) — da(z,y) = ]z —y|
dy: (z,y) — d3(z,y) = |2° — ¢
da: (2,y) — da(z,y) = [z — 2y

lz -yl
ds : (z,y) — ds(2,y) = T
dg : (z,y) — ds(z,y) = |2° — |



Ces applications sont-elles des distances ? Sont-elles associées a des normes ?
Réponses :

Rappel 1 :
Pour savoir si une application d de E? dans R est une distance, il faut que
d vérifie les 3 propriétés suivantes

LV(X,)Y)€EE? dX,)Y)=0+= X =Y

2. Y(X,Y) € E?2, d(X,Y) =d(Y, X)

3. V(X,Y,Z) e B3, d(X,Y) <d(X,Z)+d(Z,Y)

Dans notre cas, £ = R.

Rappel 2 :
On rappelle également que si une distance d sur E? est associée & la norme
Il sur E, alors

L. V(X,Y)€e E?2 d(X,Y)=|X-Y|

2. Si d est associée a une norme alors VA € R et V(X,Y) € E?
dAX,\Y) = Md(X,Y)

3. Si d est associée & une norme alors d(X,0) doit vérifier les propriétés
d’une norme.

1. On considére d; = (v —y)? ot z,y € R.

(a) Six =y alors dy(x,z) = (z —2)?2 =0
Si dq(x,y) = 0 alors (z —y)? = 0 ce qui implique = = y.

(b) Vérifions la symétrie.
di(z,y) = (@ —y)* = ((-1)(y —2))* = (y — 2)> = du(y, )

(c) soit (x,y,z) € R3. Alors
(z-y)P=(r-z+z-y)?= (-2 +(z -y’ +2z—2)(2 ~y)
or si I'inégalité triangulaire est vraie, on devrait également avoir
(z—y)? <(z—2)*+(2—y)°
I1 suffit donc de montrer qu'il existe x, y, 2 tels que 2(x—2)(z2—y) >
0 pour montrer que l'inégalité n’est pas vérifier. Prenons x = 3,
z=2et y=1, conduisant & 2(x — z)(z —y) =1

donc dq n’est pas une distance puisqu’elle ne vérifie pas la derniére

propriété.
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2. On considére dy = m ounz,yecR.
(a) Siz =y alors da(z,2) = \/|]z — 2] =0
Si da(x,y) = 0 alors \/W = 0 ce qui implique =z = y.
(b) Vérifions la symétrie.
da(z,y) = Vo =yl = Vly — 2 = da(y, )
(c) soit (x,y,2) € R3. On a évidemment

[z =yl < |z —2[+ |y — 2|

Prenons la racine carrée de cette expression (ce qui n’affecte pas
le signe de 'inégalité)

Viz =yl < Vlz =2l + 1y -]

or pour tout a, b réels positifs, on a vVa+b < y/a + Vb (car
a+b<a+b+2vVab = (v/a+vb)? et il ne reste plus qu’a prendre
la racine carrée de cette expression). Ainsi

Vig =yl < Vlz =2l + 1y =2l < Vo — 2+ ]y - 2|

qui est bien I'inégalité triangulaire.

donc dy est bien une distance. Vérifions si elle dérive ou non d’une
norme. Pour cela, on va vérifier si da(x,0) = y/|z| a ou non les pro-
priétés d’une norme.

Evidemment si da(x,0) = \/|z] = 0 alors x = 0 donc la premiére
propriété est vérifiée.

Soit A et = deux réels quelconques. Alors da(Az, 0) = /| Az| = /|\[/]7]
qui ne vérifie pas la deuxiéme propriété. Donc dy n’est pas associée a
une norme.

3. Soit d3(z,y) = |22 — y?|. Si d3(x,y) = 0 alors |22 — y?| = 0 donc
22 = y2. Ainsi, z = 1 et y = —1 conduisent a d3(z,y) = 0 alors que
x # y. Donc d3 n’est pas une distance.

4. Soit dy(x,y) = |x — 2y|. Donc pour tout couple (z,y) tel que = = 2y
dy(z,y) = 0 alors que = # y. Donc dy n’est pas une distance.

5. Soit ds(x,y) = 1‘f|;%|y|

19



lz—z| _
1+|jz—z| — 0

Si ds(z,y) = 0 alors |x — y| = 0 ce qui implique = = y.

(a) Six =y alors ds(x,z) =

(b) Clairement, grace a la valeur absolue, ds5 est symétrique : ds(x,y) =
d5 (y7 HZ') .

(¢) Montrons tout d’abord que pour tout a, b, ¢ réels strictement po-
sitifs, on a

a b c
< +
l1+4a ~ 14+b 1+4c¢

a<b+c=

Pour cela, calculons explicitement

a b c  2bctabct+bt+c—a b+c+a+belat2)

TTHa 1xb THe (xa0 b1+ (+a(i+bite) ="

v

Or, on a
-yl <l|z—2z[+y—2|
on peut alors utiliser 'expression démontrée précédemment (o

a=lr—yl,b=lr—zletc=ly—2|)

|z -y |z — 2| ly — 2|
< +
I+jz—y| ~ 1+]z—2 1+]y— 2|

ol on reconnait donc ds(z,y) < ds(x, z) + ds(y, 2).

Encore une fois, cette distance n’est pas issue d’une norme car ds(Az, \y) #
|Alds(z,y) ou encore parce que ds(Az,0) # |A|ds(x,0).

6. Laissée en exercice. C’est bien une distance mais elle n’est pas issue
d’une norme.
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TD?2 : Ouverts et fermés

Exercice 1 : Normes équivalentes et notions d’ouvert et fermé

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes [|-||; et ||-||5.
L. Soit By, (a,7) = {z € E/ ||z —all; < r}. Montrer qu'il existe r’ tel

que
/
By, (a,7) C By, (a, )

ot By, (a,r") ={z € E/ |z —all, <r'}.
2. Soit By, (a,r") = {x € E/ ||z —all, < r"}. Montrer qu’il existe

tel que
By, (a,r") € By, (a,r")

ou B||'H1(a’ T‘/’/) = {l’ S E/ ||aj — a”l < 1"”/},

3. En déduire qu'un ouvert de (E,||-||;) est un ouvert de (E,|-[|,) et
réciproquement.

4. Méme question pour les fermées.
Réponses :

1. Les deux normes étant équivalentes, nous savons qu’il existe « et 3
des réels strictement positifs tels que pour tout (z,a) € E?

alle = all, < = ally < Bz —all,
Alors

zo € By, (a,r) <= |lzo —all; <7
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Donc
allzo — all; < |lzo —ally < Bllwo — all; < Br

Ainsi xg appartient a une boule ouverte de la norme 2 et de rayon gr
o € By, (a, Br)

Comme cela est vrai pour tout xg € BH~|I1 (a,r), finalement, on déduit
que
B||.||1(a,7') C BH.”Q(G,T,) avec 1’ = fBr

. Il s’agit ici de faire le méme raisonnement. Les deux normes étant
équivalentes, nous savons qu’il existe « et S des réels strictement
positifs (les mémes qu’a la question précédente) tels que pour tout
(z,a) € E?
1

3 lz = ally < llz —ally < = llz = all
Alors

T € B||,H2(a,7“") < ||$0 — CL||2 <7

Donc
/!

! H H < H H < ! H H < .
€T a €T a T a
0 2 0 1 0 2

B

Ainsi zy appartient & une boule ouverte de la norme 1 et de rayon
e
,r,//
To € B||'||1(a’ E)
Comme cela est vrai pour tout zg € By, (a,7"), finalement, on déduit

que
/"

" m "no_
BH‘HQ(Q’T )C BH.”l(a,T ) avec 1 = E

. Soit A C F un sous ensemble. Alors
A ouvert selon [|-[|; <= Vz € A, 3R>0/ By (z,R) C A
Or compte-tenu de la question 2), nous savons que

B||.||2(ZL‘, aR) C B”.Hl(w,R) CcA
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(puisque R =1"/a, " = aR).
Donc A est un ouvert selon la norme ||-|[,.
A T'inverse :

A ouvert selon |[|-[|y <= Vz € A, 3R>0/ Bz, R) C A

Or compte-tenu de la question 1), nous savons que

R
BH.”l(:E, E) C BH.||2(CC,R) cA

(puisque R = fBr, r = %)

Donc A est un ouvert selon la norme ||-|;.

4. Si F est un fermé pour la norme |[|-||; alors CgF' est un ouvert selon
la norme ||-||;. Or si CgF est un ouvert pour |[|-||;, d’aprés 3), CgF'
est aussi un ouvert pour la norme |||, et finalement F' est un fermé
pour la norme ||-||,.

Conclusion de 'exercice : Les notions d’ouvert et de fermé ne dépendent
pas de la norme choisie dans les espaces de dimension finie puisque toutes
les normes y sont équivalentes.

Exercice 2 :

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé.
1. Montrer qu'une boule fermée n’est pas un ouvert.

2. Montrer qu’une boule ouverte n’est pas un fermé.
Réponses :

1. Commencons par illustrer les choses dans (R, |-||) (voir figure ci-
dessous)
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\E(u.'r’)

On note B(a,r) la boule fermé de rayon 7 et de centre a. On considére
un point x se trouvant sur le bord de cette boule et la boule ouverte
B(x,€), c’est-a-dire, la boule ouverte de centre x et de rayon € > 0. Le
but va étre de montrer en toute généralité, il y aura toujours un point
y appartenant a B(z,€) pour Ve > 0 extérieur a B(a,r) conduisant
donc au fait que B(a,r) n’est pas un ouvert. Pour cela le point y est
choisi tel que les vecteurs y —x et x —a sont colinéaires, ainsi, il existe
A > 0 tel que

y—x=XNz—a)

De plus le point y est choisi & mi-chemin entre x et le bord de la boule

B(z,¢). On a donc ||y — z|| = §, d’ou I'on tire
ly —xl _ e
Iy = all = Ao = all = | = £ =00 = =
Donc . .
y:x—i-%(m—a)(:)y—a: <1+§) (x —a)

On peut maintenant prendre la norme de cette expression

€
—al= (1 7> _
ly—all = (1+5-) Iz —al
or € > 0 donc ||y — a|| > ||z — al|. Finalement y ¢ B(a,r) pour tout ¢
et donc aucune boule ouverte centrée en x n’est entiérement contenu

dans B(a,r) qui n’est donc pas un ouvert.

. On se demande maintenant si une boule ouverte est un fermé. Notons
B(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r de 'ensemble E.
Pour déterminer si B(a,r) est un fermé, il suffit d’étudier le complé-
mentaire CpB(a,r). Si CgB(a,r) est un ouvert alors B(a,r) est un
fermé sinon, ce n’est pas un fermé. Illustrons cela dans R2.
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Cg2B(a,r)

En prenant le
complémentaire
Cg2B(a,r)

i a

A
A
i a B
T
1
'

\E(u. r)

On va démontrer que le point y est toujours extérieur & CgB(a,r).
Pour cela le point y est choisi tel que les vecteurs y — x et x — a sont
colinéaires, ainsi, il existe A > 0 tel que

y—x =Nz —a)

De plus y est choisi & mi-chemin entre x est le bord de B(z,¢€). On a
donc [y — z[| = §, d’ott 'on tire

ly—=z|| e
Iy =l =M —all = 1N = Lo = o
Donc . .
y=z-o (r—a)<=y—a ( 5 (x —a)

On peut maintenant prendre la norme de cette expression

€
ly—all = (1-5-) Iz —al

or € > 0 donc |ly —al|| < r. Finalement y ¢ CgB(a,r) pour tout €
et donc aucune boule ouverte centrée en x n’est entiérement contenu
dans CgB(a,r) qui n’est donc pas un ouvert. Donc B(a,r) n’est pas
fermeé.

Exercice 3 :

Déterminer si les ensembles suivants sont des ouverts, des fermés, les deux

ou aucun des deux.
1. A=1[0,1]
2. C=10,+00]
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3. D =|0,1[U{2}

4. E=N

5. F={(z,y) e R?/ 2” +y* < 4}

6. G={(z,y) e R?/ 2? +y* <2}

7. H={(z,y) eR*/ 0< |z —1| <1}

8. I ={(x,y) eR?/ |z[ < let |y <1}

9. J={(z,y) ER?/0<y<met0<z<3}
Réponses :

1. On considére A = [0, 1].

Ouvert ?

I1 semble y avoir un probléme en 0. Prenons la norme | - | (de toute
fagon, nous avons vu que le choix de la norme n’impacte pas la notion
d’ouvert en dimension finie) et considérons la boule ouverte centrée
en 0 et de rayon quelconque r > 0 : B(0,7) =| — r,r|

L —
1
\l

Prenons y = —r/2. Alors |ly —0[| = [y — 0] = r/2 < r, donc y €
B(0,r). Mais Vr > 0, y ¢ A. Donc, ¥r > 0, B(0,r) ¢ A et finalement
A n’est pas un ouvert.

Fermé?

A est un fermé, si son complémentaire CrA =| — 0o, 0[U[1, oo[ est
un ouvert.On voit qu’il y a un probléme potentiel en 1. Pour cela,
on considére la boule ouverte centrée en 1 et de rayon quelconque
r>0:B(0,r)=]1—7r1+7r] Prenons y =1—1r/2. Alors ||y — 1|| =
ly — 1] = r/2 < r, donc y € B(1,r). Mais pour r = 0, y ¢ CrA.

Donc, B(0,r) ¢ CrA et finalement A n’est pas un fermé.

2. Soit C' = [0, 00[
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Ouvert ?

Le probléme ne peut-étre qu’en 0. C’est trés exactement la méme dé-
monstration que pour A. Considérons la boule ouverte centrée en 0
et de rayon quelconque r > 0 : B(0,r) =] — r,r[. Prenons y = —r/2.
Alors |ly—0|| = |y — 0] = r/2 < r, donc y € B(0,r). Mais Vr > 0,
y ¢ C. Donc, Vr > 0, B(0,7) ¢ C et finalement C n’est pas un ouvert.

Fermé?
Si CrC =] — 00, 0] est un ouvert alors C' est un fermé, sinon, ce n’est
pas un fermé. Il y a plusieurs fagons de traiter cela

(a) Faire appel au cours : dans le cours, nous avons vu qu’un ensemble
de la forme | — 00, a[, avec a un réel, est un ouvert. Donc C' est un
fermeé.

(b) Utiliser une union infini d’ouverts : on sait en effet qu'une union
infinie d’ouvert est un ouvert. De plus, pour tout (a,b) € R?, ]a, b
est un ouvert. Or CrC = Uz<pla,0[. Donc CrC' est un ouvert et
C' un fermé.

(c) Démonstration brutale : le probléme ne peut étre qu’en 0.

N SR

On introduit la boule B(z,r = |z|/2) = B(z, —z/2) =|3z, 3.
Pour Vo € CrC'; r = |z]/2 > 0 et B(x,r) C CrC puisque, Yy €
B(z,r), y < %x € CrC. Donc CrC' est un ouvert ce qui implique
que C est un fermé.

3. D =]0, 1[u{2}

Ouvert ?

Clairement il y a un probléme en 2. Prenons par exemple la boule
B(2,7) =]2 = 7,2 +r[ avec r > 0. Alors le point y = 2+ %, qui ap-
partient & B(2,r) n’appartient pas & D quelque soit r > 0. Donc D
n’est pas un ouvert.

Fermé?
Si CrD =]—00, 0]U[1, 2[U]2, 00| est un ouvert alors D est un fermé. En
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0, il y a clairement un probléme. Pour cela, il suffit de prendre la boule

ouverte B(0,7) =| — r,r[ avec r > 0. Considérons le point y = r/2

qui appartient clairement & B(0, ). Or, pour r Ho 0,y ¢ CrD, donc
>

B(0,r) ¢ CrD donc D n’est pas un ouvert. Finalement D n’est pas
un fermé.

4. E=N

Ouvert ?
E = {0} u{1}U{2}U.... Nous avons déja vu qu'un singleton n’est
pas un ouvert. Donc F n’est pas un ouvert.

Fermé ?
Cr =0, 1{U]1, 2[U]2, 3]..., qui est une union infinie d’ouverts donc un
ouvert. Finalement N est un fermé.

5. Soit F' = {(z,y) € R? / 2? + y* < 4}. On reconnait ici By, (0,2) qui
est une boule ouverte. Or nous avons vu qu’une boule ouverte est un
ouvert et pas un fermé.

6. Soit G = {(z,y) € R? / z* + y* < 2}. On reconnait ici FH.”Z(O, V2)
qui est une boule fermée. Or nous avons vu qu’une boule fermée est
un fermé et pas un ouvert.

7. Soit H = {(z,y) eR?* /0 < |z — 1| < 1}.

Ouvert ? Commengons par représenter ’ensemble.

Il y a alors plusieurs fagons de résoudre ce probléme
(a) Compte tenu des symétries et des invariances (’ensemble est in-
variant par translation selon y), on peut étudier ce probléme dans
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R. Ainsi, si ]0,1[U]1,2[ est un ouvert alors H est un ouvert. Or
c¢’est bien un ouvert comme une union de deux ouverts. Donc H
est un ouvert.

On peut également utiliser un pavage de cet ensemble par les
boules ouvertes de la norme infinie. En effet, rappelez vous que
Boo(0,7) est un carré de coté 2r et centré en 0. Ainsi, on peut
montrer que

H = Unez (Buo(a = (3,50, 5) UBos(a = (5. 5). )

Or une union infinie d’ouverts est un ouvert donc H est un ouvert.

Fermé ?
On représente ci-dessous Cr2 H

7

/

Il y a encore plusieurs fagons de résoudre ce probléme

(a)

Compte tenu des symétries et des invariances (I’ensemble est in-
variant par translation selon y), on peut étudier ce probléme dans
R. Ainsi, si | — 00,0] U [2, 00[ est un ouvert alors H est un fermé.
Toutefois, nous savons que | — 0o, 0] U [2, co[ n’est pas un ouvert
a cause de 0 et 2 (méme démonstration que ce qui a été fait pour
les premiers ensembles).

On peut également faire la démonstration directement. Prenons
le point I = (0,0) et regardons si Ir > 0 / By(I,r) C Cr2H.
Prenons J = (20). Comme ||J —1I||, = 5 < r, y € Ba(I,r).
Alors pour r T—>(;> 0, J ¢ CrzH. Finalement Cpz H n’est pas un

ouvert donc H n’est un fermé.
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8. I ={(z,y) eR? / |z| < let |y <1}

Ouvert ? Commencons par représenter ’ensemble.

)
o g

A

Considérons le point ¢ = (0,1) € I. Considérons la boule Ba(i,7) avec
r > 0. Alors y = (0,1 + %) € Ba(i,r). Or pour r = 0,y ¢ I donc I
>

n’est pas un ouvert.

Fermé?
On représente ci-dessous le complémentaire de [

Méme principe de démontration en utilisant par exemple le point

i=(—1,0).

9. J={(z,y) eR?/0<y<zet0<z<3}

Ouvert ?
Ci-dessous est représenté I’ensemble J.
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0 43

On considére le point I = (2,0). Prenons Bo(I,7). Vr > 0 et I' =
(2,—r/2), I' € By(I,7). Or ¥Vr > 0, I' ¢ J. Donc J n’est pas un
ouvert.

Fermé ?
C’est bien un fermé.

Exercice 4 : Ensemble ouvert et majoré

Soit A un ouvert majoré de (R,| - |). Montrer que A ne contient pas son
majorant.

Réponse :

Méthode 1 : (pour les moins matheux)

Soit E un ensemble majoré alors, IM € RT, tel que pour tout = € F,
|z|| < M. On dit que M est le majorant de E. Ici, A C R. Donc il existe M
tel que pour tout z de R : || < M <—= —M < x < M <=z € [-M, M].
Or A est un ouvert de R et est donc de la forme A =]a, §[, avec a et 5 deux
réels. Il faut donc que A s’écrive A =] — M, M| et donc A ne contient pas sa
borne supérieure M.

Méthode 2 :

Soit M la borne supérieure de A. Si M € A, alors en tant qu’ouvert, A est
un voisinage de M. Donc il existe o > 0 tel que B(M,«) C A, c’est-a-dire
|M — a; M + a[C A. Ce qui implique que M+« C A. Or M était censé étre
la borne supérieure de A, d’ott une contradiction. Donc A ne contient pas sa
borne supérieure.

Exercice 5 : Somme d’ensembles

Soit A C R et B C R. On introduit ’ensemble

A+B={rzeR /3(a,b)ec Ax B, x=a+b}
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1. Montrer que si A ou B est ouvert alors A + B est ouvert.

2. La réciproque est-elle vraie ?
Réponses :

1. Supposons A un ouvert (et B quelconque). Soit x = a+b € A+ B.
Puisque A est un ouvert, il est un voisinage de a. Donc il existe
e > 0 tel que |a —€,a + €[C A. Soit y €]z — ¢,x + €[. Nous avons
at+b—e=zr—ec<y<zt+e=a+b+e Douy—be€la—e a+e[C A.
D’ou en posant @’ =y — b € A, nous avons bien y =d’ +b € A+ B.
Donc |z — ¢,z + ¢[€ A+ B et A+ B est un ouvert.

2. La réciproque est fausse. Soit A =]0,1] U [2,3] et B =|1,2] U [3,4].
Ils sont tous les deux ouverts et pourtant A + B =]1,7[ est bien un
ouvert.

Exercice 6 : Produit cartésien

Soit (E, ||| g) et (F, ||-|| ) deux espaces vectoriels normés. On note ||-|| 5 »
I’application définie sur £ x F par

1@, Yl r = max ([|2] g, lyll )

1. Montrer que |||z, €st une norme.

2. Montrer que si A C E et B C F sont des ouverts alors A x B est un
ouvert.

3. Montrer que si A C E et B C F sont des fermés alors A x B est un
fermé.

Réponses :

1. Il faut montrer que I'application |||,  vérifie les 3 propriétés sui-
vantes

(@) (@ 9)lgxr = 0= (2,9) = (0g,0F)
(b) A& Yl pxr = A @ )l 2 r

(©) [(z1,y1) + (2, 92) | pxr < 1@, y0) |l pxr + (@2, 92) | g p
Démonstration :
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(a) Soit ||(z,y)|| gy p = 0, alors max(||z| 5, ||yl ) = 0 ce qui implique

|zl = [yl = 0 et donc (x,y) = (0, 0F), puisque |||z et [|-]x
sont des normes.

(b) 1Az, y)|| p p = max ([|Az]| g, [[Ayll p) = max (|A| |2z, (A lwll ) =
A 9l pxr
(c) On cherche a déterminer

)+ @) = [ (1 22). o)) | = max(las + wall i + o)
Or

[21 + 22| g < 21l + [l22llp < max([[z1][g ., [[y1]l p) + max([lz2]lg , [ly2]F)
ly1 + w2/l < [l91llp + lv2llp < max(z1ll g (1911 ) + max(([[e2llg , [lv2(l7)

On voit donc que

max(||z1 + 22| g 91 + yallp) < max({lz1]| g [y1]l ) +max((le2]l g, [v2]l £)-

Finalement

11 91) + (22, 92) | xr < @0y | pxr + (22, 92) |22 r
2. Soit (z,y) € A x B. Il existe 71 > 0 et 7o > 0 tels que B(x,r;1) C A
et B(y,r2) C B. Posons r = min(ry,72). Soit (z,t) € B((x,y),r). On
a ..
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TD3 : Intérieur et Adhérence

Exercice 1 :

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soient A et B deux ensembles tels
que
A C B CFE et B fermé

1. Montrer alors que pour Vax € CgB
I >0/ Bxz,r)NA=10

2. Peut-on alors avoir A = B et si oui sous quelles conditions ?
Réponses :

1. On a
B fermé <= CgB ouvert <= Vo € CgB, Ir >0/ B(z,r) C CgpB
Donc, 3r > 0 tel que B(z,r)NB = 0. Or A C B, donc B(z,r)NA = 0.
Finalement

Ve e CgB, 3r >0/ B(z,r)NA=0.

B fermé <= CgB ouvert
<= VrecCgB,3r>0/B(x,r) C CpB

.‘/
S
il [
.
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2. Pour rappel :
r€ A<= Vr>0,Bx,r)NA#(

D’aprés la question 1), on a montré que A C B. Mais B peut étre
trop grand. Ainsi, B C A si et seulement

Ve € B\A, ona:Vr >0, B(z,r)NA#0
Et on a alors B = A.

Exercice 2 :

Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé. Soient A et B deux ensembles tels
que
B C AC E et B ouvert

1. Montrer alors que pour Vx € B
Ir>0/ B(z,r) C A

o
2. Peut-on alors avoir A = B et si oui sous quelles conditions ?
Réponses :

1. On a
B ouvert <= Vr € B, 3r >0/ B(z,r) C B

Or B C A, donc
Vee B, x€Aet3Ir>0/B(x,r) CBCA

Donc

Vee B, 3r>0/ B(z,r) C A
2. Pour rappel :
r€A<=3Ir>0/B(z,r)C A

(o]
Compte tenu de la question précédente, on sait que B C A. Mais B
peut étre trop petit. Finalement

A= BssiVee A\B, ¥r>0, Blz,r) ¢ A
E#Bssi dr € A\B, Ir >0, B(z,r) C A
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Exercice 3 :

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Déterminer U'intérieur et 'adhérent
de

1. 'ensemble A qui est la boule fermée de rayon r et de centre a

2. Iensemble A qui est la boule ouverte de rayon r et de centre a

Réponses :

1. Déterminons A et A :

A

Comme la boule fermée est un fermé alors A = A

]

A

On cherche le plus grand ouvert contenu dans A. Prenons comme
candidat C' = B(a,r) (c’est-a-dire, la boule ouverte de centre a et de
rayon r). Alors clairement :

C' est un ouvert

CcA (1)

(o]
Compte tenu de I'exercice 2, on sait alors que C' C A. On doit main-

o
tenant montrer que A C C. Or ceci est le cas si et seulement si

Ve e A\C, Vr >0, B(z,r) ¢ A
et on aura alors ;l =C.

On a -
A\C = B(a,r)\B(a,r) = S(a,r)

Soit x € S(a,r). Soit B(x,€) la boule ouverte de centre x et de rayon
€. On définit le point y sur la droite liant a et =. Voir figure ci-dessous.
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<
N
T
<
\
\

\F(

a,r)

On a alors y — = Az — a). De plus on choisit y a mi-chemin entre

x et le bord de B(x,€). On déduit de cela que
ly—all = 5 = Al e = al
ce qui conduit a [A\[ = A = 5. On a donc

y—a =g (r—a)

ce qui permet d’écrire
€
Ca=(12+ V(g —
y—a=(1+5)(z~a)

Prenons maintenant la norme de I'expression précédente
ly = all = A+ o) lle —al = (1+ ) x
—all = —) ||z —al| = —)xXr
4 2r 2r

or € > 0 donc
ly —all >r

Finalement, Ve > 0, y ¢ A donc B(z,¢) ¢ A. On a donc bien A=cC.

o o
. Déterminons A et A :

o

A

(0]
Comme la boule ouverte est un ouvert alors A = A

P

On cherche le plus petit fermé contenant A. Prenons comme candidat

C = B(a,r). Alors clairement :

C est un fermé
AccC
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Compte tenu de 'exercice 1, on sait alors que A C €. On doit main-
tenant montrer que C' C A. Or ceci est le cas si et seulement, si

Ve e C\A, Vr >0, B(x,r)NA#0

On a -
C\A = B(a,r)\B(a,r) = S(a,r)

Soit x € S(a,r). Soit B(x,¢€) la boule ouverte de centre = et de rayon
€. On définit le point y sur la droite liant a et z. Voir figure ci-dessous.

N

\E(

a,r)

On a alors y — x = A(a — x). De plus on choisit y a mi-chemin entre
x et le bord de B(z,€). On déduit de cela que

ly—all = 5 = [Alla— =]

ce qui conduit a [A\| = XA = 5. On a donc
y—z=-(a—2)

ce qui permet d’écrire

Prenons maintenant la norme de ’expression précédente
€

_ —(1—
Iy —all = (1 -

Yz —all = [1 = | x7

or € > 0 donc
ly —al <r

Finalement, Ve > 0, ||y — al| < 7 donc B(x,e)NA# D et A=C.
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Exercice 4 :

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soient A et B deux ensembles de E.
Montrer que

1. AUB=AUB
2. ANBC AnB

Réponses :

1. Montrons que AUB = AUB :

— AUBC AUB

ACAUB ACAUB
>
BCAUB

Or AU B est un fermé puisque A et B sont des fermés. Ceci implique
que

De plus

ACA _ o .
4 L AUBCAUB—AUBCAUB=AUB
BcB

Finalement, puisque AUB C AUB et AUBC AUB, on a

2. Montrons que ANBC ANB

ANBCA ANB
—
ANBCB

3. Montrons AaB =ANBKB:

. — ANBCANB

{AchA ANBC A
:> /3\
ANBCB

ANBCB
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or

A

o] [} [¢] [}
AN B est un ouvert puisque A et B sont des ouverts, donc

—~

NB=ANB

4. Laissée en exercice.

Exercice 5 :

Déterminer 'adhérent et l'intérieur des ensembles donnés dans l'exercice 3

du TD2.

Réponses :

1. Soit A =[0,1]

(a)

(¢}
Détermination de A :
On sait que l'intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans
A. Proposons donc C' =]0,1[. Comme C est un ouvert contenu

dans A alors on sait que C' C ;l Il reste a savoir si ;1 C C. Pour
cela vérifions que pour Vo € A\C,Vr > 0, B(z,r) ¢ A.Ici A\C =
{0}. Or clairement toute boule centrée en 0 ne sera pas contenu
dans A. En effet, considérons Vr > 0 la boule B(0,r) =] — r,7].
Prenons le point y = —% € B(0,7). Donc Vr > 0, y < 0 ce qui

implique y ¢ A. Finalement Vr > 0, B(z,r) ¢ A et donc :Zl =C.

Détermination de A :

On sait que A est le plus petit fermé contenant A. Prenons donc
comme candidat C' = [0,1]. Or C est un fermé et A est contenu
dans C, on sait donc A C C. Il faut donc vérifier que C C A,
c’est-a-dire que Vz € C'\ A

Vr >0, Blx,r)NA#0)

Ici C\A = {1}. Soit B(1,r) =]1 — r,1 + r[ la boule centrée en 1
de rayon r > 0. Prenons y = 1 — § € B(1,r). On déduit donc
Vr >0, y < 1 ce qui implique que y € A et donc B(1,7) N A # (.
Finalement A = C'

2. Soit C' = [0, +o0|
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(a)

(b)

o
Détermination de C' :
On sait que l'intérieur de C est le plus grand ouvert contenu dans
C'. Proposons donc C' =0, +o00[. Comme C' est un ouvert contenu

dans C alors on sait que C' C &' Il reste & savoir si é’ c C. Pour
cela vérifions que pour Vz € C\C, ¥r > 0, B(z,7) ¢ C.Ici C\C =
{0}. Or clairement toute boule centrée en 0 ne sera pas contenu
dans C. En effet, considérons Vr > 0 la boule B(0,r) =| — r,7].
Prenons le point y = —5 € B(0,r). Donc Vr > 0, y < 0 ce qui
implique y ¢ C. Finalement Vr > 0, B(z,r) ¢ C et donc 8’ =C.

Détermination de C :
C = C car C est un fermé.

3. Soit D =)0, 1[u{2}

(a)

o
Détermination de C' :
On sait que l'intérieur de D est le plus grand ouvert contenu dans
D. Proposons donc C' =]0,1[. Comme C' est un ouvert contenu

dans D alors on sait que C C lo) Il reste & savoir si lo) c C.
Pour cela vérifions que pour Vo € D\C, Vr > 0, B(z,r) ¢ D. Ici
D\C = {2}. Or clairement toute boule centrée en 2 ne sera pas
contenu dans D. En effet, considérons Vr > 0 la boule B(2,r) =
]2 — 7,2+ r[. Prenons le point y = 2+ § € B(2,r). Donc Vr > 0,
y > 2 ce qui implique y ¢ D. Finalement Vr > 0, B(x,r) ¢ D et

donc D = C.

Détermination de D :

Méthode 1 :

On sait que D est le plus petit fermé contenant D. Prenons donc
comme candidat C' = [0,1] U {2}. Or C est un fermé (union de
deux fermés) et D est contenu dans C, on sait donc D C C. 1l
faut donc vérifier que C' C D, c’est-a-dire que Vo € C\D

Vr >0, B(z,r)ND #
Iei C\D = {0} U {1}. Soit B(1,r) =|1 — r,1 + r[ la boule centrée

en 1 de rayon r > 0. Alors Vr > 0, B(1,7) U D # (). De méme en
0. Finalement D = C.
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Méthode 2 :

D’aprés I'exercice précédent, on sait que AU B = AU B. En po-
sant A =]0,1[ et B = {2}, on a A = [0,1] et B = {2} et donc
D=10,1uU{2}

.SooitE:N:
E=0et E=E.

. Soit F' = {(z,y) € R?/ 2? + y* < 4} :
On sait que F' = BH.||2(O, 2). F' est donc une boule ouverte et comme
on I’a montré en toute généralité pour une boule ouverte :

F=FetF = §||,H2(0, 2).

. Soit G = {(x,y) ERQ/ 2?4+ 9% <2}
On sait que G = BH.||2(0, v/2). G est donc une boule fermée et comme
on I’a montré en toute généralité pour une boule fermée :

CO;ZBH.HQ(O, \/i) et G=G.
. Soit H = {(z,y) e R?/ 0 < |z — 1| < 1}

On a vu que H est un ouvert donc H = H.

Pour 'adhérent, nous prenons le candidat
C={(z,y) eR?/0< [z -1 <1} ={(z,y) eR?/ 0 <z < 2}

Clairement C est un fermé et H C C donc H C C. Mais C peut
étre trop grand. On doit donc vérifier que

Ve € C\H = {(z,y) € R?/ 2 = 0ouzx = louz = 2}, Vr > 0,
B(x,7) N H # (. Or ceci est trivialement vrai. Donc H = C.

oit I = {(x,y) € R?/ |z| < 1et |yl <1}
{(z,y) e R?/ Ja] < Tet |y <1}
Y

(z
{(z,y) €eR?/ |z| < Tet |y <1}

~o ~|l 2
I

42



9. Soit J = {(z,y) ER?/0<y<mzet0<z<3}
J est un fermé. Donc J = J.
J={(z,y) eR?/0<y<met0<uz<3}
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TD4 : Suites

Exercice 1 :

Donner un exemple de suite complexe z, = z, + iy, n’ayant aucune valeur
d’adhérence dans C mais telle que les suite z,, et y, en aient dans R.

Réponses :
Introduisons les deux suites suivantes

) xon = 0 Yon = g(n)
Ty = et yn
Tont1 = f(n) Topy1 =0

avec f(n) et g(n) deux fonctions strictement croissantes de N dans R. Donc
fn et gn ont chacune 0 comme valeur d’adhérence. Toutefois

. {ZQn =1ig(n)
2n4+1 = f(n)

n’a aucune valeur d’adhérence, puisque f(n) et g(n) sont strictement crois-
santes.

Rappel : [ est une valeur d’adhérence ssi, d¢ telle que
Ve>0, AN €N /Vn> N, |[zgm) — 1| <e
ol ¢ est une fonction strictement croissante de N dans N.

Exercice 2 :

Soit u,, et v,, deux suites réelles telles que w,, — v,, converge vers 0. Montrer
n n n n
que u, et v, ont les mémes valeurs d’adhérences.

Réponses :
Posons z, = u, —v,. Comme z, tend vers 0 quand n tend vers I'infini, 0 est
la seule valeur d’adhérence de z,.

Alors, soit [ une valeur d’adhérence de wu,. Il existe donc ¢ : N — N
strictement croissante telle que ug(,) converge vers [. Mais z4,) converge
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vers 0 car 0 est la seule valeur d’adhérence de z,, puisque z, converge vers 0.
Donc

Zo(n) = Up(n) — Yg(n)

pHBL 2o = 0= i tg) = M ve = 1= lm vowm)

. I _
et puisque ) l

0=10— lim vy <= lm vy =1

n——aoo n—aoo

En effectuant le méme raisonnement sur vg,), on obtiendrait le méme résul-
tat. Finalement u,, et v,, ont les mémes valeurs d’adhérences.

Exercice 3 :

Donner des exemples de suites ayant :
1. aucune valeur d’adhérence.
2. une unique valeur d’adhérence.
3. deux valeurs d’adhérence.

4. trois valeurs d’adhérence.

5

. une unique valeur d’adhérence mais la suite ne converge pas.
Réponses :

1. La suite définie par

z, : N —
n — (2n,1)
n’a aucune valeur d’adhérence.

2. La suite définie par

z, : N — R?
Top =0
n +—
Ln+1 =N
a une unique valeur d’adhérence.

3. La suite u,, = (—1)" a deux valeurs d’adhérence, & savoir 1 et —1.
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. La suite

Ton — (—1)"
Topt1 = 3

a 3 valeurs d’adhérence, a savoir 3, 1 et —1. En effet :

ro=121=3, 20 =—1,23=3, 24=1, 25 =3, z4g = —1,...

voir la réponse a la question 2).

Exercice 4 :

Déterminer si les ensembles suivants sont des ouverts, des fermés, les deux
ou aucun des deux. Déterminer également leur adhérence.

1.

NS e e

A=10,1]

C =10, +o0]

D =]0,1{u{2}

E=N

H={(z,y) € R?/ 0 < |z — 1| < 1} (que fermé)
I={(z,y) €R?/ |a| < Let |y <1}

J={(z,y) eR?/ 0<y<zet0<x<3} (que ouvert)

Réponses :

1. Nous devons déterminer, en utilisant les suites, si A = [0, 1] est un
fermé, un ouvert ainsi que son adhérent.

(a)

Fermé ?

A est un fermé si et seulement si toute suite convergente de A
converge dans A. Or si on prend la suite x, = 1 — %, Vn € N*,

alors z, € A mais lim z, =1¢ A. Donc A n’est pas un fermé.
n—-oo

Ouvert ?

A est un ouvert si et seulement si CrA =] — 0o, 0[U[1, +00[ est
un fermé. Or CrA est un fermé si et seulement si toute suite
convergente de Cr A converge dans CrA. Or si on prend la suite
Yn = —%, Vn € N*, alors y, € CrA mais nli_ngooyn =0 ¢ CRrA.

Donc CrA n’est pas un fermé, donc A n’est pas un ouvert.
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Adhérent ?
L’adhérence de A est ’ensemble des points vers lesquels les suites
convergentes de A convergent. On a alors

Soit 0 <2, <1=0<2<1donc AC|0,1]

(Iimplication ci-dessus correspond au passage a la limite).

Il faut maintenant vérifier que [0,1] C A. On sait que A C A.
Intéressons nous donc & A\A = {1}. Or il existe bien une suite
d’éléments de A = [0, 1[ qui converge vers 1, & savoir z,, = 1 — -

Vn € N*.

2. Nous devons déterminer, en utilisant les suites, si C' = [0, +oo[ est un
fermé, un ouvert ainsi que son adhérent.

(a)

()

Fermé?
C est un fermé si et seulement si toute suite convergente de C'
converge dans C'.

0 <, = 0<2zdoncx € [0, +o0]

donc C est un fermé.

Ouvert ?

C' est un ouvert si et seulement si CrC' =] — 00,0 est un ferme.
Or CrC est un fermé si et seulement si toute suite convergente
de CrC converge dans CrC. Or si on prend la suite y, = —,
Vn € N*, alors y, € CrC mais nli_)moo yn = 0 ¢ CrC. Donc CrC

n’est pas un fermé, donc C' n’est pas un ouvert.

Adhérent ?
C est un fermé donc C = C.

3. Nous devons déterminer, en utilisant les suites, si D =]0, 1[U{2} est
un fermé, un ouvert ainsi que son adhérent.

(a)

Fermé ?
D est un fermé si et seulement si toute suite convergente de D
converge dans D. Or si on prend la suite x,, = %, Vn > 1, alors

Zp € D mais lim x, =0¢ D. Donc D n’est pas un fermé.
n——oo
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(b) Ouvert ?
D est un ouvert si et seulement si CrD =] — 00, 0] U[1, 2[U]2, +00]
est un fermé. Or CrD est un fermé si et seulement si toute suite
convergente de CrD converge dans CrD. Or si on prend la suite
Yp = 2 — %, Vn € N*, alors y, € CrD mais nli_r)nooyn =2¢ CrD.

Donc CrD n’est pas un fermé, donc D n’est pas un ouvert.

(c) Adhérent ?
L’adhérence de D est I’ensemble des points vers lesquels les suites
convergentes de D convergent. On a alors

Soit0< z, <1=0<2x<1
Soit ¢y, =2 = x =2

(les implications ci-dessus correspondent au passage a la limite).
donc D C [0,1] U {2}.

Vérifions maintenant que [0,1]U{2} C D. Or D C D. Intéressons
nous donc & D\D = {0} U {1}. Or il existe bien une suite d’élé-
ments de D = [0,1]U{2} qui converge vers 1, & savoir z, = 1 — =+,
Vn € N. De méme pour 0, & savoir la suite x,, = %, Vn € N.

4. Laissée en exercice car du méme type que les trois questions précé-
dentes.

5. Nous devons déterminer, en utilisant les suites, si H = {(z,y) €
R?/ 0 < |z — 1| < 1} est un fermé, un ouvert ainsi que son adhérent.
Fermé?

H est un fermé si et seulement si toute suite convergente de H
converge dans H. Or si on prend la suite x,, = (%,O), Vn € N*,
alors z,, € H mais nli_r)noo xn, = (0,0) ¢ H. Donc H n’est pas un fermé.

6. Nous devons déterminer, en utilisant les suites, si I = {(z,y) €
R2/ x| < 1 et |y| < 1} est un fermé, un ouvert ainsi que son adhérent.
(a) Fermeé?

I est un fermé si et seulement si toute suite convergente de [
converge dans I. Or si on prend la suite u, = (1 — %, 0), Vn € N,
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alors u, € I mais lim w, = (1,0) ¢ I. Donc I n’est pas un ferme.
n—-aoQ

Ouvert ?

I est un ouvert si et seulement si Crz2 1 est un fermé. Or Cp21 est un
fermé si et seulement si toute suite convergente de Crel converge
dans Cg21. Or si on prend la suite u,, = (0,1 — %), Vn € N, alors
Uy € Cre2l mais nIi_I>nooun = (0,1) ¢ Cgrel. Donc Cg2I n’est pas

un fermé, donc I n’est pas un ouvert.

Adhérent ?
L’adhérence de I est I'ensemble des points vers lesquels les suites
convergentes de I convergent. On a alors

. 1<, <1 -1<z<1
SOlt —
1<y, <1 “1<y<1

(Pimplication ci-dessus correspond au passage a la limite).

Donc toute suite (zy,,y,) converge dans
C={(z,y) eR*/ —1<z<let —1<y<1}.

Donc I C C.

Etudions maintenant C\I afin de vérifier que C' C 1. Alors

C\I=AUBou A= {(z,y) eR* Jz=-1, -1 <y <1}
et B={(z,y) eR* /z=+1, ~1<y<1}

Prenons maintenant Vy € [—1,1], alors u,, = (—1+ %,y) € I et
lim w, = (1,0) € C\I. On peut faire la méme étude pour B.

n—ao0

Ainsi I = C.
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TD5 : Limites et Continuités

Exercice 1 :

1. Montrer que si z et y sont des réels alors 2|xy| < 22 + 32
2. Soit f l'application de A = R?\{(0,0)} dans R définie par

_ 322 + zy
f(x’y)_\/gﬂ:_|_y2

(a) Montrer que pour tout (z,y) € A, on a :

7 7
7)) < o)l avee L@ v)ll; = VaZ 2
(b) En déduire que f admet une limite en (0, 0).
Réponses :
1. Montrons que 2|xy| < 22 + 42 :
Pour cela, remarquons
0 < (2| = [y)? = 2® + y* — 2|ay]

ce qui conduit &
2fay] < a® 4

2. On considére maintenant la fonction
322 + xy
Vi t+y
(a) Montrons que | (z,y)| < 4(z,1)ll, ot (z, 9)lly = VaZ + ¢2.

3a? |zy]
f(z,y)| =
| f (2, y)| N RS RN

or
2 <+’ = |l(xy)l, (wrivia)

Va2 +y2 = |(z,y)ll3 (trivial)

1 1
oyl < 5@ +97) = 5 @ 9)I} (@apres la question 1)
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qui injecté dans 'expression précédente donne

sl @yl T,
@< Tyl 2@y, 21 @Yk

(b) D’apreés la question précédente

F@y) < L@yl = c(VZ T8 — 0

2 2 (z,y)—(0,0)

donc cette expression tend vers 0 quelque soit la facon dont x et
y tendent vers 0. On déduit donc que

lim z,y) =0
(2,y)—(0,0) f@y)
Exercice 2 :

Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes

L f(z,y) = (v + y)sin(zpm)

2. flz,y) = 75

3. flw,y) = il

4. f(z,y) = %
5. fw,y) =

6. f(z,y) = 5L,

T flay) =%

8. flz,y) = 5%

9 flwy) = £ty
10. f(z,y) Ly

1L fey) = 420
12. f(z,y) =¥

— . in(z? in(y?
13. f(z,y) = (%sm(ﬂ:), %)

Réponses :

51



1. Soit f(x,y) = (x+y)sin(-—z+— ). La présence du sinus doit nous inciter

ac2+y2
a prendre la valeur absolue

x, <lz+ —
f@l <oyl —

On déduit donc que

lim z,y) =0
(z7y)—>(070)f( v)

. Soit f(z,y) = x—iy On a plusieurs méthodes.

Méthode 1 : en cartésien
Prenons le chemin (z™,0) alors

1
li = 1l - =
(2,0)—(0+,0) f@y) (2.0)3(0,0) e
Tandis que le chemin (0,y™) aboutit a
o f(ey) = lm
im x,y) = im ——=—00
(0,9)—(0,0) Y (0y)—(0,0%) Y

Ainsi, f(z,y) n’admet pas de limite en (0,0).

Méthode 2 : caractérisation séquentielle

Prenons la suite u, = (%,O) qui tant bien vers (0,0) quand n tend
vers 'infini (ce chemin correspond en cartésien au chemin (z,0)) alors

lim f(up)= lm n =400
n—>-=o0 n—-ao0
Tandis que la suite v, = (0,2) qui tant bien vers (0,0) quand n

tend vers l'infini (ce chemin correspond en cartésien au chemin (0, y))
donne

lim f(v,) = lim —n=—00
n——aoo n—oo

Ainsi, f(z,y) n’admet pas de limite en (0, 0).

Méthode 3 : coordonnées polaires
On pose maintenant

{x = pcos(d)
y = psin(0)
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Ainsi
1

p(cos(0) — sin(0))
clairement, on voit sur cette expression que le résultat dépend de 0 et

que de plus il peut tendre vers I'infini. Prenons par exemple le chemin
(p — 0,0 = 0) (qui correspond au chemin cartésien (27, 0)), on alors

fla.y) — f(p.6) =

. 1
li 0) = li - =
(pﬁ:mlﬂ(otmf(p 0) (00=0)5(0+.0) e

et prenons le chemin (p — 0,60 = ) (qui correspond au chemin
cartésien (0,z7)), on alors
~ 1

lim f(p,0) = lim ——=-00

(p,0=1)—(0*,2) C (p0=2)—(0F,Z) p

et encore une fois, on constate bien que f n’admet pas de limite en

(0,0).

. Soit f(x,y) = ij;zj Il y a encore plusieurs méthodes.
Méthode 1 : en cartésien

Commencgons par essayer d’évaluer la fonction en calculant par exemple
les limites de f(z,0) =1 et f(0,y) = —1. Ce qui implique que

lim f(z,0) = lim 1=1
(z,0)0—(01,0) (z,0)0—(01,0)

li 0,y) = li —1=-1
(o,y>£>13070+) F0.9) (O,y)gr(l(m*)

donc f n’admet pas de limite en (0,0).

Méthode 2 : caractérisation séquentielle

Prenons la suite u, = (1,0) qui tant bien vers (0,0) quand n tend
vers l'infini (ce chemin correspond en cartésien au chemin (z,0))
alors
lim f(up)= lim 1=1

n——ao0 n—>-=o0
Tandis que la suite v, = (0, 1) qui tant bien vers (0,0) quand n tend
vers l'infini (ce chemin correspond en cartésien au chemin (0,y7))
donne

lim f(v,) = lim —1=-1

n—ao0 n—r-oo
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Ainsi, f(z,y) n’admet pas de limite en (0, 0).

Méthode 3 : coordonnées polaires
On pose maintenant

x = pcos(d)
y = psin(0)
Ainsi
p*(cos?(#) — sin?()
2

f(xv y) — f(pa 9) - - COS(29)
clairement, on voit sur cette expression que le résultat dépend de 0 et
que donc f n’admet pas de limite en (0,0). Prenons par exemple le
chemin (p — 0,6 = 0) (qui correspond au chemin cartésien (z,0)),
on alors

li F(p,0) = li 1=1
(p,9=0)12(0+70)f(p ) (p,9=0)IE>(0+,0)
et prenons le chemin (p — 0,60 = §) (qui correspond au chemin
cartésien (0,z7)), on alors
lim f(p,0) = lim —-1=-1

(p0=5)—(0%,3) (p0=%)—(0%.3)

et encore une fois, on constate bien que f n’admet pas de limite en
(0,0).

. 2 2 PR .
. Soit f(x,y) = % Comme précédemment, nous pouvons utili-

ser les 3 méthodes.

Méthode 1 : en cartésien
Commengons par essayer d’évaluer la fonction en calculant par exemple
les limites de f(z,0) =1 et f(x,z) = % Ce qui implique que

im f(z,0) = lim 1=1
(z,0)—(01,0) (z,0)—(01,0)

- _ 3_3
(2.0)—(0+,0%) f@) = (wa)—s(0F00) 2 2

donc f n’admet pas de limite en (0,0).

Méthode 2 : caractérisation séquentielle
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%,0) qui tant bien vers (0,0) quand n tend

vers l'infini (ce chemin correspond en cartésien au chemin (z,0))
alors

Prenons la suite u,, = (

lim f(up,)= lim 1=1
n—r-=o0 n—aoQ

Tandis que la suite v, = (%, %) qui tant bien vers (0,0) quand n tend

vers U'infini (ce chemin correspond en cartésien au chemin (x*,z27))
donne

. .3 3
i o) = lm 5=3

Ainsi, f(z,y) n’admet pas de limite en (0,0).

Méthode 3 : coordonnées polaires
On pose maintenant

y = psin(0)

{x = pcos(d)

Ainsi )
f(z,y) — f(p,8) =1+ cos(0)sin(6)

clairement, on voit sur cette expression que le résultat dépend de 6 et
que donc f n’admet pas de limite en (0,0). Prenons par exemple le
chemin (p — 0,60 = 0) (qui correspond au chemin cartésien (x™,0)),
on alors

(Pv9=0)12(0+,0)f(p’ ) (p,9=0)12>(0+,0)( + cos(6) sin( )>

et prenons le chemin (p — 0,6 = 7) (qui correspond au chemin
cartésien (z7,27)), on alors

lim f(p,0) = lim
(p,0=7)—(0T, %) (P ) (p,@zz)—>(0+,1)<

1 + cos(0) sin(&)) =—

et encore une fois, on constate bien que f n’admet pas de limite en

(0,0).

) 2
. Soit f(z,y) = wgﬁjﬁ.

Méthode 1 : A tatons
Commengons par évaluer la fonction sur quelques chemins (ici je me
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limite aux chemins cartésiens mais vous pouvez encore une fois utili-
ser les deux autres méthodes). Par exemple f(z,7) = §, f(z,0) =0

et f(0,z2) = 0. Ainsi

li = i 0)= i 0)=0
(m)—%mﬂﬂx’x) (m@)ﬂﬁotmf (,0) <o,y>3>1%o,o+)f (,0)

A ce stade, nous ne pouvons pas conclure que 0 est la limite de f en
(0,0) mais c’est un bon candidat. Cherchons donc a déterminer

|f(z,y) = 0]

si cette quantité tend vers 0 quand (x, y) tend vers (0, 0) alors la limite
de la fonction en (0,0) sera 0. Alors

lyx| x |z|
‘T, - 0 = $’ = —_—
|f(z,y) =0 = |f(z,y)] 21y
or comme nous 'avons vu dans 'exercice 1
1 5 2
eyl < 5 (2" +y7)
ce qui permet d’écrire
lyx| x 2| _ |z|
flzy)l=—F—% <5 — 0

22+y%2 T 2 (2y)—=(00)

donc finalement la limite de la fonction f en (0,0) est 0.

Méthode 2 : coordonnées polaires On peut également directement pas-
ser en coordonnées polaires en posant

{x = pcos(0)

y = psin(0)

Ainsi .
f(ﬂ?, y) — f(p7 ‘9) = pCOS2(9) SID(Q)

et clairement, V0, f tend vers 0 quand p tend vers 0 et finalement

lim z,y) =0
(x,y)—>(0,0)f( v)
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. 2.2
6. Soit f(x,y) = xﬁfyg.

Il s’agit de faire trés exactement la méme chose que précédemment.
Donc cette question est laissée en exercice.

7. Soit f(x,y) = %3

On peut encore utiliser les différentes méthodes précédentes. Mais
nous allons nous contenter ici des coordonnées polaires. Ainsi en po-

sant
x = pcos()
y = psin(0)
Ainsi 3(p
o) — Fp.0) = P2

Mais en réalité, il est trés difficile de conclure de cette fagon. Mais on
sent que ca peut ne pas converger si le dénominateur converge trop
vite vers 0.

Méthode 2 : en cartésien
Essayer d’évaluer la fonction en calculant par exemple les limites de
f(0,9) =0 et f(x,2%) = 1. Ce qui implique que

li 0,y) = li 0=0
(O»y)gr(lo,oﬂ f0.9) (o,y)g%o,oﬂ
lim (z,23) = lim 1=1
(z,23)—(01,01) (z,23)—(01,01)

donc f n’admet pas de limite en (0,0).

Méthode 3 : caractérisation séquentielle

Laissée en exercice mais il suffit de poser u, = (0, 1) et v, = (£, ).

8. Soit f(x,y) = o3y

22 —y?
Pas de limite en (0,0). En cartésien, il suffit de prendre les chemins
(0,—x) et (0,x) et en polaire de prendre § = 7/2 et 6 = /4.

. - $2+y2
9. Soit f(x,y) = FERmE

On sent que cette fonction & des bonnes chances de converger car le
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10.

numérateur convergera plus vite vers 0 que le dénominateur.

Méthode 1 : Par exemple f(z,x) = || = f(x,0) =0 et f(0,y) = |y|.

Ainsi

lim
(z,2)—(0+,01) (z,0)—(01,0) (0,y)—(0,01)

A ce stade, nous ne pouvons pas conclure que 0 est la limite de f en
(0,0) mais c’est un bon candidat. Cherchons donc a déterminer

|f(:1:,y) - 0‘
Ainsi ) )
< +y
flz,y)| = ———
7@l = oy

or (|z| + |y|)? = 22 + y* + 2|zy| > 2% + y*. Donc

2 2 2
ity |+ |y

|f(z,y)] = S(H lvD =lz|+y — 0
|z + [yl |z + [y (2,9)—(0,0)

lim z,y) =0
(z,y)—>(070)f( v)

Méthode 2 : en coordonnées polaires
On peut également directement passer en coordonnées polaires en
posant

{1‘ = pcos(0)
y = psin(0)

Ainsi
p

" Jeos(8)] + [sin(6)]

Or V0, le dénominateur ne s’annule jamais, donc

flx,y) — f(p,0)

lim F(p,0) =0 = lim x,
(p,0)—(0,0) f(e.6) (z,y)—(0,0) f@y)
Soit f(z,y) = —2

N

Il y a encore plusieurs méthodes. Ici, on en traitera qu’une :

oyl 4y 1
F@w)l = < — VP

V2t T 22y 2
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qui tend bien vers 0 lorsque (z,y) tend vers (0,0)

11. Soit f(x,y) = \S/%

Puisque Vz € R, |sin(z)| < |z|, on a
sin(zy) |y 24y 1
Fley)] = < < S NeE
Vat+?2 T a2 T 2242 2
qui tend bien vers 0 quand (x, y) tend vers (0,0). Donc f a pour limite
0 quand (z,y) tend vers (0,0).

12. Soit f(x,y) = ¥

On peut ré-écrire f de la fagon suivante

(a,9) = 2
Alors f(£,0) =1 et f(2, ﬁ) = 1. Ainsi, f n’admet pas de limite
en (0,0).

Exercice 3 :

Soit f la fonction définie sur R? par

e ={

Montrer que f est continue.

%11724-:1/2—1 pour x2+y2 > 1
—%x2 pour 22 + ¢y < 1

Réponses :

Région B

Région A




On doit vérifier que la fonction f est continue dans les régions A et B mais
aussi a l'interface entre les deux régions. On doit donc vérifier qu’en tout
point (z,y) la fonction admet une limite et notamment que sur le cercle

d’équation 22 + y? = 1, la limite est la méme que l'on prenne I'expression

1.2 2 _ 1.2
X7+ Yy 1 ou —gz=.

Région A : l'expression —%xQ admet bien une limite en tout point (z,y)

tel que 22 + % < 1. Donc la fonction est continue sur la région A.

Région B : 'expression %x2 + 92 — 1 admet bien une limite en tout point
(z,y) tel que 22 4+ y? > 1. Donc la fonction est continue sur la région B.
A l'interface A/B : soit (20, yo) un point du cercle vérifiant donc 23+ 42 = 1.

1 1
lim — -t =24
(z.y)—(zo,y0) 2 2

1 1 1
lim T2l =2k 1= 22
(2,9)—>(0,30) v SRR 370

La fonction f est donc continue sur R2.

Exercice 4 :

1. On considére la fonction f; définie par

fi: RxR*—R

1+x2+y2s.

(z,y) — in(y)

Déterminer si f; admet une limite en (0, 0).
2. On note D = {(z,y) € R?/2? — y? # 0}. On considére la fonction

f21 D—R

Déterminer si fo admet une limite en (0, 0).

Réponses :
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lim filz,y) = < lim (1+ 2+ ?/2)> % < lim sin(y)

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) Y

donc f; est continue en (0,0).

2.
14z
1' b —= 1. =
(.0)3(0,0) fa(@,y) om0 22
. 1+y
lim T,Y) = im = —

donc f2 n’est pas continue en (0,0).

Exercice 5 :

La fonction suivante est-elle continue ?

202 +y> —1 pour 2?4+ ¢y?>1

ran={ %

T pour z2 + 2 <1

Réponse :
Laissée en exercice (la fonction est continue).
Exercice 6 :

On considére la fonction f définie par

Lyl o~lyl/=>
_ ) o€ pour x # 0
/(zy) { 0 pour z =0

1. Soit A un réel et Ay = {(x, Az)/x € R}. On note fy la restriction de
f a Ay. Calculer la limite de fy en (0,0).

2. Soit B = {(x,2%)/z € R}. On note g la restriction de f a B. Calculer
la limite de g en (0, 0).
3. Que peut-on dire de la continuité de f en (0,0).

Réponses :
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1. On cherche a calculer la limite de f pour les points de la forme (z, Ax).
A

Mexp (— |2
f(x,m:{y b (~]2)

d’ott 'on déduit par croissance comparée

A
o (-[3]) =
x

Donc la limite de fy en (0,0) est bien 0 et la fonction est continue en
ce point.

A

x

lim
r—0

2 2

2y _ T 1
f(w,x)—xQGXp( 92'2)_6, vx#O

et vaut 0 pour z = 0. Donc g n’est pas continue en (0,0).

3. L’exercice est trés intéressant. En effet, d’aprés la question 1), quelque
soit la fagon dont on s’approche de (0,0) selon une droite alors on
aboutit a la méme limite (ici 0). Toutefois, d’aprés la question 2), on
voit que si ’on s’approche par une parabole alors on obtient une autre
limite. Ainsi la fonction n’a pas de limite en (0, 0).

Exercice 7 :

Pour chacune des fonctions, étudier sa continuité en (0, 0).

R — R

LF ey oo {28 () £(0:0)
’ 0 si (x:;¥)=(0:0)
R — R

2751 ey {*’: i (xiy) #(030)
’ 0 si (x:y)=(0:0)
R — R

3. f: (1)) — G+ s x#0ETy#0
’ 0 si x=0o0uy=0
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Réponses :

1. Passons en coordonnées polaires. Ainsi

f(p,0) = <cos2(9) + sin2(6’)> =1

donc la fonction n’est pas continue en (0,0).

P P Jele® oyl e y?

= < =
|f(xay)| x2+y2 = ZL‘2+Z/2 $2+y2 |$’m2+y2+‘y|x2—l—y2

. Y2 22
puisque W S 1et W S 1

[f(@,y)] < [=] + [yl

qui tend bien vers 0 quand (z,y) tend vers (0,0). Donc la limite de f
en (0,0) est 0 et finalement f est continue en (0,0).

3. f(x,2) = e* # 0 donc la fonction n’est pas continue en (0,0).
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TDG6 — 7 : Limites, Continuités et Compacité

Exercice 1 :

Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables en (0, 0) sur leur domaine de
définition D ?

L D= {(l‘,y) € RQ/-'L':L/ > 0}, f(x’y) = 1_%(\/@

2. D= {(l’,y) € Rz/l‘ 7£ y}’ f(q;’y) = w
in(x2)+sin(y?
3. D= {(z,y) € R/a £ £y}, flz,y) = TEFR0)
x 2
4. D =RA\{(0,0)}, f(z,y) = Fx
Réponses :

1. Considérons la suite u, = (z,,yn) tel que x, et y, tendent vers 0
quand n tend vers 'infini et aussi tel que x,y, > 0. Alors

o ET)?
|f(un>’ _ |1 _COS(\/W” - 1 (1 2 ) _ ‘xnyn| _ ‘xn‘ R 0

|Yn| |Yn| 2|yn| 2 znyn—0
('équivalence est prise pour z,y, — 0). Ainsi la fonction admet
bien une limite en (0,0). Donc f est prolongeable par continuité en
(0,0) en posant f(0,0) = 0.

2. On va méme montrer qu’elle est prolongeable en tout point de la
forme (a,a) avec a € R. Pour cela, on introduit deux suites x,, et y,
telles que

Tn 7& Yn €t (xna yn) njoo (CL, (J,)

Or
V(z,y) € R2, cos(z) — sin(z) = —2sin <‘L;—y> sin (J/—y)

Donc

F(n, ) = 5@ Zcoslyn) _ 1 <_281n (w) sin <%y>>
Tn = Yn In — Yn 2 2




sin(z)

et comme Vz € R, tend vers 1 quand z tend vers 0, on a

n——aoo

f(xnayn) = —sin <$n _2‘_ yn> — —Sin(a)

Donc f est prolongeable par continuité en (a,a) en posant

f(a,a) = —sin(a).

3. Clairement, cette fonction n’est pas prolongeable pour voir cela, il
suffit de prendre les chemins f(x,0) et f(0,y). En effet

_ sin(a?)
f(l'a 0) - ) :vj(] 1
B Sln(yz)
O
4. Pas prolongeable. En effet
3 x
flz,z) = Zrat | 2211 a—0
4
Y 1
fy*y) =

P — H —
y4 + y4 y—s0 2
Exercice 2 :

Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes

L f(z,y) = 5%

z?—y
2. flz,y) =%
Réponses :

1. Clairement la fonction n’a pas de limite en (0,0). En effet
1
f(z,0) = = — +o0

Tr x—0

2. Laissée en exercice.
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Exercice 3 :

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Montrer que I'application || - || est
1-lipschitzienne de (E, || - ||) dans (R, ] -]).

Réponses :

Rappel :
L’application N de (E, |-||p) dans (F, ||| ) est 1-lipschitzienne si et seule-
ment si

V(z,y) € B, [IN(x) = NW)llp < llz - vllg (3)

Ici : application |[-||; est de E dans R ce qui signifie que ||-[| = | - |. En
injectant cela dans (3), on obtient

V(z,y) € B, |zl = lyllel < llz = yllg

or cette expression est vraie puisqu’il s’agit de la 2éme inégalité triangulaire.

CQFD

Exercice 4 :

Soit E = C%([0,1],R) muni de || - ||; définie par

1
£l :/0 () dt

Etudier la continuité de la forme linéaire ¢ de E dans R définie par
1
o = [ e

Réponses :
Montrons que ¢ est continue sur F.

1 1
9(f)] = ’ / tf(t)dt] < [ useyar
Or Vvt € [0,1], tf(t) < |f(t)]. Donc

ol = | 1 o< | ot < / F@a < 1,

¢ est donc 1-lipschitzienne et donc continue.
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Exercice 5 :

1.

Rappeler la définition de la continuité uniforme.

2. Quelle est la négation de la continuité uniforme.

3. Soit a,b deux réels positifs tels que a < b. Montrer que la fonction
f(x) = 2% est uniformément continue sur [a, b].

4. Montrer que la fonction f(x) = 2% n’est pas uniformément continue
sur R.

5. Montrer que la fonction f(z) = 1/ n’est pas uniformément continue
sur |0, 1].

6. Montrer que la fonction In(z) n’est pas uniformément continue sur
RT.

Réponses :

1. Soit f une application de (E,|-||5) dans (F,||-|| ). Alors f est uni-
formément continue sur A C E si et seulement si
Ve >0, V(w,y) € A%, I >0/ o —ylp <n=f(2) = fW)lp<e

2. f n’est pas uniformément continue sur A si et seulement si
3e >0, 3(z,y) € A2, />0, [l —ylly <n=|If(x) = fW)]p>e

3. Soient a et b deux réels positifs tels que a < b. Montrons que la fonc-

tion f(z) = 22 est uniformément continue sur [a, b].

(a) Démonstration 1 :
On voit clairement sur la figure ci-dessous que si € est fixé alors 7
dépend du point .
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»
>
x

il

=
=

=
N

On peut méme écrire que 7 et € sont liés par la dérivée de f. En
effet, si € et 1 sont suffisamment petit alors on peut utiliser la
tangente de la fonction en xg (voir figure ci-dessous)

Y

£ros Zoom de

.Y

Alors

f(x) = f'(z0)(x — 20) + f(20)
|f(z) = f(zo)| = [ f'(z0)| X |2 — 2o
e=|f'(xo)n

On voit donc que pour Ve > 0, si on fixe ¢, lorsque x — a, n
augmente puisque |f’(z)| diminue. Or, on cherche 7 indépendant
de x,y € [a,b]. Prenons donc le plus petit n qui correspond au cas
x =b.

€ €

On fixe alors €. On prend n = O = 3%

alors |z —y| < n= — <= |2bx — 2by| < €

<
2b
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or
Va,y € [a,b], ]m2 — y2| < 2b|z — y|

en effet :
Va,y € [a,b], |v+y| < 2b

et en multipliant par |z — y|, on obtient
Va,y € la,b], |r =yl x |z +y| = [a? -y < 2blz — g
on déduit donc que
Vr,y € [a,b], |2* —y?| < 2bjlz —y| <€
Finalement
Ve >0, V(a,y) € [0, b, In= g [ le—yl <n=>[f(@)-f(y)| <

et donc la fonction est bien uniformément continue.

Rq : nous avons, se faisant, démontré que la fonction est en fait
2b-lipschitzienne (ce qui fera I'objet des démo 2 et 3). En effet

nous avons montré que

Va,y € [a,b], ]:CQ — y2| < 2b|z — y

Démonstration 2 :

On va maintenant montrer que la fonction est x-lipschitzienne sur
[a,b]. On cherche donc Va,y € [a,b], |f(z) — f(y)] < klx —y|, ce
qui dans notre cas s'écrit |22 — y?| < k| — y|. Prenons xk = 2b (en
fait c’est la démo 3 qui justifiera cela). Alors

Va,y € [a,b], |x+y| <2b
En multipliant par |« — y|, on obtient
@ +y| x o —y| = |2* — y?| < 26|z — ]
On a donc bien
Va,y € [a,0], |f(z) — f(y)| < 20|z —y|

donc f(z) = 22 est 2b-lipschitzienne et donc uniformément conti-
nue sur [a, b|.
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(c) Démonstration 3 : (fausse démo...c’est plus une intuition)
Montrons maintenant qu’une fonction dérivable, a dérivée bornée
est alors lipschitzienne. La fonction f(z) = 2? est dérivable sur
la, b]. La dérivée est méme bornée sur cet ensemble.

Vz € [a,b], |f'(z)] < M, avec M € R

Donc
i 1@ =)

<M, Va,y € [a,b]
T—>Y =y

Donc intuitivement, on peut imaginer que

Va,y € [a,b], |f(z) = f(y)| < Mz —y|

Donc, de tout ce que l'on vient de dire, on comprend que la déri-
vée joue un role crucial. En effet, plus la dérivée est grande en 1
point et plus pour une précision donnée ¢, le 17 doit étre petit puisque
e = |f'(x)|n, donc si f* — oo alors n — 0 et il ne peut pas y avoir
de convergence uniforme.

. On voit que la dérivée n’est pas bornée lorsque © — o0, il y a donc
un probléme en I'infini. Prenons les deux suites x,, = n et y, = n+ %
Alors

lim [y, —an| =0 or h_r>noo|f(yn)_f(mn)|:2

n—rmoo n

Donc bien que les points x et y tendent vers 'infini et 'un vers 'autre,
la distance de leur image reste supérieure a 0.

. Encore une fois en 0, la dérivée n’est pas bornée. Si il y a un probléme,
le probléme est donc en ce point. Prenons x,, = % et y, = ﬁ Alors

lm |y, — 2, =0 or lim |f(yn)— f(zn)| = 0
n—oo n—r-oo

Donc bien que les points = et y tendent vers 0 et I'un vers 'autre , la
distance de leur image reste supérieure a 0.
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6. Probléeme en 0 car la dérivée n’est pas bornée. Il suffit de prendre
‘e _ 1 _ 1 .
encore une fois T, = - et yp, = 5. Alors

f(yn) = f(n)] = In2

lim |y, —2p| =0 or lim |
n—m=o0 n—-—ao0

Donc bien que les points = et y tendent vers 0 et I'un vers 'autre , la
distance de leur image reste supérieure a 0.

Exercice 6 :

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soit I'application f : E — E définie
par .

ST
1. Dessiner le graphe de f pour (R, |- |).
2. Montrer que f est bornée sur FE.
3. Montrer que f est continue sur F.
4

. Montrer que f est 2-lipschitzienne sur F.
Réponses :

1. Pour représenter ce graphe, commengons par remarquer que
Sijz| < 1alors f(z) ==

1 six>1
—1lsiz<—1

Si |z| > 1 alors f(z) = {

donc

a5
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2. Montrons en toute généralité que f est bornée.
SiJlz]l <1, f(2) = 2, done || f(=)] = [|=] < 1.
Si [|z]] > 1, alors f(x) = d’ont on déduit que || f(z)]| = 1.

a lel

Donc Ve € E,0 < | f(z)|| < 1.

3. Si||z|| < 1 alors f(x) =z, donc ||f(x)|| = ||z]| <1
donc f est continue sur ce sous-ensemble.

Si [Ja| > 1 alors f(x) = 27, donc || f(@)]| = [la]| < 1
donc f est continue sur ce sous-ensemble.

Siflzl|=1":
Si on vient de x tel que ||z|| < 1 alors f(z) = x lorsque ||z|| = 1.
Si on vient de z tel que ||z|| > 1 alors f(z) = z lorsque ||z| = 1.

Finalement f est continue sur E.

4. Montrons que f est 2-lipschitzienne :

(a) Soit [|z]| <1 et |ly|]| < 1. Alors

1f(z) = F)ll = llz =yl

On a donc bien trivialement

1f (@) = FWIl = llz =yl < 2]z - yll

(b) Soit ||z|| <1 et [|y|| > 1. Alors

HyH Ikl
<z xyll =yl =llzxlly| —2z+z -yl

< lz(lyll = 1) + 2 = yll < llz(lyll = DI + |z = y]
(4)
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Or

iyl = DI+ llz =yl = [z vl = 1 + [z = ]l
= [lzll (lyll = 1) + [l = yll car [yl >1
()

En injectant (5) dans (4), on obtient

1 () = F@I < Nzl (lyll = 1) + [l =yl
< |lyll =1+ flz —
< lyll = llzll + llz =yl car Jlz[] <1
<yl = (] + ll= = yll < 2[]z -y

ou la derniére transformation s’est faite a ’aide de la 2éme inéga-
lité triangulaire |||y|| — ||z||| < ||z — y||

Le cas ||ly|| < 1 et ||z]| > 1 est parfaitement symétrique a celui-ci.

(c) Dernier cas :||z|| > 1 et [y > 1:

R xnyuyuxn‘
17 =7l = |1 ||xu‘ ERE
Gyl =y llyll + v iyl =yl
Jall Tyl
@=nisn)] (ot -t
= el Tl ERD
M=l Llgl =l
[a El

or comme |[z| > 1, on a

1f () = F)Il < Nl =yl + [llyll = [l
<z =yl +llz = yll = 2l -y

ol nous avons utilisé, pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, la 2éme
inégalité triangulaire.

Bilan : f est bien 2-lipschitzienne.
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Exercice 7 :

Pour chaque sous-ensemble suivant, indiquer si il s’agit de compact ou non.
1. Ay = {(z,y) € R?/2% +y* =1}

2. Ay = {(z,y) € R?/2? +¢° =1}

3. A3 ={(z,y) e R*/a* + oy +y* < 1}

4. Ay ={(z,y) € R?/2? + 8xy + 1% < 1}

5. As = {(z,y) € R?/y? = z(1 — 22)}
Réponses :

1. On considére ensemble A7 = {(z,y) € R?/z? + yt = 1}

(a) Soit I'application f de R? dans R définie par f(z,y) = 22 +y*. f
est continue sur R?. On voit donc que A; = f~1({1}). Donc A;
est 'antécédant d’un fermé par une application continue, donc A
est un fermé.

M) 2?2 +yt=1=a22<lety’?’<l=|z|<letly <1

d’ou l'on déduit que V(z,y) € A1, [[(z,y)|lo < 1. Donc A; est
borné.

Finalement A7 est un fermé borné donc un compact.

2. On considére 'ensemble Ay = {(z,y) € ]R2/a;2 +° = 1}

(a) Soit I'application f de R? dans R définie par f(z,y) = 22 +¢°. f
est continue sur R?. On voit donc que Ay = f~1({1}). Donc Az
est I'antécédant d’un fermé par une application continue, donc Ag
est un fermé.

(b) Nous avons Vz > 0, (z,°V/1 —x2) € A,. Puisque z peut étre
arbitrairement grand, As n’est pas borné.

Finalement As est un fermé, non borné, donc A, n’est pas un com-
pact.
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3. On considére 'ensemble Az = {(z,y) € R?/2? + 2y +y* < 1}

(a) Soit I'application f de R? dans R définie par f(z,y) = 2% +xy+1°.
f est continue sur R, On voit donc que Az = f~!(]—o0,1]). Donc
Ag est 'antécédant d’un fermé par une application continue, donc
Az est un fermé.

(b)

Finalement A3 est un fermé, borné, donc As est un compact.

4. On considére 'ensemble Ay = {(z,y) € R?/2? + 8xy + 3> < 1}

Vz € R, (z,—x) € Ay

puisque si (2, —x) alors 2% — 822 + 22 = —622 < 1.

Or [[(z,—2)|l.c = |z| qui est arbitrairement grand. Donc A4 n’est
pas borné donc A4 n’est pas un compact.

5. On considére 'ensemble A5 = {(z,y) € R?/y? = x(1 — 22)}

(a) Soit I'application f de R? dans R définie par f(x,y) = y* — (1 —
22). f est continue sur R2. On voit donc que A5 = f~1({0}). Donc
As est 'antécédant d’un fermé par une application continue, donc
Ag est un fermé.

(b) (z,y) € As = 2(1 —22) > 0=z € [0, 1]. On a donc

0<o<s—s_top_o2< )
=T=73 2 =TT =
d’ott 'on déduit que |y| < % Finalement :

2
(z,y) € ds = 2? + 12 < § = ||(z,p)l; < §.
Donc As est borné.

Enfin, As est un fermé borné donc un compact.
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Exercice 8 :

Soit K un compact non vide d’'un espace vectoriel normé F et f : K — K
telle que

V(z,y) € K°, o £y = ||f(x) — f(y)l| <llz -yl

1. Montrer que f posséde au plus un point fixe.

2. Justifier qu’il existe ¢ € K tel que
Vo e K, [|f(x) —xl| 2 |[f(c) — ¢l

3. En déduire que f admet un point fixe.
Réponses :

1. On rappelle que z est un point fixe si et seulement si f(z) = z.
Supposons maintenant que f posséde deux points fixes tels que x # y.
L’hypothése sur f donne

1f () = F)ll < [l =yl

ce qui est absurde si f(z) =z et f(y) =v.

2. On introduit la fonction § : x — | f(z) — z| définie sur K. La
fonction d est continue sur le compact K, elle admet donc un minimum
en un point ¢ € K et alors

Ve € K, 6(x) > d(c)

3. Par l'absurde, si f(c) # c alors

5(f(c)) = |F(£(0) = f(O)|| < If(e) — el = d(c)

ce qui contredit la minimalité de c. Ainsi f(c) = c et ¢ est le seul
point fixe de f.
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TDS8 : Fonctions de plusieurs variables

Exercice 1 :

Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes :
L f(z,y) = e” cos(y)
2. fla,y) = (2% +y?) cos(xy)

3. flz,y) = 1+ 22y?

Réponses :

Il est totalement clair que chacune des applications dérivées partielles existes
(pour les deux premiéres parce qu’elles sont le produit de fonctions dérivables
partout et la troisiéme car le terme 1 4 z?y? ne s’annule jamais).

1. On considére la fonction f(z,y) = e* cos(y)

Méthode 1 : (bourrin et a n’utiliser que dans certains cas)
On définit 'application

b : R = R
to= gu(t) = f((z,y) +1(1,0)) = f((x +1),y) = ee’ cos(y)

Etudions maintenant la dérivée en t = 0 de ¢,(t). Alors

t) — x t T t 1
#,.(0) = lim 9:(t) = ¢2(0) = lim &° cos(y) — e cos(y) = lim e" cos(y)e
t—0 t t—0 t t—0 t

or quand t — 0, e! ~ 1 4 t. Donc

of
ox

(@,y)

En introduisant ¢, (t) = f((x,y) + ¢(0,1)) et en faisant le méme
développement, on obtient

af
dy

= ¢,,(0) = —e"sin(y)
(z.y)

7



Méthode 2 : calcul direct

On peut aussi faire le calcul directement, comme fait pendant vos
cours de physique, & savoir :

La dérivée partielle de f par rapport a x, s’obtient en considérant que
y est fixe et en dérivant I'expression par rapport a x.

La dérivée partielle de f par rapport a y, s’obtient en considérant que
x est fixe et en dérivant ’expression par rapport a y.

Ainsi, en faisant le calcul de cette facon, on obtient directement

of of = —e" sin(y)
0y 0 |(a.0)

= e” cos(y)

(z,y)

2. Soit la fonction f(z,y) = (2? + y?)cos(zy). Alors en utilisant la
deuxiéme méthode, on trouve directement

Zf = 2y cos(zy) —a;(:L'2+y2) sin(xy)
Yy

(z,y)

= 2z cos(zy) —y (x> +y?) sin(zy)
(z,y)

of
Jdy

3. Soit la fonction f(x,y) = /1 + x2y%. Alors en utilisant la deuxiéme
méthode, on trouve directement

o __wf o sy
% (z,y) \/W dy (z,y) \/m

Exercice 2 : Calculs bétes et méchants

Soit un gaz de molécules. Ce gaz, de volume V', de température T' et soumis
a la pression P, contient n moles.

1. On commence par décrire ce gaz par la loi des gaz parfait : PV = nRT
ou R est la constance des gaz parfaits. Montrer alors que

OP OV AT oPovV

oV T oP — T OT

2. Une meilleur approximation des gaz a été proposé a la fin du 19iéme
siécle par Van Der Waals

nRk

(P+ %) (V . nb) — nRT

ou a, b sont deux constantes positives. Calculer % et g—{j.
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Réponses :

1. Calculons séparément toutes les dérivées intervenant dans les expres-
sions précédentes

orov. ot op
ov.  ar 9P T

alors
oP 0 (nRT\  nRT
8V_(‘3V<V> vz
oV 0 (nRT nRkR
E)T:E)T<P>:P
oT o (PV \%4
8]3:8]3(nR>_nR
orP 0 (nRT\ nR
8T_8T<V>_V

Il ne reste plus qu’a effectuer les calculs

orPovor — nRT nR _V nRT

il i = -
OV OT OP vz P R PV
et
OP 0V nR nR nRT xnR
Toror =T v *p = py ~— &

2. On considére maintenant ’équation de van der Waals dont on cherche

& calculer
or  op
oP oV
alors
oT 0 1 n2a V —nb
ap ~ op [nR < (“w) X<V‘”b>] =R

pour le second calcul, on doit manipuler un peu plus I’équation de
van der Waals pour exprimer P en fonction des autres variables.

nRT n2a

pP= - 2g
V_nb V2
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finalement

(97P_i nRT 7@ o nRT +2n2a
ov. oV |V-nb VZ|  (V-nb2 V3

Exercice 3 :

Calculer toutes les dérivées partielles d’ordre 1 sans se préoccuper de leur
domaine de définition

L f(x,y) =xy 9. flxy) = (2+y)} 18. f(x,y,2,0) =22
2. flx,y) =In(xy) 10. f(x,y) =" (avecx > 0) 19. f(x,y,2,1) = 022
3. flx,y) =;;73y+—1 11 f(x,y) = cos ({fﬂfz} 20. f(x,y) =y —3xy
4. fley) =524 12. flay) =€ (2 2 2. f(x) =2 +3 -6
5. f(x y) sm(x} sm(y} 13 Ex’y; (x+ x +y2) 22. f(x,y) = XCO0s (ny)
14. f(x,y 23. f(x,y) =%
6. _ xygxz }’2) \f‘xz_}' i
; iix y; Arctan 15. f(x,y,2) =x%z> +xy—2 24, flx,y) =+
. = ctan
2k 16. f(x,y,z) = x5 25. f(x,y,z) = xcos(xz) +In(2 —
8. f(x,y) = Arcan (1”) 17. fx,y.2) = sin? (y + 7))
Réponses :
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Loy = L (x,y) =x
2 Yxy)=1% %g(x,y)=l
of _ . 3P H)-2(=3) 324323
3 g(x’y)_ngVTn’ PR = R+ @A)
b Yy AV EES) gy )OS
Ca (2 S e e N
5. g{(x,y) _ (x—y) cos(x g;_(;T(x)fsm(y)) . (qu) —(x y)cosEy)_J;Sm() sin(y)
P (4P ) xy))(xzﬂQ) “2(4) () _ axdyr1edy —4y‘5
6. ?E(xsy) - ( yz 1‘2+y2
ELf(I )= (4x(x®—?)—2y 4@))(12+y2) “2(40)(F %) _ 4168 4y1
ay Y (2 1+7)? (2 157)?
—xy+y(x+y) _ 1+y?
8 Fxy) = xym(li(xi) ) TG
_ o lewa(ety) 142
5(x,y) T (1+(£2)) O FrGhT
0. Y (e,y) = 3r( )
Ly =2+
10. %E(x,y) = %cym(x) =y !
2 (x,y) = In(x)e’"@ = In(x)e
11. ¥ (x,y) = —sin (x+)?)
%f(x,y) = —2ysin (x+y2)
12. ¥ (x y)=—%cos(¥)e esin(3)
af(x y) = cos (Y)e esin(%)
13. ( y) ﬁ _ \/Jm‘H‘ 1
’ x+\/X2+y2 \/12+);(x+\/x2+y2) VP
35( x,y) = Xty /a2y \/x2+y2(x+\/x2+y2)
14, ¥ (x,y)=- o) _ D Yy = ( 7+5) 3
(\/ —y) ILy \/ ) 2(x2—y)2

15. Ly =202 +y 5 Ly =22+x 5 Llny.)=3h2-1
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16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.

M@J3=J7J
U (x,y,2) = Leilnl

ﬁ(xayazat) - ;

%&ya—%i
D Yy =

»

Y (x,y,z,1) =321

af af
Lry) =—3yet F(x,y) =5y*—3x

1 ln(x)e§ In(x) .

3

1

%E(x,y) =2x+3yet %(x,y) =3x—30y*

%{(x,y) = cos () — xye™ sin (e™) et

af af
Ly =jetfxy) =-

%é(an’) = Exy =y let %(x,y) = In(x)x*

L (x,y,2) = cos(xz) — xzsin(xz) et 3 (x,y,2) =

Exercice 4 :

g(xayszat) i
Lxy.z0) =202

Lx.y)

Loy =34

»

2—sin’ (y+z)

(z—1)?

L (x,y,z,0) =302

= —x%eYsin (eV)

—2sin(y+z)cos(y+
y+z y+z eta_(x,y Z)

L(x,y,2) = —ZIn(x)es "

df _ af
Ly =—722 1 ey =

2y
(z—t)?

L (x,y,z2,0) = 40?2

—xZsin(xz) —

Soient f et g deux fonctions d’une variable réele & valeurs dans R et dérivables
sur R. Pour chacune des fonctions de deux variables F; suivantes, déterminer
les dérivées partielles en fonction des dérivées f' et ¢’

1. Fi(z,y) = f(x) +g(y)
2. Fy(x,y) = f(2)g(y)

Réponses :

1. Sans difficulté

OF' OF'
871 = f,(.fU) et 671
T @y Y l@.y)
2. Sans difficulté
JF: OF:
o = lely) et 2
Tl Y l)
3. C’est simplement un peu plus technique
oFs|  _ f@) oF|
Oz (z,y) 9(y) Oy (z,y)
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Exercice 5 :

Soit f la fonction de R? dans R définie par

G st (2,y) # (0,0).

0, sinon.

f(:v,y) = {

1. Justifier que f est continue sur R
2. Etudier les dérivées partielles de f en (0,0).

Réponses :

1. Pour R?\(0,0) la fonction est trivialement continue comme fraction
rationnelle dont le dénominateur ne s’annule jamais.

En (0,0) la situation est trés différente puisque le dénominateur s’an-
nule. Compte tenu de la fonction, f ne peut étre continue en (0, 0) si
et seulement si

lim z,y) =0
($,y)—>(010)f( v)

ce qui est vrai si et seulement si

z,y)—0 — 0
f(@,y) I(ij)ﬁ(xyy)

o |lz| x |y
x| X |y

z,y) — 0l =—"" < |z —

#(y) =0l |z + [yl "@y%amm

CQFD

2. Etudions maintenant les dérivées partielles premiéres de f en (0,0).
Or dans ce cas, comme il y a une discontinuité dans la définition de f
au point ot 'on veut savoir si la fonction est dérivable ou non, nous
sommes obligés de passer par la définition. Ainsi

f((o,o) +t(1,0)) — £(0,0)

(@v) t—0 t

Or f((0,0) +t(1,0)) = f(0,0) = 0 et donc

L f((0,0) +t(1,0)> — £(0,0)

t—0 t

=0
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Etudions maintenant la dérivée partielle en (0,0) par rapport a y.

7((0,0) +(0,1)) = (0,0)

(0,0) t—0 t

Or f((0,0) +t(0,1)) = f(0,0) = 0 et donc

7((0,0)+1(0,1)) = £(0,0)

(0,0) t—0 t

=0

Exercice 6 :

Calculer les dérivées partielles de f(x,y) = min(x,y?) avec x,y > 0.

Réponse :

On a donc :

Si z < y? alors f(x,y) = = (Région I)
Si z > g2 alors f(z,y) = y?> (Région II)
Si z = y? alors f(z,y) =z = >

Ainsi I'interface entre les deux régions est la courbe d’équation z = y? c’est-
a~dire y = v/ (puisque z > 0).

Y

A
flz,y) ==
y =T
Région |
t <0
—_—
(xz0.y0) f(1 y) — y2
Region Il

-
x

On a:
Région I = {(z,y) € R? / z < y? et z,y > 0}.
Région IT = {(z,y) € R? / x < y? et 2,y > 0}.
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Interface= {(z,y) € R? / x = y? et y > 0}.

Soit (x,y) € I alors f(z,y) =z et on a

|y,
Ox (z,y)el ay (zy)el
Soit (z,y) € IT alors f(z,y) = y? et on a
ol o, Wy
| (4 yyerr Y | (el

On doit maintenant se poser la question a l'interface, c¢’est-a-dire pour y =
V. Pour cela considérons un point (xg,yo) appartenant a Uinterface, c’est-
a-dire, tel que xzg > 0 et yo = \/zg. Alors

of

~ im f(zo+t,90) — f(x0,%0)
ox

t—0 t

(zo’yo)

donc pour t < 0, il faut prendre f(z,y) = z tandis que pour ¢t > 0,
f(z,y) = y2. Alors

Pour ¢t > 0 :
_ 2 .2
g — lim f(J:O + tu yO) f(l'[)a yO) — lim Yo Yo -0
Oz (z0,y0) =0+ t t—0T t
Pour t < 0 :
OF| gy Lott) = fo) _ o Sottoae
Ox (zoyo) t07 t t—0~ t

Ainsi la dérivée premiére selon x n’est pas définie sur la courbe y = \/x # 0.

Il en va de méme pour la dérivée premiére par rapport y.

Exercice 7 :

Etudier la continuité des fonctions suivantes ainsi que I'existence et la conti-
nuité de leurs dérivées partielles premiéres

1.

(z+y)? .
filz,y) = { Zy? S (z,y) # (0,0).

0, sinon.

(7)
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x? 2)sin ———, i (z, 0,0).
fa(ey) = (@7 +y7)sin —=—s, sl (z,) # (0,0) @®

0, sinon.
3. _ .
rsiny—ysinz .
_ I§+y§ I S1 (‘T?y) # (07 0)
T,y) = 9
falz.y) {O, sinon. ©)
Réponses :

1. Etudions fi :

(a) Continuité de fi :
V(z,y) € R?\(0,0) la fonction est continue comme fraction ration-
nelle dont le dénominateur ne s’annule jamais. On doit maintenant
étudier ce qu’il en est en (0,0) puisque le dénominateur s’annule.
Compte tenu de la fonction, fi ne peut étre continue en (0,0) si
et seulement si

fl(xay) =0

lim
(z,y)—(0,0)
Pour cela, passons en coordonnées polaires en posant x = p cos(f)
et y = psin(6). Alors

Fi(p.0) = ( cos(®) + sin(0))’

Donc la valeur de fl dépend de 6 et fi n’est pas continue en (0, 0).

(b) Etudions maintenant les dérivées premiéres.
V(x,y) € R?\(0,0) alors

| _ 2y(y’ —a?)
0 gy (&% +y?)?
22! _ 2z(y? —2?)
dy (z,y) (a2 4 y?)?

En (0,0), nous devons utiliser la définition des dérivées partielles

Of1 f1(t,0) — £1(0,0) 1 [tQ 0] ol

— = lim =lim- |5 —
ox (0,0) t—0 t t—0 t |12

Donc la dérivée partielle selon x n’est pas continue en (0,0). Je
vous laisse faire le travaille pour la dérivée partielle selon y.
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Finalement f; n’est continue sur R? et évidemment pas C' sur R2.
Toutefois la fonction est C1 sur R?\(0,0).

2. Etudions fs :

(a) Continuité de fo :
V(z,y) € R?\(0,0) la fonction est continue. On doit maintenant
étudier ce qu'’il en est en (0, 0) puisque le dénominateur s’annule et
qu’on a alors une forme indéterminée. Compte tenu de la fonction,
f2 ne peut étre continue en (0,0) si et seulement si

lim z,y) =0
(I7y)ﬁ(0’0)f2( y)

Etudions donc | fa(z,y) — 0]

. 1
sin | ——
x2 + 92

Donc fo est continue en (0,0).

<|lZ*+9*] — 0

2 2
x, = |x° +
| fo(z,y)| = | Il (,5)—(0,0)

Finalement fo est continue sur R2.

(b) Etudions maintenant les dérivées premiéres.
V(z,y) € R?\(0,0) alors

or,
ox

ofs
dy

1 T 1
= 2xsin — cos
(.9) <\/m2 + y2> \/:1:2 i y2 ( /2 + y2>

1 Y 1
= 2ysin — cos
(2.9) <\/a:2 T y2> \/332 + 42 ( /22 + y2>
En (0,0), nous devons utiliser la définition des dérivées partielles

% = lim f2(t,0) — f2(0,0) = lim1 [tz sin < ) O} hmtsm ( ) 0
) 0 t 150 t |t] |t

ox
On montre de la méme fagon que

ofs
dy

(0,0

=0
(0,0)
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Ainsi, on a

o2 . R2 —

ox R
27 si 1 o T 1
(z,y) +— { xsm(\/muyz) V222 COS(\/a:2+y2>
0

et
ofy . 2
a—; R - R
2y sin ! — —£L_— cos !
(r,y) +— Vat+y? Va2 +y? Vaty?
0
Montrons maintenant que ces deux applications ne sont pas conti-
nues.
Pour % :
Soit u,, = (£,0) alors u, tend vers (0,0) quand n tend vers I'infini.
or 9 2
of = —sin(n) — cos(n)
Ox () M

qui n’a pas de limite quand n tend vers I'infini. Donc % n’est pas

continue en (0,0).

Pour %—1;2 :
Soit u, = (0, 1) alors u, tend vers (0,0) quand n tend vers I'infini.
Or of )
2 :
== = —sin(n) — cos(n
9|, =~ costo

qui n’a pas de limite quand n tend vers 'infini. Donc %—];2 n’est pas

continue en (0,0).

Finalement fy est continue sur R? mais elle n’est pas C! sur R2.
Par contre fo est C! sur R?\(0,0).

3. Etudions f3 :

(a) Continuité de fs3 :
V(x,y) € R?\(0,0) la fonction est continue car le dénominateur
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ne s’annule jamais. On doit maintenant étudier ce qu’il en est en
(0,0) puisque le dénominateur s’annule et qu’on a alors une forme
indéterminée. Compte tenu de la fonction, f3 ne peut étre continue
en (0,0) si et seulement si
lim  fs(z,y) =0
(z,y)—(0,0)

Pour étudier cela, nous allons effectuer un développement limité.
Ainsi
1 y3 4 x> 4
fa(z,y) = PO [ﬂf (y— Ty 61(?4)) -y <l’— 5 T el
2Py — a2y’ + 6ayta(y) — 6yrte(x)
6(z? + y?)
ry

— W (;c? — 2t 6y361(y) _ 63:362(3;))

avec €1 qui tend vers 0 quand x tend vers 0 et e qui tend vers 0
quand y tend vers 0. Alors

Ly
o)l = gt %[ =0 + 0P (y) - Grbea(o)

2 4y 2 9 o3 3
S %6 1) |22 — 1 + 6’1 () — 62%€a(2)]

1 2 2 3 3 —
< = 6 6 0
< x (FH I+ o aw) +6k'e@) | =

Donc f3 est continue en (0,0) car on a aussi f(0,0) = 0.

Finalement f3 est continue sur R2.

Etudions maintenant les dérivées premiéres.
V(x,y) € R?\(0,0) alors

dfs3 sin(y) —ycos(x) 2z(zsin(y) — ysin(z))
[ N R
Ofs _ xcos(y) —sin(z)  2y(wsin(y) -y sin(z))
Wley 2y TP

En (0,0), nous devons utiliser la définition des dérivées partielles

dfs — im f3(t,0) — f3(0,0)

% t—0 t =0

(0,0)
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On montre de la méme fagon que

% l0.0)
Ainsi, on a
9 . R? - R
{sm(y) yeos(@)  2¢(esin(y)—ysin(x))
(z,y) +— 22 4y? (z7+y?)?
et
& . R - R
x cos(y)—sin(z) 2y(wsin(y)—ysin(w))
(x,y) a2 +y* (z%+y?)?

0

Montrons maintenant que % est une application continue. Pour
cela, on va étudier séparément les deux termes qui composent
I’expression de f3

3 2
sin(y) — yeos(z) Y~ & Tylaly) - y(l -2+ $362(JU)>
x? 4+ y? N 22 + 2

2 2
_, (—yﬁ + 2 4P (y) +x362<x>>
o 2

2 +y

Alors

sin(y) — y cos(z)
z? 4+ y?

— 0
(z,)—(0,0)

<yl ( 1 e+ |xez<x>|)

En faisant une étude similaire sur le 2nd terme, on obtient aussi
que le second terme tend vers 0 quand (z,y) tend vers 0. Donc

finalement 8f3 tend vers 0 quand (z,y) tend vers 0. Finalement

%f 3 est contlnue sur R2.

5 s
Il en va de méme pour By -

Finalement f3 est C' sur R2.
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Exercice 8 : Interprétation de la différentielle

Le but de cet exercice est de montrer le lien qui existe entre la différentielle
d’une fonction et ses variations. Pour cela, nous allons introduire le calcul
d’incertitude.

On considére une résistance R traversée par le courant électrique I. On sait
que la puissance dissipée sous forme de chaleur E; par cette résistance est
donnée par

Ej = RI?

1. Considérons tout d’abord que 1'on connait parfaitement la résistance
R mais que l'intensité n’est connue qu’a une incertitude prés Al (ou
AT est considéré comme trés petit devant I'). Déterminer 'incertitude
AFE; sur Ej. Relier cela a la différentielle d’une fonction de R — R.

2. On considére maintenant que ’on a également une incertitude AR sur
la résistance en plus de 'incertitude Al sur Iintensité I. Déterminer
I'incertitude sur Ej.

Réponses :

1. Considérons le schéma suivant

Ey
A
gros zoom de
E; = RI®

E;(I +dI)

dE;
E(I)

: >
I S

On cherche & exprimer

dE;=E;(I+dI)— E;(I)

91



Or
Ej(I +dI) = R(I +dI)* = RI* + 2RIdI + RdI* ~ RI* + 2RIdI

L’approximation vient du fait que dI<<1 et donc dI? ~ 0. On obtient
ainsi

dE; ~ 2RIdI = E(I)dI

ou E'(I) est la dérivée de Ey prise en I.

On voit donc que si on a une incertitude df sur l'intensité I alors
I'incertitude sur la puissance dissipée est donnée par

dEj; = 2RIdI = EdI

. On se pose maintenant la méme question sauf que cette fois-ci, nous
avons une incertitude a la fois sur R et sur /. On a alors

dE; = dE') + ap(®
(R)

ou dESI) et dE; " sont respectivement I'incertitude sur £; di a I'in-
certitude sur I et a I'incertitude sur R. On a alors

aB" —orrar = 21 ar
et OE
de\") = Pdr = 2| dR
Finalement on a
E E
agy = 221 gy PB1) g

On reconnait ici la différentielle vu en cours. Ce qui signifie que la
différentielle au point (I, R) permet de connaitre la variation de la
fonction E; lorsque la variable I devient I + dI et la variable R
devient R + dR.
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Exercice 9 :
1. Soit @ un réel non nul. Etudier la différentiabilité au point (a,0) de
la fonction f définie sur R?\{(0,0)} par
z2y
flay) = 2 10
(@) = (10)

2. Discuter selon la valeur du réel « de la différentiabilité au point (0, 0)
de

o(z,y) = {ﬂﬁ si (2,y) # (0,0).

] - 0
(a,0)

11
0, sinon. (1D
Réponses :
1. f est différentiable en (a,0) si et seulement si
. 1 of of
lim _ a+ hy,ho) — f(a,0) —h; = — ho —
00 [, )l |11 P02 = H@0) =hg) =i,
of 2zy(a® + |y|) — 22°y
N R ) -
(a,0) y (a,0)
_ 2
of = lim fla,k) = f(a,0) = lim fik =lcara#0
alors
. 1 (a + h1)2h2
hi,hg) = 1 —0—h; x0—hg x1
(b, ha) (hl,hgl)IE(O,O) N ESY [(a + h1)? + |he ! ’

e(hi,he) = lim ( hz!fQLQ\ ) !
(h1,h2)=(0,0) \ (@ + h1)* + [ha| ) \/h? + h3
h? + h?
e(hy, ha)| < —L T

— 0
(a+h1)? + |ha| (zy)—(0,0)

Donc f est différentiable en (a,0), et la différentielle est donnée par

D(q,0)f(h1, h2) = ha.
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v . . . .
Sia<0: alors f(1,1) = D) o~ n~%. Donc si o = 0, la suite tend vers 1 et si & < 0, la suite tend vers

+-c0, Dans les deux cas, la fonction est discontinue en (0;0) et n’est donc pas différentiable en (0;0).

Sia>0:

eIl [y o
fx,y)—f(0,0)| = < =[x"——=0

Donc f est continue en (0;0). Regardons alors la différentiabilité.

of o f(R0)—£(0,0) - df
a((),(:»)_111.3[(1)f_0_a_y(o,o)

Donc si f est différentiable en (0;0), sa différentielle est nulle. Etudions la fonction

L f(h,k)
e(h,k) = ——=— (f(h,k) — f(0,0) —Ox h—0xk) = | —=
(h40) = = U0~ 10,0 )= | S
Sio > 1: Puisque |f(h,k)| < [h]% nous avons
| [* -
eh k)| < <L =|n
[e(h, k)| e Al
Ainsi  lim  g(h,k) =0 et f est différentiables en (0;0) avec df(0,0) =0.
(hyk)—(0:0)

Remarque 4.1. On peut aussi montrer que les dérivées partielles sont continues, donc la fonction de
classe %!, donc f différentiable.

Si0 < oo < 1: Nous avons cette fois
hu+] hu+l hl:(—]

TR V2R V2P R V(1K)

e(h,h)

Ainsi )

L‘ h‘“*l h

V2 || (h* + |])

La limite de |e(h,h)| est %2 siot=1et +oosi 0 < o< 1. Dans les deux cas, f n’est pas différentiable
en (0:0).

le(h,h)| =

Exercice 10 :

Etudier la continuité et la différentiabilité puis calculer le gradient (lorsqu’il
existe) des fonctions suivantes
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R2 — R RZ — R
L fl'{ (x;y) — X +xy Z.fz:{ (x;y) e~
JU={xneRt /24y <1} —
3 f3-{ () — I(1—2—y?)
e U={(xy)eR?/2+y*>1} — R
o (xy) — VEFP-1
Sf-{ R — R Gf_{ L, R
TPy o @2+ )P OV ) o VRO
R? — R RZ — R
. - . . . . SIn(x)—sin .
T A () s {ng S A00) 8 iy {—U—MX_}, iy
sinon cos(x) si x=y
1. — La fonction fj est continue sur R? car ¢’est une fonction polynomiale.
df _
5, () =374y

%(x y)=x
ay
Les dérivées partielles étant continues sur R?, la fonction est de classe €' sur R?, et

sabne - (M)

X
2. — f> est continue sur R? comme composée de fonctions continues.
d
£ x,y) = —2xe ¥
d
ai;(x,y) =2y "

Les dérivées partielles étant continues sur R?, la fonction est de classe €' sur R?, et

- 27 ()
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3. — fyestcontinue sur IV comme composée de fonctions continues.

afa =
Pl il g
ofs, =
E e

Les dérivées partielles étant continues sur [/, la fonction est de classe % sur U, et

Edfi(ey) = -2 (‘)

1= \y
4. — fyest continue sur IV comme composée de fonctions continues.
afq X
x,y) =
ae ) = )
afs _ Y
ay ") = Fiey)

Les dérivées partielles étant continues sur I/ = {(x;y) / x* +3* > 1}, la fonction est de classe & sur U,

et
- 1 x
BRAN = ()
Etudions la fonction sur Fr(U/) {(x:y) € B2 /12 +3? = 1}. Soit (a:b) tel que a® + 5% = 1.

fq(ﬂ+k|b)—f4(ﬂ,b] _ \'M+hz_0
h N h

Sia=0: %(a.b] = ﬂ I—:—' = Enusigne(h]. La fonction admet donc une dérivée partielle a droite et &
gauche mais celles-ci sont distinctes.
Sias# 0: Lafonction n’a pas de dérivée partielle par rapport 4 la premigre variable en (a;b).
De méme pour la dérivée par rapport 4 y. En conclusion, f4 n'est pas différentiable sur Fr(U').
5. Soit A{a:b) et M(x;y). Nous avons fs(x,y) = HH’J”Z
— Quelque soit a,b € R, f; est continue sur %

— Soit U =R?\ {(a:b)}. Lafonction fs est de classe %!, donc différentiable, sur U.
— Soit (x:v) # (a:b)

% _ x—a
a}: (x‘y) a 5(-':1}')
W (xy)= 22
dy 5(:3«1
AM
grad fs(x, ) =
4%,
— Soit (x:y) = (a;b)
Mf5(a+h,b)—f5(d,b) =].I.lnﬂ=:l:1
h—0 h B0 R

Donc f5 n'a pas de dérivées partielles en (a;b) et f5 n'est pas différentiable en (ah).
La fonction f5 est différentiable sur IV,
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6. Soit a(0;1), B(1:0) M(x:y), fe(x.y) = ”E’fH + ”B_P«PIH
— Lafonction f; est continue sur 2.
— Soit U = B2\ {(0:1),(1;0)}
— Pour (x;y) e U :

dfs x x—1
L) = e+ .
VEHI-3P 1P+
s y—1 ¥
a_(j‘y) = a2 7T 2
y VA2 H(I=y? =12+
Les dérivées partielles étant continues sur I/ =R?*" {(0;1), (1;0)}. la fonction est de classe ¥ sur
U et donc différentiable en tout point de U.

A
5 E)
grad () = (%EE(J:.PJ)

— Pour (x;y) = (0:1). f6(0,1) = V2.

fs(h‘ll—fs(‘ll]=\/h2+-./(h—1]2+ V2 _|n \/7;:2 2%h+2— /2
3 h
h—2

VE—2h1 242

Done f; n'a pas de dérivée partielle par rapport & x en (0;1) et n’est donc pas différentiable en (0;1).
Méme chose en (1;0).
7. Soit U =R*\ {(0:0)}
— La fonction f7 est continue sur I/ comme quotient de fonctions continues donc le dénominateur ne s"an-
nule pas.

= gigne(h)+

|f7(pcos(8),psin(8)) — f7(0,0)| = p |cos™(8) —sin’ (8)] < 2p —°

Donc f; est continue en (0:0), donc sur B2

— — Pour(x;y) €U
af—;( ¥ = A3y 27
ECEET
afy - o e
o YT T T

Les dérvées partielles étant continues sur U, la fonction est de classe %1 sur 7 done différentiable
sur 7, et
Ui (y
)
grad fi(x, ) = (@f@ )
2 ()
— Pour (x;y) = (0;0)

Fi(0,0) - £0:0) _ B _
h B

Donc 47(0,0) = 1
f0.0) - £0:0) _
3

Donc ¥7(0,0) = —1.
Nous pouwms émdier la continuité des dérivées partielles en (0;0), on montre alors qu'elles ne sont
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pas continues, donc f7 n'est pas de classe %' en (0;0). Cela ne nous indique donc pas si elle est
différentiable ou pas. Nous devons donc utiliser 1"autre méthode : Si f7 est différentiable en (0;0)
alors df(0,0)(h,k) = h—k Calculons

1
e(h,k) = N (f2(h k) = f2(0,0) —h— (= 1)k)

 hk(h—k)
T

Oreth,—h) = —715 ne tend pas vers 0 lorsque & tend vers 0. Donc f; n'est pas différentiable en
(0;0).

8. SoitU/ =F2\ {(x:x) /xe R}
— — La fonction f est continue sur [V,

— Soit (x;y) = (a;a) avec a € . Soit (x,) et (y,) deux suites convergentes vers a. Alors

2008 (5% sin (47)

Al = 22208 s cos(a) = fu(a,a)
Ainsi fi est continue sur B2,
— — Soit (x;y) €U.
afs _ cos{x) sinfx) —sin(y)
DT T ey
O, ) —cosy) , sinks)siny)
ay x—y (x—yp

Les dérivées partielles étant continues sur [/, la fonction est de classe %" sur I/, et

o
EEdfo(x ) = (a}s“‘”)
3;(10‘)

— Soit (x;y) = (a;a) avecac B,

fela+h,a) - fa(a,a) _ SlEh) _ ;os(a)

h h
_ sin(a)cos(h) + cos(a)sin(h) — hcos(a)
h?

() o (12

La limite lorsque h tend vers 0 est donc —!sin(a) d'od 4£(0,0) = —549) De méme, Y(a,a) =
_ sinfa)
),

sin{a+ h) = sin(a) + heos{a) — ”; sin(a) 4 o(h?) sin(a+k) = sin(a)+ keos(a) — k—zsin(a) +o(#%)

2
D'o
felat+h;a+k)= ﬁ ((}: —k)cos(a) — ; sin{a) +o(h?) +o(kz)) =cos(a)— h;k sin(a) +o
Donc f3 est différentiable en (a:a) et
_si.n(a)

df(a:a) (h,k) =

2 (h+k)
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TD9 — 10 :

Exercice 1 :

1. Soit f : R? — R une application C' sur R2. On pose g : R — R
définie par g(t) = f(2t,1+t2). Exprimer ¢'(¢) en fonction des dérivées
partielles de f.

2. Soit f(z,y) = xy une fonction dépendant des variables = et y qui sont
paramétrées par t :

x(t) = cos(t) y(t) = sin(t) (12)

Détemriner ¢'(t) ou g(t) = f (m(t),y(t)) explicitement puis en utili-
sant la relation donnée dans la Prop D1 du cours.

3. Soit (21, ..., Tn, h1,..., hn) € R?* f € CL(R™,R) et t € R. On pose
alors
g(t) = f(x1 + thy, ...,y + thy) (13)

Calculer ¢'(t)
Réponses :

1. Introduisons les deux applications de R dans R suivantes :
Ui (f) =2t
us(t) =1+ 2
qui sont clairement chacune C' sur R. Alors d’aprés le cours, la fonc-

tion g = f o (u1,uz) est elleméme C' sur R et sa dérivée est donnée
par

/ of
gt)= 4= u
0% (Ul (t),ug (t)) 0y

of
ox

=2

(2t,14¢2) dy (2t142)
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2. Posons les fonctions u; de R dans R suivantes

ul(t) =x1 + hit
UQ(t) = 29 + hot

Un(t) = Tp + hpt

qui sont C! sur R. Alors la fonction g = f o (u,us, ..., u,) est elle-
méme C! sur R. Alors

/ of
gt)=) hi-—
; O3 | (s (1) a2 (t) o (1))

Exercice 2 :

Soit f une application différentiable de R? dans R. Soit la fonction g définie
par
g(u,v) = f(u? +v*, uw) (14)
1. Justifier que g est différentiable.

2. Exprimer les dérivées partielles de g (par rapport & u et v) en fonction
des dérivées partielles de f (par rapport a z et y).

Réponses :
1. Compte tenu de 'expression de g, on a g = f o @ ou ¢ est la fonction
définie par
¢ : R = R?
(u,’u) = (gl(u,v)7gg(u,’l))> - (U2 +U2,UU)

La fonction ¢ est trivialement différentiable sur R? car elle est C' sur
R? puisque les applications g; et go sont trivialement C! sur R2. Donc,
puisque f et ¢ sont différentiable sur R?, g est différentiable sur R?
par stabilité de la propriété de différentiabilité par composition.
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2. On a donc

9¢|  _9f 991 of 992
Nluey 0T (g (o) ga(ue) O 1(uw) O (ga(u)gatum) O ()
99| _9of | 0f 992
ey 0% (gummm) 9V 1(up) Y1 (grwm),ewm) 9V |(uo)
alors

99 _,,9f , 9f

Uy 1 O (u2+v2,uv) dy (u2+v2,uv)

Jg of af

. =20 +u

V| (4,09 Oz (u2+02,u0) dy (u2+02u0)

Exercice 3 :

Soit f : (x,y) — f(z,y) différentiableet g : (p,0) — f(pcos(0), psin(6)).
1. Justifier que g est différentiable.

N

Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.

bt

En déduire les dérivées partielles de f en fonction de celles de g.

Vérifier les résultats des deux questions précédentes sur la fonction
flz,y) =2 +y* + .

-

Réponses :

1. On a comme dans l'exercice précédent g = f o ¢ ol ¢ est définie par
o : R*> — R?
(p,0) = (z,y) = (pcos(f),psin(f))

Or ¢ est clairement C! sur R? et donc différentiable sur R2. Par hypo-
these, il en va de méme pour f. Donc g est différentiable par stabilité
de cette propriété par composition.

2. On a donc

| _of| ox| L 0f] Oy
9lip0) 02l(ss) Dl(p0) 0 (s) 91 (s0)
g9 _of ox|  of oy

00 (0.0) ox (wy) 06 (pﬂ) dy (ch) 00 (pﬂ)
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ce qui donne

99 = cos(0) or + sin(0) gf

Op (p,0) Ox (Iy) Yy (ry)
991 _ _en@e) 2| 4 peos(o) &L

00 (0.0) ox (xy) Jy (xy)

On peut alors remarquer

99 of
| (p,0) ( cos(0) sin(6) 97| (3.4)
99 —psin(f)  pcos(0) of
Pl(p.0) Wl(z)
. 1l suffit d’inverser la matrice précédente
of . 99
9| (5 ) 1 (pcos(@) — sin(0) | (p.0)
of P\ psin(6) cos(f) 99
Wl(zy) Plp.0)

. Soit f(x,y) = 22 +y? + x. On souhaite calculer les dérivées de g. On
a alors 2 méthodes :

Méthode 1 : méthode directe.
on sait que g(p, ) = p? + pcos(f). Alors

9g _

5| (o)~ 2p + cos(6)
99 = —psin(f
21 (p.0) psin(f)

Méthode 2 : en utilisant les questions précédentes.

o o ) 0 . .

3% (p.0) cos(f) 8%: (2) + sin(0) c‘?yjj (2) = cos(6) (2p cos(d) + 1) + sin(0) (2psin(9))
= 2p+ cos(0)

dg . ]

— = —psin(f) = 0) == = —psin(6

50 - psin(6) (my) + pcos(0) 3y (my) psin(f)



Exercice 4 :

Soit f : R? — R différentiable. On suppose que pour Vt € R, V(z,y) € R?
flea+ty+t) = f(z,y) (15)
Montrer que V(z,y) € R?

of
ox

of

a—y _O

(=,y)

(z,y)

Réponse :
Posons ¢(t) = f(z+t,y+t) = f(ui(t), ua2(t)) ot 'on a introduit les fonctions

u(t) =x+1t
us(t) =y +t

qui sont C! sur R. Alors v} (t) = 1 = u}(t). On a donc

of of
g(t) = O uy (t) + Y
€ (ul(t),ug(t)) Y

_of of
- Oz y

/
us(t)
(u1 (t),ug(t))

(a+ty+t) (vt+ty+t)

or dans notre cas ¢'(t) = %f(x,y) = 0. Il suffit alors de prendre ¢t = 0,
conduisant donc a 5

v o
@y) Yy

Exercice 5 :

Soit f : R% — R différentiable. On suppose que pour V¢ € R, V(z,y) € R?

[t yt) = f(2,y) (16)
Montrer que V(z,y) € R?
xg y o1 =0 (17)
0 l@y) Yy

Réponse :
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Introduisons la fonction g(t) = f(xt,yt) = f(ui(t),us(t)) ou 'on a introduit
les fonctions

ui(t) = at

ug(t) = yt

qui sont C! sur R. Alors v} (t) = z et u4(t) = y. On a donc

0 0
gy= 2 )+ 9L (1)
T (un (8)ua(t) ) Y1 (ur (0)u2(0))
Lo o
a$ (mt,yt) ay (:pt,yt)

or dans notre cas ¢'(t) = %f(w,y) = 0. Il suffit alors de prendre t = 1,
conduisant donc a
T of Yy o1 =0
Ox Y | (2.)

(z,y)

Exercice 6 :

On considére I'application f de R? dans R? définie par
f@y) = (oVI+ 2 + V1427 @+ V1+2) g+ V1+12)  (18)

1. Montrer que f est de classe C' sur R2.

2. Calculer le jacobien de f en tout point (z,y) € R%. Qu’en déduit-on
pour f?

Réponses :
1. Les applications composantes sont C' comme produit et composée de
fonctions de classe C! sur R? (puisque 1 + 2% et 1+ y? ne s’annulent

jamais).

2. Calculons maintenant les dérivées premiéres en posant

Ay =aV/1+ 249V +22 et fo(a,y) = (a+V1+22)(y+v1+y?)
et

{fl (z,y) = zu(y) + yu(x)
fo(z,y) = (z+u(@)) (y + uly) = zy +u(@)uly) + fi(z,y)
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ou u est application définie par u(t) = vt? + 1 conduisant a u/(t) =
t
u(t) "

Alors pour fy :

W, = v ity = 2N
8f _ Ty _ f2(xvy)7fl(xvy)
8yl -  u(y) + u(]’) o u(y)
(z.y)
tandis que pour fs :
df2 _ zu(y) of1 _ felzy)
ox (z,9) =y+ u(x) + ox (z,) )
2 _ w@y | 0fr _ Ja(zy)
dy (z,y) =T+ u(y) + Oy () Tou(y)
on obtient donc
ah - g - Ly hey) fEy-fie)
Jr(@,y) = of Y of = ( fa(z,y) f2(£’<’y) )
Py P @y v “)

le jacobien (déterminant de la matrice précédente) est ainsi égal a 0.
On déduit donc que f n’est pas un C'-difféomorphisme.
Exercice 7 :

Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées partielles en tout
point, 6 un réel et g : R?> — R? la fonction définie par

g(z,y) = (33 cos(f)—ysin(0) ; zsin(f)+y cos(ﬁ)) = <u(1‘,y) ; v(x,y)) (19)

1. Montrer que la fonction F = f o g admet des dérivées partielles en
tout point.

2. Calculer %—I; et %—l; en (a,b) € R? en fonction des dérivées partielles
de f.

Réponses :

1. FF = fog. Or f admet des dérivées partielles en tout point et de plus
u et v sont clairement C' sur R?. Donc F admet des dérivées partielles
en tout point.
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2. Nous allons maintenant calculer les dérivées partielles de F' en (z =

a,y = b) en fonction des dérivées partielles de f. Or on rappelle que

F = fog < F(r,y) = (ng)(l',y) = fog(x,y) = f(u(xay>7v(xay))

Donc les "variables naturelles" de F' sont x et y tandis que celle de f
sont u et v.
or|  _ ot oul , 0f o0
Ox (a,b) ou (u(a,b)ﬂ)(a,b)) Ox (a7b) v (u(a,b),v(a,b)) Ox (a,b)
or|  _of oul , of o0
ay (a,,b) ou (71,((1,17),1)((1,,1))) 8y (a,,b) v (u(a,b),v(a,b)) 8y ((z,,b)
ou
u(a,b) = acos(f) — bsin(0)
v(a,b) = asin(f) — bcos(0)
Finalement
or = of cos(6) + of sin(6)
Ox (a,b) u (u(a,b),v(a,b)) dv (u(a,b),v(a,b))
gF =— gf sin(f0) + gf cos(#)
Y (a,b) u (u(a,b),v(a,b)) v (u(a,b),v(a,b))

Exercice 8 :

On cherche toutes les fonctions f de R? dans R, C! sur R?, telles que

(E)

: Y(z,y) € R?,

of

Ox

of

=L =0
may

(z,y)

+2
(z,y)

(20)

On considére I'application ¢ qui associe a (u,v) € R? p(u,v) = (u,v + u?).

1

2
3
4

. Montrer que ¢ est bijective de classe C! sur R2.

. Montrer que ¢!

est de classe C sur R2.

. Que peut-on en déduire pour ¢ ?

. On introduit maintenant la fonction définie par g = f o ¢

(a) Montrer que g est de classe C* sur R2.
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(b) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si

9y
= =0 (21)
ou ()
5. En déduire que f(z,y) = h(y — x2), oit h est C! sur R, est solution
de (E).
Réponses :

1. Clairement ¢ est C' sur R2. Montrons maintenant que ¢ est bijective.
Soit (u,v) € R?, alors

(0, 0) = (2, 9) T=u U=2x
u,v) = (x,y) =
@ Y y = v+ 5

Donc ¢ est bijective.

2. Compte tenu de I'expression trouvée a la question précédente, on voit
clairement que ¢! est C! sur R?.

3. On déduit donc que ¢ est un C'-diffeomorphisme de R? dans R2.

4. (a) On rappelle que ¢ est C! sur R? et de plus par hypothése f est
C! sur R%. Donc par stabilité de la propriété C' par composition,
g= foyestClsur R,

(b) Calculons les dérivées partielles de g qui a pour variable u et v.

Alors

a9 o or| _of oy

u (u,v) O (x(u,v),y(u,v)) du (u,v) dy (z(u,v),y(u,v)) du (u,v)
og| o or| o1 o

v (u,v) Ox (m(u,v),y(u,v)) v (u,v) (9:1/ (ac(u,v),y(u,v)) v (u,v)

Nous n’allons considérer que la premiére dérivée

_of of

= - + 2u —
(u,v) Ox (m(u,v),y(u,v)) ay

99
ou

(m(u,v),y(u,v))
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or, puisque x = u, on a

o o v ¥
ou - Ox ! oy
(u,v) (m(u,v),y(u,v)) (x(u,v),y(u,v))
On voit donc que
solution de (E) = % () =0

5. D’apres la question précédente f vérifie (E) si et seulement g = fop
=0. Or %‘ =0 <= g(u,v) = h(v) ot h est C!
(1) (uo)

sur R. Ainsi

vérifie g—g
U

fa,y)=(go " )(@,y) =g(x,y — 2*) = h(y — 2°)

Exercice 9 :

Résoudre les équations aux dérivées partielles du premier ordre suivantes
d’inconnue f : U — R a l'aide du changement de variables fourni
1. U = R} xR; x% + yg—g = 0; changement de variables : (u,v) =
(2,y/).
2. U =R} xR; x% + y%g = y/x* + y*; changement de variables :
(u,0) = (y/z,2% + y?).
3. U =R:L xR; x% — y?—i = xy?; changement de variables : (u,v) =
(z,yz).
4. U =R} xR; xgi + yg—g/c = af; a € R; changement de variables :

X
coordonnées polaires.

Réponses :

1. On pose ¢{x,y) = (x:%). La fonction ¢ est de classe ¥ sur U. De plus si (u;v) € U, alors (u;v) = (x; 1) &
{x3¥) = (1:uv). Donc @ est bijective sur I/ et ! est de classe %! sur [/. Donc @ réalise un %" -difféomorphisme
de U dans U.

Soit f de classe ' sur [/ a valeur dans [J. On pose g = fo@ !, c’est-i-dire f = go (. La fonction g est aussi
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de classe ¥! de [7 dans I/ comme composée de fonctions de classe . On a alors :

Tey) = Blule,y),vlx,y))x 1+ Eulx,y), vix,y)) x
8
Fxy) = Eulx,y),v(x,3) % 04 E(ulx,y),v(x,y) x L

Ainsi f est solution de (E) si et seulement si V{x;y) € U/

g ydg ydg .08
IE(H|U]—;$(H1U]+;$(”1U]—O—HE(HJ']
Dot & G5 (w,v) =0, ainsi g(u,v) = h(v).

Les solutions de ( E) sont donc de la forme
—n(*
£ =n(3)

. Soitg(x,y) = (1:x* +3) e R x RY, = V. La fonction @ est de classe %" sur U. De plus si (u;v) € V,

(Zi49) =) & (3y) = (\/:@ \/H—uz)

La fonction ¢ est donc bijective de I dans V avec ¢! de classe ¥ sur V. Donc ¢ est un % -difféomorphisme
de Usur V.

Soit f de classe € sur I7. Onpose g = fo@~!. Lafonction g est de classe %" sur V par composée de fonctions
de classe ¥!.On a

Ly = 38 (x,3) v0x,3)) x () + F (e, ) w(x) x (2)
L) = k) ve))x () +Flulxy) vixy) x (25)

Ainsi f est solution de (E) si et seulement siV{x;y) € I/

202 +f (u V)= ot vt =31+

s o d -
Dot 5 (u,v) = %,amg{u.v] =v5‘E11—,E}] + hiu).
Les solutions de (E) sont donc de la forme

fen=g(2 2 +2) = sy tyi+a (%)

. On pose @(x,y) = (x;wx). La fonction ¢ est de classe %" sur [J. De plus si (u:v) € U, alors (u;v) = (x;yx) <
(x:¥) =(u;E}kDoncq:estbijective sur U/ et @~ ! est de classe %! sur . Donc ¢ réalise un % -difféomorphisme
de U dans U.

Soit f de classe %" sur [7 4 valeur dans I/. On pose g = fo@ ', c'est-d-dire f = go. La fonction g est aussi
de classe ¥! de I dans I/ comme composée de fonctions de classe . On a alors :

Fxy) = Flule,y),vlxy)) x 1+ Eulx,y) vix,y) <y
Lley) = Flule,y),vle,y))x 0+ 5 (ulx,y),v(x,y)) x x

Ainsi f est solution de (E) si et seulement si V{x;y) € U

Do 2 ) = yzzé,ahmig(u.vjz—é+h{v].



Les solutions de (E) sont donc de la forme
Flx,¥) = 8lxxy) = =0 +h (yx)
. On pose ¢(p,0) = (pcos(B):;psin{0)) = (x;¥). Nous avons vu que ¢ est un ¥'-difféomorphisme de V =
@ ' (U) =R »]—F;5 [ dans UU. Soit f de classe ¥ sur U/ 4 valeur dans IJ. On pose g = fop™", ¢'est-d-dire

f =goo. La fonction g est aussi de classe %! de V dans I7 comme composée de fonctions de classe . On a
alors :

gg(ﬂuﬂl = aa{(x,_v] X cos(B) + 3’:(;.)'] % sin(8)
Dot
P35 (,6) =pcos(®) 3 (1) + rsin(®) 5 (x.)
=xaa—{(x.y] aa{(x.yj
Ainsi f est solution de (E) si et seulement si ¥(p;8) € U
d
P3p 019 =22(p.0)

D’ol g(p,8) = ph(0).
Les solutions de (E) sont donc de la forme

) =e( VP st (7)) = (Vi+?) " (arean (7))

X

Exercice 10 :

Soit f : R™ — R une application. Dire si les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses

. 8ife €' (R sur R2, alors f est différentiable en 7. Si f est différentiable en (xp;y0), alors

tout point. g—ra_(}i f (x0,¥0) existe.
. Sife€" (R")alors é-r-a?i f existe en tout point. 8. Si f est différentiable alors f est continue.
3. 8i f € €' (R*) alors f est continue. 9. Si 53?1 f(xo0,y0) existe, alors f est différentiable en
. Si f est différentiable en tout points, alors f € (x030)-
< (R). 10. Si f est continue alors f est différentiable.
5. Si g_;;()if existe en tout point, alors f € € (R"). 11. Si f est continue alors 5&?‘1 f existe en tout point.
. Si f est continue alors f € ¢! (R"). 12. Si gr;i?i [ existe en tout point alors f est continue.
Réponses :
1. vrai 4. faux 7. vrai 10. faux
2. vrai 5. faux 8. vrai 11. faux
3. vrai 6. faux 9. faux 12. faux
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Exercice 11 :
On cherche toutes les fonctions de g de R? dans R vérifiant, V(z,y € R?

99
ox

_ 9
oy

(z,y)

(z,y)
oll a est un réel.

1. Soit f la fonction définie sur R? par f(u,v) = g(”T‘H’, “5“) En utili-

sant le théoréme de composition, montrer que

of
ou

a

2

(u,v)

2. Intégrer cette équation pour en déduire I’expression de f.

3. En déduire les solutions de 1’équation initiale.
Réponses :

1. Cela revient a avoir posé le changement de variables suivant
Y R2 5 R2
(u, 'U) — (ﬂ'}, y) = SD(U, U) — (u—gy’ vg“>

clairement ¢ est C! sur R?. On a

(i) - % <11 1) @

or on peut facilement inverser cette matrice, ce qui conduit a

uy (1 -1 T
v) \1 1 y
On adonc u =z —y et v=ux+y. Ainsi ¢ est bijectif et de plus o~

est également C' sur R?. Donc ¢ est un C'-difféomorphisme. II s’agit
donc d’un changement de variable 1égal. On a

1

{g =fop l = gla,y) = (fop ) (x,y) = flo (z,y))
f=gop <<= f(u,v)=(g90¢)(z,y) =g(e(u,v))
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On peut alors calculer la dérivée partielle de f par rapport & u

of|  _ o o 0 0
ou (u,v) a (:p( v)y(u,v)) ou (u,v) ay (x(uv ) ou (u,)
_ L9 _ 19 _a

2 Ox ( (u v)7y(u,v)) 2 0y (z(u,v),y(um)) 2

2. On peut maintenant intégrer cette équation
a
flu,v) = U + h(v)
avec h qui est une fonction C' sur R.

—1

3. On peut facilement obtenir g puisque g = fo ™! ot p (z,y) =

(r —y,z +y). On a alors

g(x,y) = flx —y,v+y) = g(w—y)+h(ﬂf+y)

Exercice 12 :

Déterminer toutes les fonctions f de R? dans R vérifiant les équations sui-
vantes

1. Y(z,y) € R?, 2 Bw(y) o
Indication : On utilisera le changement de variables u = x + y et

v =1+ 2y.
2. V(z,y) € R% o % ( )+y3—y( )= Vi +y2 sur V = {(z,y) €
.y .y
R?/z > 0}

Indication : On passera en coordonnées polaires.
Réponses :
1. On nous propose le changement de variables
u=x+y
v=x+2y
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Introduisons donc la fonction changement de variables ¢ suivante
o : R — R?
(z,y) = (u,v)=¢(zy) = (x +y,x+ 2y)
On peut alors introduire la fonction g qui est telle que
f=gop<= flx,y) = (go0)(z,y) = g(p(r,y)) = g(z +y 2+ 2y)

Je vous laisse vérifier que ¢ est un C'-difféomorphisme de R? dans R?
(c’est-a-dire que c’est une bijection de R? dans R?, C! sur R? et telle
que o~ ! est C! sur R?)

o _ 2 oul 0 o
02| () OUl(u@me@y) 9%1(zy)  OV|(u@ymw@sn) OF (o)
o1 _ 2 oul 0 o0
9y (xy) Ou (U(r,y):v(%y)) 0y (wy) v (u(x,y)vv(x,y)) 9y (:vy)
ce qui conduit a
or|  _ L %
Oz (xy) Ou (U(xvy)w(fc,y)) v ( (may)vv(x,y))
or|  _ o0
Wl(ay)  Ol(uemoey) O (u@y) @)
alors
LOf o _ g
0|y Wley Ol (u@y,eey)
d’ott 'on déduit que
U (u(zy)o(ey))
puisque
of| _af| _,
0% @y 0¥ lay)

On peut maintenant résoudre I’équation aux dérivées partielles sur g
d’ou l'on tire

9(u,v) = h(v)
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ol h est une fonction C! sur R. Or f = g o ¢ c’est-a-dire

fx,y) = (goo)(z,y) = g(u(z,y), v(z,y) = g(z +y,z+2y)

finalement, on déduit que

f(z,y) = h(z +2y)

ot h est une fonction C' sur R quelconque.

2. On introduit la fonction changement de variable suivante

o : U=Rix]—Z I - V=R;xR

(r,0)

= (z,y) = o(r,0) = (r cos(G),rsin(G))

¢ est clairement C! sur U dans V. Montrons maintenant que ¢ est

bijective. Pour cela, rappelons que 'on a

{x = rcos(0)
y = rsin(6)

or 2 + 3% = r? or puisque r > 0 :

x2+y2:r2<:>r:\/m
De plus comme x # 0, on peut calculer y/x d’ou 'on obtient

sin(0) .
cos(f) tan(6)

or comme 6 €] — 5, 5[, on peut écrire

Y
T

y _ _ y
= tan(f) <= 0 = Arctan (x>

ainsi

x = rcos(h) e = Va2 +y?
y = rsin(f) 0 = Arctan (£)
ot (z,y) € U et (r,0) € V et il s’agit bien d'une bijection.
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Vérifions maintenant que ¢! est C' sur V = R% x R. Pour cela,
calculons les différentes dérivées partielles

oz cos(0)
N T2 a
Or _ Y )

87y /$2+y2

00 ! 1 — in(6
— = Arctan’ (g) X (g) = . ng:— 2y - :_sm()
ox x x 1+% @ T +y r
0 ! 1 1 0
a—:Arctan’<g> X <g> = e 2:1: 5 :COS()

ox x x 1_|_%2 r Tt +y r

Toutes les dérivées premiéres sont bien définies V(x,y) € V et donc
¢~ ! est bien C! sur V.

Finalement ¢ est un C'-difféomorphisme de U dans V.

Utilisons maintenant ce changement de variable afin de déterminer
les dérivées partielles de f en fonction des dérivées partielles de g.

of|  _dg| ol L 29| 00
ox (xy) or (r,g) ox (xy) 00 (ne) ox (xy)
of dg o dg| 00

0l(e)  Orl(re) %l(wn) ~ l(n0) O] (e)

Ce qui donne, compte-tenu des expressions des dérivées partielles

of = cos(0) 29 _ sin(0) 99
0 | (5.) - o (1) r 00|,
of . dg cos(8) dg
- =sin(f) == =
dy (2.9) sin(®) or (r0) N r 00 (r0)

on peut maintenant calculer z %‘( ) +y %’( en utilisant les
x?y x?y

relations précédentes

of

yay

g
)_ 87‘

r=x =

(z,y) (zy (r,0)
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on déduit donc puisque r # 0

99

=1
or (r,0)

cette équation peut facilement s’intégrer pour obtenir
g(r,0) =r+ h(0)
o h est C' sur | — , 5[ Or
g=fop<=g(p.0) =(fop)(r8) = f(rcos(0),rsin(9))
c’est-a-dire
f =907t = fla,y) = (9007 (@, y) = 9(Va? + 42, Arctan(y/x))
et finalement la solution de ’'EDP est donnée par
V(z,y) €V, f(z,y) = Va? +y? + h(Arctan(y/x))

. - 1
ot h est une application C* sur | — 7, 5.

Exercice 13 :

Résoudre sur R? les équations aux dérivées partielles suivantes

—

. g%(x;)’) - 3%(1’,)}) =0 avec (u;v) = (2x+y;3x+y)_

%%(x,y)Jr %(x,y) = favec (u;v) = (x;y —x).

~

3. f:RxRY — Ry%i;(x .y —x%—;r(x .¥) = f(x,y), en coordonnées polaires.
4. f:RxRY — Rx%l;(x .y —|—y%(x ,¥) =0, en coordonnées polaires.

5. FiRxRY — Rxg{(x,y) +yaa§(x,y) = y/x% +y2, en coordonnées polaires.

Réponses :

1. On nous propose le changement de variables suivant

p R2 — R2
(z,y) = (u,v) =¢(r,y) = (22 +y,3z+y)
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Je vous laisse vérifier que cette application est bien un C!-difféomorphisme
de R? dans R?. on a alors

f=gop = f(z,y) = (9o0)(z,y) = g(o(z,y)) = g(u,v) = g(2x+y, 3x+y)
(22)

On peut alors exprimer les dérivées partielles de f en fonction des

dérivées partielles de g :

af dg ou dg ov
Bzl Bul(y,) 9r|(,.) vl Oz
Tlaw) O ww) Plew) OV (ww) Ol (o)
of|  _os| oul 09| 0w
Wl (aw)  Ol(u) Wl(aw) OVl (ua) (o)
qui donne
o _, 0| 40
ox ) ou (u.0) ov (u0)
of 9g g
ay Bul(y) B
Yl(w) () (w0)
Alors 3 3 3
0l (aw)  OWl(aw) 9] ()
Cette derniere EDP est facilement intégrable et conduit a
9(u,v) = h(v)

ot h est C! sur R. Or, d’aprés (23), on a

f(x,y) = h(3z +y)

Ainsi, ¥(z,y) € R?, la solution & PEDP donnée est

f(z,y) = h(3z +y)

o h est C! sur R.

2. On nous propose le changement de variables suivant

p R2 - R2
(z,y) = (u,v)=p(x,y)=(7,y — )
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Je vous laisse vérifier que cette application est bien un C!-difféomorphisme
de R? dans R?. on a alors

f =900 = f(z,y) = (909)(2,y) = g(p(z,y)) = g(u,v) = g(2x+y, 3z+y)
(23)

On peut alors exprimer les dérivées partielles de f en fonction des

dérivées partielles de g :

of|  _dg| o L 0| O
ox (zy) ou (w) ox (wy) v (uv) ox (xy)
off  _dg| ou 09| v
0l(ey)  Oul(ue) les)  O¥l(ur) B¥l(ey)
qui donne
off  _ 99|  _ 99
Oox (my) ou (u,0) ov (u.0)
of 99
Ol(aa) 0l ()
Alors
of af dg
a_ + :f(l',y)<:>7 =g(u,v)
001 (ew) O] (aw) 9 ()

Cette derniére équation est équivalente a une équation différentielle
qui a pour solution

g(u,v) = C(v)e"
oit C est C! sur R. Or, d’aprés (23), on a

f(z,y) =Cy —x)e”

Ainsi, ¥(z,y) € R?, la solution & 'EDP donnée est

f(z,y) = Cly —x)e”

o h est C! sur R.
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TD11 —-12:

Exercice 1 :

Déterminer les fonctions f solutions des systémes suivants

1.
of _ ...2
E_ (24)
9f _ 2
oy Yy
2.
of _ =
Ve 2
of — _y
O = s
3.
o=on
+
or _ =Y (26)
ay - 1-2+y2
Réponses :
1. Résolution du systéme d’EDP :
’f _ 9*f

Etape 1 : vérifions que 520y = Dydz-

xr

02 f _ 0 [ of _ 9 2y
00y | () — O <8y (w,y)> = () = 2y
9 f _ o [ of ) 2y _
Oyoz |,y — Oy (a‘r (w,y)> - Fy(xy )= 2oy

ainsi, on sait qu’il existe bien une solution & ce systéme d’EDP.
Etape 2 : intégration de 'une des deux équations. Ici on va intégrer
% = xy%. Alors )
2, 2
fla,y) = 527y + K(y)
ou K est C? sur R.

Etape 3 : dérivation par 'autre variable de la solution précédente.

g_ﬁ L o9 _ 2 K (y)
8y_8y<2xy +K(y)>—xy+ 3y
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or, on sait, compte tenu de la deuxiéme EDP du systéme d’EDPs,

% = ya?, d’ott 'on déduit que

of 9 (1 454 2 K (y) 2
A - K = =
By ay<2xy+ () ) ==y + oy "V
donc, on obtient I’équation différentielle suivante
OK(y) _
dy

Etape 4 : intégration de I’équation différentielle précédente

Ky)=C avecCeR

Etape 5 : écriture de la solution.
La solution est donc donnée par

1
flz,y) = §x2y2 +C avecCE€R

. Résolution du systéme d’EDP :

Etape 1 : vérifions que aajgy = 8%282'
0% f — o (o _ 0 y 7@[ 2 2_;]7_ zy
Oxdy (@) — Oz <8y (z,y)) Oz < /x2+y2> = Yoz (x +y ) 2| = (x2+y2)%
> f —_ o [ of _ 0 x _ 0 2 a2t o ay
W0 () <3‘” (x,y>> o (W) =y [ )i - (@+y?)3

ainsi, on sait qu’il existe bien une solution & ce systéme d’EDP.

FEtape 2 : intégration de 'une des deux équations. Ici on va intégrer
9f — Alors

0 = oyt

flz,y) = Va2 +y? + K(y)

on K est C2 sur R.

Etape 3 : dérivation par 'autre variable de la solution précédente.

of 0 Y K (y)
ny a 37y (W%—K(g/)) ; Va4 y? - dy
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or, on sait, compte tenu de la deuxiéme EDP du systéme d’EDPs,
9 — ¥ d’ou 'on déduit que

o =
0K (y)

of 0 5 3 Yy Yy
== (Val+ 2+ K(y)) = - =
dy Oy ( o (y)) Va2 + y? oy Va2 +y?

donc, on obtient I’équation différentielle suivante

0K (y)
dy

=0

Etape 4 : intégration de I’équation différentielle précédente

K(y)=C avecC€eR

Etape 5 : écriture de la solution.
La solution est donc donnée par

flx,y)=vVa?2+y>+C  avecCeR
3. Résolution du systéme d’EDP :

. L. B 82}0 - 82f
Etape 1 : vérifions si 50 = 47

o f — 0 (__y ) _ 2wy
Oxdy (z,) Oz z2+y2 ) T (224y?)?
02 f _ 0 T . 2xy
Oyox (@) T 0z \22+y? ) T (22+y?)?

ainsi, il n’existe pas de solution C? & ce systéme d’EDP.

Exercice 2 :

Pour toutes les fonctions suivantes, calculer I'expression de toutes les dérivées
secondes en précisant les domaines d’existance

1. f(z,y) = 2%y + /Y
2. f(z,y) =sin(x + y) + cos(x — y)

3. f(z,y) = <x2 + y2>3/2
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4. f(x,y) = cos®(5x + 2y)

5. fla,y) =2*(x +y)

6. f(z,y) = cos(zy)
Réponses :

1. Pour les dérivées 1éres :

of -9
0| gy — 2TV VY
— 2z
Wy~ T
elles sont définies sur R x R .
Pour les dérivées secondes :
27l _o
I
0% f _ 1
e PR
02 f _ 1
0xdy ( 2r + 2y
&) x
9% | (@) 4y2

elles sont définies sur R x R* .

2. Pour les dérivées 1éres :

% = cos(z +y) — sin(z — y)
“l(ay)
%]yc o cos(z + y) + sin(z — y)

elles sont définies sur R x R.

Pour les dérivées secondes :

% O sin(z + y) — cos(z — y)

52 .

ayafx o sin(z + y) + cos(z — y)

02 -

Tt ) = S0+ y) + cos(z — )
\ 327{ T sin(z + y) — cos(z — )
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elles sont définies sur R x R.

. Pour les dérivées 1éres :

= 3w/ 2% + 92

(z,y)

=3y/2? + 2
Y

(z,y)

af
ox
of
Jy

elles sont définies sur R x R.

Pour les dérivées secondes :

f 3 /22 1+ 12 3a?
=& — T +y 4 o
%" (@) 24/ 4y
o°f _ _ Bwy

Byfx (z,y) 24/22 442

o°f o 3zy

0xdy (z,y) 24/22 142

2f _ D) 2 3y*
9 | (2,0) SVrtty +2\/a:2+y2

elles sont définies sur R?\{(0,0)}.

. Pour les dérivées 1éres :

% - = —10sin(5z + 2y) cos(bx + 2)
x7y

%‘ = —4sin(5x + 2y) cos(bx + 2y)
Y(a,y)

elles sont définies sur R x R.

Pour les dérivées secondes :

% = —50 cos?(5x + 2y) + 50sin?(5x + 2y)

;; (z,y)

ayafx ey) —20 cos(5x + 2y) + 20sin(5x + 2y)

aajgy wg) —20cos(5z + 2y) + 20sin(5z + 2y)

%‘ = -8 COSQ(5$ +2y)+38 sin2(53: + 2y)
LY ()

elles sont définies sur R2.
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5. Pour les dérivées 1éres :

% =2z(z +y) + 22
“l(z,y)
of _ 2
| (eg) "
elles sont définies sur R x R.
Pour les dérivées secondes :
9% f _
o2 f _
005 | ()~ 2
02 f _
0xdy (z,) 2z
2y
L9 ()
elles sont définies sur R2.
6. Pour les dérivées 1éres :
af o .
2L = —ysin(xzy
9% (2, (@)
=L = —zsin(x
W () (=)
elles sont définies sur R x R.
Pour les dérivées secondes :
02 f 2
= = —y~ cos(xy
" () (=)
92 f .
0507 | (50 = — sin(zy) — zy cos(zy)
82f o .
] P sin(zy) — zy cos(xy)
2
g—yév o) —22 cos(zy)

elles sont définies sur R2.
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Exercice 3 :
Pour chaque fonction déterminer la dérivée partielle indiquée

3
1. &f f(fU;y) = x2y4 + 2:U4y

Oz3

9 2
2. T@:c gy . (w’y) e exy
3
3. az%y]:?x : f(‘/l"a Y, Z) = 1'5 + 41'4?/423 + yz2
63 i
4. Y20y f(z,y,2) = e™¥*
3
5. axaagfaz s u(z,y, z) = In(z + 292 + 32%)
Réponses :
1.
82 83
gf = 2zy*+82%y ; 37]20 = 2y 42422y a—‘]; = 482y
‘ (z:y) v (z,y) T (z,y)
2.
2
of =2yze™ of = 2™ + 2P we"?’
1) 020Y ()
03 -
3x2£ = 4y’ 4 2yze™
Yz,
3.
2
g =5z + 16x3y4z3 ; o°f — 64x3y3z3
Oz (z.y) dydx (z,y)
> f
= 192239322
0z0y0x (z.0)
4.
2
of =wze™* ot = (z + 22yz)e™V?
f 5
=x"2(2 + xyz)e*V*
MO0y |1
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Ou B 62 ‘ 0%u o 24y z
02| (4. T 42924322 7 Oyoz (@) (x + 2y? + 322)2
Pu B 48y~
x0y0z |, ) (x4 2y? +322)3

Exercice 4 :

Vérifier le théoréme de Schwarz sur les fonctions suivantes
1. f(z,y) = 2°y* — 322y3 + 222
2. fla,y) = sin?(x) cos(y)

Réponses :
1. ‘
% = 5oyt — 6ay® + 4o
“l(z,y)
ﬂ‘ = 41'5 3 — 9352 ’
81’2 (z,y) ’ ’
92 — 904, 3 2
Oyox (z,y) =2 o 18xy
2 _ 4,3 2
0203,y = 200 V7 15T
. (92f . 82f
On a donc bien WO (g y) 9T ()
2.

% = 2sin(z) cos(x) cos(y)

l(z,y)

%‘ — — gin? (x)sin(y)

y2 (z,y)

9 f = i i

WIT | (g0) ol eostaysnt)

0% f = i i

55 |,y = ~2I0(@) cos() sin(y)

‘ . an o 82f
On a donc bien - (@) 050U |(p )’
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Exercice 5 :

Soit f une application de classe C? sur un ouvert U C R? & valeurs réelles.
On définit le laplacien de f comme étant 'application définie sur U par

Af(z,y)

_ 0

"~ 0a?

o2 (27)

Déterminer le laplacien de chacune des fonctions suivantes

1

L U=R*: f(z,y) = 2% -y

2. U=R?: f(z,y) =22 + 4
3. U =RA{(0,0)} : f(z,y) = In(y/2? + )
Réponses :
1.
g—f =2
T (@)
Y@y
ainsi Af =0
2.
ﬁ =2
Ox (z.y)
of
Y@y
ainsi Af =4
3.
off  __ =
Oz (@.5) 2 + 92
of y
83/ (:&y) 1'2 + yQ

OI
Oa? (z,y)

CI L

0Y* | (a,y)

I,

O? (z.y)

OI

dy* (z.y)
827]" B y? — 22
Ox? (2.5) (22 +y?)?
827f B 22 — o2
Oy? 1) (22 + 12)2




ainsi Af =0

4.
8i B y? — a2 0% f B 223 — 6y’
0|, (@ +y?)? 022, (2 +y?)?
of 2wy 0% f B —22° + 6xy?
ay (z,y) ('1"2 + y2)2 ay2 (z,y) (x2 + yQ)S
ainsi Af =0

Exercice 6 :
Soit f la fonction définie sur R? par

Ty3
x2—|—y2’

Ty
f(:an):{

0,

1. Montrer que f est C! sur R?

9% f ot 9% f

oyoxr

2. Montrer que 920y

valeur.

3. Que peut-on en déduire ?

Réponses :

si (z,y) # (0,0).

sinon.

(28)

sont définies en (0, 0) mais n’ont pas méme

1. Pour montrer que f est C' sur R?, il faut et il suffit que les dérivées
premiéres soient continues sur R2.

Sur (z,y) # (0,0) :

Les dérivées premiéres sont données par

of Py - 20%P P a2y
or (2.4)%£(0.0) (22 + y2)2 T (22 +y2)2
of B 3y2x(z? + y?) — 22y B 323y2 + ay?
oy (2,)£(0,0) a (22 +y?)? (a2 4 y?)?

Les dérivées sont clairement continues V(z,y) # (0,0).
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Sur (z,y) = (0,0) :

On calcule ici les dérivées premiéres en (0,0) en utilisant la définition

0% (@ y)200) 0 t
t —
of o 100 - 100
0 l(@y)£00) 120 t
Résumé
Ainsi, les applications dérivées premiéres sont données par
o R? — R?
x 5_ 12,3 .
(CC,y) . ﬂ: w S1 (l’, )7&(070)
" 0 si (z,y) = (0,0)
af R? — R?
ay 3 3 2+ 4
(l’,y) — ? _ (J;Zy_i_y2)g S1 (.%', ) 7é (070)
N st (z,) = (0,0)
Continuité :

Il faut maintenant vérifier que ces deux applications sont bien conti-
nues en (0,0) (car elles le sont clairement en dehors).

of

Commencgons par

. Pour cela, passons en coordonnées polaires en

posant x = pcos(f) et y = psin(6) :

5
% = psin®(0) (sin®(0) — cos®(9)) m 0
ainsi, on a bien
af of
im — =0= =
(z,y)—(0,0) Ox A { 0,0
donc % est continue sur R2. De la méme fagon, % est continue sur

R2. Finalement, f est C' sur R2.

2. Etudions maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0). Alors

9
ox

9
0y

of

oy
of

ox

1
= lim —
(0,0) t—0 ¢

of
dy

af
ox

)
)

(
(

|
|

1
= lim —
t—0 t

(0,0)
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3. Donc, les dérivées secondes croisées ne sont pas égales en (0,0), ce qui
2 f 2 r
implique que soit 8 afy, so1t %, soit les deux, ne sont pas continues

en (0,0) et donc f n’est pas C* sur R2.

Exercice 7 :

1. Soit f la fonction définie sur R? par

4 .
xyTyg, si (z,y) # (0,0).

29
0, sinon. (29)

f(z,y) ={

(a) Montrer que f est C! en (0,0)

9? 9?
(b) Montrer que (%,gy et ayafx
leur.

sont définies en (0,0) et ont méme va-

(¢) Que peut-on en déduire ?

2. Mémes questions pour

2 .
fa y):{%’ six+y #0.

30
0, sinon. (30)
Réponses :

1. (a) Montrons que f est C! sur R2. Pour cela, nous allons montrer que
les dérivées premiéres sont continues sur R2.

Etude des dérivées sur R?\{(0,0)} :

af B 2y

0| uyp00 (@2 +y?)?
af B 3% + 29
W lwyron @977

Clairement, ses dérivées premiéres sont continues pour (z,y) #

(0,0).
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Etude des dérivées en (0,0) :

61’ (:c,y);é(070) t—0 t
oy (2,9)#(0,0) t—0 t t—0

Résumé
Ainsi, les applications dérivées premiéres sont données par

9 . R? - R?
X
4 .
of _ _(ng;ﬁ)z 81 (l'ay) 7& (070)
(xvy) = ox .
0 si (x,y) = (0,
9% . R — R?
Y
4y3$2+2y5
) - = [ w0200
0 si (z,y) = (0,

Continuité :

Il faut maintenant vérifier que ces deux applications sont bien
continues en (0,0) (car elles le sont clairement en dehors). Pour
cela, passons en coordonnées polaires en posant z = pcos(f) et

y = psin(0) :

of .4
e —2p cos() sin*(0) p_>—>0 0
ainsi, on a bien
lim % =0= g
(z,y)—(0,0) Ox Ox (0,0)

donc % est continue sur R?. De la méme facon, %g]; est continue

sur R?. Finalement, f est C! sur R?.
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(b)

Montrons maintenant que les dérivées secondes croisées ont bien
méme valeur en (0,0).

Les dérivées croisées ont donc bien méme valeur en (0,0). Tou-
tefois, cela ne permet pas de conclure qu’elles sont continues en

(0,0).

On ne peut pas conclure que les dérivées secondes croisées sont
continues. Pour voir cela, calculons tout d’abord la dérivées se-
conde croisée pour (z,y) # (0,0).

o1 _ ot _ sty
20y |z y)200)  OYOT | (2.4)2(0.0) (z2 +y?)3
ainsi
of RQ N R2
dy 8a3y? ( 7&( 0)
— s si(x, ,
(w,y) > gof =1 @Y
0 si (z,y) = (0,0
or o ;
8x
— =140
x0Y | (2 (222)3 7

ainsi la dérivée seconde croisée n’est pas continue en (0,0) et donc
f n’est pas C? sur R?.

2. laissée en exercice.

Exercice 8 :

Déterminer la classe exacte des applications suivantes

1.

31
0, sinon. (31

flz,y) = {(ww?_fy; , st (2,y) # (0,0).
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__wy? i 0.0).
f(:c,y) _ {962+(yx2)2’ S% (m,y) 7& ( ’ ) (32)
0, sinon.
3. , ,
(e —=1)(e¥ —1) : 0.0).
f(x,y) — x24y2 ’ ST (as,y) 7£ ( ) ) (33)
0, sinon.
Réponses :

1. Etudions la lére fonction. Soit U; = R\{(0,0)}. La fonction f est
de classe C®*° sur Uj car fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas. Mais évidemment, il va falloir étudier les choses en (0, 0).

Continuité en (0,0) :
Etudions |f(z,y) — f(0,0)] = |f(x,y)|. Si cette quantité tend vers 0
alors

lim z,y) =0= f(0,0
(Iﬁy)ﬁ(m)f( y) £(0,0)

et la fonction sera continue. Alors

4 4 2,2 2 2 2
xt 4yt —2x%y T 9 2 Y Y 2
pu— 2
’f(xuyﬂ $2+y2 — $2+y2x +2x x2+y2 +:z:2—i—y2y
§x2+2y2+y2 — 0
(z,y)—(0,0)

donc f est continue en (0,0) et donc sur R?.

Etude des dérivées premiéres :(Régardons si f est C1).
Commencons par calculer les dérivées partielles sur Uy

of Cda(a® =y 22(2® —y?)?  2u(a® - ¢P)(2® +3y°)
07| (4 et 22 +y? (22 4 y?)? (22 4 y?2)?

of C 200+ 4y —6aty  —2y(a® — ) (327 +y°)
e o .

Les dérivées partielles premiéres sont clairement continues sur Uj.
Mais il faut aussi étudier les dérivées partielles premiéres en (0,0).
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Dérivées partielles en (0,0)

4
of :hmf(t’o) f(O’O)zlimlxt—
ox (0,0) t—0 t t—0 ¢t 12
of o SO0 -500)
lo 10 t t—0
On déduit donc que

orl - _g

oz 0,0)

orl - _g

9% l(0.0)

Il faut donc maintenant étudier la continuité des fonctions dérivées

partielles premiéres sur R?

8 R? — R?
(x,y) = G=
et
o R? — R?
(w,y) — G =

2z (22 —y?) (2% +3y?)
@21y2)2
0

—2y(z?—y*) (322 +y?)

@2 +y2)2
0

si (z,y)
si (z,y) = (0,0)

7# (0,0)

si (z,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)

dans les deux cas, on peut passer en coordonnées polaires en posant
x = pcos(f) et y = psin(f) pour étudier la continuité des dérivées
partielles premiéres en (0,0) :

gi: = 2pcos(f) (cos®(9) — sin*(0)) (cos*(#) + 3sin*(0)) (ac,y)——>(>0,0) 0
()
2 = —2psin(f) (cos®(0) — sin®*(0)) (3cos®(9) +sin*(9)) —
oy (2,9)—(0,0)
(2y)
Finalement
lim o1 =0= 2
(:E,y)%(o,o) 8:1? (z,y) 81‘ (070)
of of
im = =0= -~
(z.y)—(0,0) Oy () dy (0,0)
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Donc les dérivées partielles premiéres sont continues en (0,0) et donc
2
sur R~-.

Etudions maintenant les dérivées secondes :
Pour cela, calculons les dérivées partielles croisées. Pour (z,y) € Uy,
on a

0% f
dxdy

of

_ C Bay(a® —y?)?  8ay
~ Oyox

(z.9)EU - (xQ +y2>3 x? +y2

(z7y)6U1

Faisons maintenant ’étude en (0, 0)

Pf 1| of of

= lim - | — - =0
8xay (070) t—0 ¢ 3y (t,O) ay (0,0)
0% f L|of of

= lim - | — - =0

Ainsi, la fonction dérivée partielle seconde croisée est donnée par

82
8yafz : R? - R? 2_.2\2
8zry(x-— m .
(z,y) — 2L — (Z;c(?+y2y)3) — 2 st (2,y) #(0,0)
) Oy | (5 ) 0 si (z,y) = (0,0)
Or 0 .
= - — 0
Iy (z,2) (z,2)—(0,0) 7 dyox 0,0)

Donc la fonction dérivée partielle seconde croisée n’est pas continue
sur R? et finalement f n’est pas C2.

. Etudions la 2éme fonction. Soit U; = R\{(0,0)}. La fonction f est
de classe C*° sur U; car fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas. Mais évidemment, il va falloir étudier les choses en (0, 0).

Continuité en (0,0) :
Pour cela, commencgons par modifier ’expression de f

2 2

fz,y) - -
x, — =
Y oy (y—222 2212+ 2t — 2ya?
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Passons maintenant en coordonnées polaires en posant x = pcos(6)
et y = psin(0)

5 p? cos(f) sin?(0) pcos(0) sin(0)

) = e poos(@))" — 297 sin(@) cos2(8) _ 1+ p(pcosi(8) — 2cos(8) sin(7)

or clairement, puisque V6, p (pcos*(0) — 2 cos?(6) sin(6)) — 0, donc
p—

V0, f(z,y) — 0
p—0

et finalement

lim z,y) =0= f(0,0
(z,y)ﬁ(0,0)f( y) £(0,0)

et donc f est continue en (0,0) et donc sur R2.

Etude des dérivées premiéres :(Régardons si f est C1).
Commencons par calculer les dérivées partielles sur Uy

of B y2 xy2 (21. — da(y — x2))
Oz (z,y)eln a2t (y—a?)? (22 + (y — 22)2)°
of B 2xy Qny (y _ 1:2)
Wlmer, T2 y—a2? (a2 4 (y —a2)2)?

Les dérivées partielles premiéres sont clairement continues sur Uj.
Mais il faut aussi étudier les dérivées partielles premiéres en (0, 0).

Dérivées partielles en (0,0) :

o 4
ox (0,0) t—0 t t—0 t t
(lf — f(0,4) = f(0,0) =limt =
lo 0 t t—0
On déduit donc que

o,

ox 0,0)

ol _y

9% l(0.0)




Il faut donc maintenant étudier la continuité des fonctions dérivées
partielles premiéres sur R?

8 .
375 . R2 — R2 2
2 zy? (2z—4x(y—a?) )
(r.y) = =977 =~ y(x(2+(y_g)2)2) si (z,y) # (0,0)
" 0 si (z,y) = (0,0)
et
a .
& R - R -
2w 2xy? (y—ax? )
(2,y) = 5= TP~ wrgepy S @y 7 0.0
y 0 si (CU,y) = 0,0
Or, on a
0
2 B S
Jx (0.9) y—0 ox 00)

Donc la dérivée partielle premiére par rapport a x n’est pas continue
en (0,0) et donc f n’est pas C* sur R2.

. Etudions la derniére fonction. Soit U; = R\{(0,0)}. La fonction f est
de classe C* sur U; car fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas. Mais évidemment, il va falloir étudier les choses en (0, 0).

Continuité en (0,0) :
Alors

7 1)(e¥’ =1 @1 a%y? eV -1
i W
a2 +y 2?2 22+y? y? (@y)-(00)

donc f est continue en (0,0) et donc sur R2.

Etude des dérivées premiéres :(Régardons si f est C!).
Commencons par calculer les dérivées partielles sur Uy

of 2we”” (ey2 — 1) 2x <e“2 — 1) (ey2 — 1)
Walgper, AP @ PP
o7 2yev” (exz . 1) 2y (ex2 . 1) (ey2 . 1)
dy - - 22 + o2 - (22 + 12)2
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Les dérivées partielles premiéres sont clairement continues sur Uj.
Mais il faut aussi étudier les dérivées partielles premiéres en (0,0).

Dérivées partielles en (0,0) :

ox ©00) 0 t
oo 0 t
On déduit donc que
off
ox 0,0)
ol _y
9 10,0y

Il faut donc maintenant étudier la continuité des fonctions dérivées
partielles premiéres sur R?

af . R2 N R2
or
2ae” (7 -1)  2e(et)(en 1)
(ZL’,y) — % = z2+4y? o (z2+y2)? Sl (:an) # (070)
0 si (z,y) = (0,0)
et
4 . R - R?
i w(0)a()()
(1’, y) — % = z2+y? o (z2+y?)2 51 (:E?y) 7é (07 0)
0 si (z,y) = (0,0)

Etudions la continuité de la dérivée partielle premiére par rapport a
x en (0,0) :

af 8f 6$2 6y2—1) e“z—l‘x‘e?ﬁ—l‘
— - < 2|z 5 5 + 2|x| 5 55
07|z, 07|00 2 +y (22 + y?)
y? x? y?
SO et BN B Gk |
=22 Y2 2+ 422 a2 Y2

—
(z,4)—(0,0)
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Il en va de méme pour la dérivée premiére par rapport a y.

Finalement
lim of =0= 8—f
(2.9)(00) Dz () 9z (g ,0)
lim == =0= 87f
(z.y)—(0,0) Oy (zy) dy (0,0)

Donc les dérivées partielles premiéres sont continues en (0,0) et donc
sur R2.

Etudions maintenant les dérivées secondes :
Pour cela, calculons les dérivées partielles croisées. Pour (z,y) € Uy,

on a
- _ o day e (D (@ —Det (e 1)~ 1)
020Y |2 y)eu a2 4y x2 + 2 z2 4+ y? (2 + y?)?
_ of
ayax (zvy)EUl
Or, on a
.1’2 sz 2

o =2 | %’ ‘ (e _1)_|_1 e’ —1 —1

0z dy (z,2) - ’ 2 2 2 z—0

82

(91’51/ (O,y) y—0

Donc la fonction dérivée partielle seconde croisée n’est pas continue
sur R? et finalement f n’est pas C? sur R2.

Exercice 9 :

Résoudre les EDP du second d’ordre d’inconnue f : U — R de classe C? &
I’aide du changement de variables fourni

2 2
LU=R: L -5 =0; (uv) = (@ +y,2—y)
2. U:RixR:x2f’f+2xyaxgy+y23f—O (u,v) = (2,y/)
2 2
3. U=RLxRY : 225 =25 — 23 + 950 = 05 (u,0) = (ay,y/2)
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* 9?2 92 0 0
4 U =Ry xRy 22—y 8 d 428l —y5l = 05 (u,v) = (In(2), In(y))
9?2 92 2]
5. U:RixR:#—43:2@%—%5520;(u,v):(w2—y,w2+y)
82 82 82
6. U=R?: L —20L + 5L = 0; (u,0) = (v,2+)
2 2
T U =R xRY 225 =25 = 05 (u,0) = (2y,2/y)
Réponses :

1. Résolution de 'EDP
o*f  O*f

_wp2 . 90T . _ _
U=R": g3 gz =0i wo)=(+yz—y)

Etape 1 : le changement de variable ¢ (identification de ¢ et vérifica-
tion que ¢ est bien C?)
p +: U=RxR — U
(mvy) = (U,U):(P(m,y):($+y,$—y)

Regardons maintenant que ¢ est bien un C? difféomorphisme de U
dans U :

(a) ¢ est clairement C2 de U dans U car les deux fonctions compo-
santes sont C? de U dans U.

(b) Montrons que ¢ est bien une bijection de U dans U :
V= —Y v=u—2y Y=

Donc ¢ est 'application bijective de U dans U définie par o~ (u,v) =
(3(u+v), 3(u—w)).

—
|
<

N[ N[ —=

= =
+
4

(c) ¢! est bien C? de U dans U.

Finalement ¢ est bien un C2-difféomorphisme de U dans U.

Etape 2 : introduction de la fonction g
On introduit donc la fonction g définie par

[ =gop <= f(x,y) = (9op)(x,y) = g(e(x,y)) = g(a+y,z—y) = g(u,v)
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Et, on adonc g = fop~!. Or, compte-tenu du fait que f est ¢! sont
C? de U dans U, on voit que g est C2 de U dans U par composition.

Etape 3 : Dérivées de f
Puisque g est C? de U dans U, on peut exprimer les dérivées partielles
de f en fonction des dérivées partielles de g. On a alors

of — 9 7| dg @‘
) ) 1@y T 0] 9 i@y)
of = % du 9g o

Y ay) o (u,v) % (z,y) . (u,v) 9%y (z,y)

ce qui donne, étant données les expressions de u et v

af _ 9 a9
lay ey 9 l(uw)
af _ 9 _ o9
Wy Oy 9 l(uw)

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées secondes :

P50 (of\_ 0 (09 99\ _ (0 9 (09 0
or2 Oz \dx) Oxr \ou Ov ou  Ov ou  Ov
0%f  0%¢ 0%g 0%g

922 ~ a2 T 902 T 2ou00

et finalement :

82f of 9 (0g 9dg\_ (0 0 8g+8g
Oy? 6y oy 8 ou ov) \ou Ov du  Ov

f _ g 99, 0%
oy?  ou?  Ov? Oudv

Etape 4 : expression de ’'EDP en fonction de g.

Nous pouvons maintenant injecter les expressions des dérivées se-
condes de f dans 'EDP afin d’obtenir une EDP sur g (qui sera,
normalement, beaucoup plus simple)

829 029 82 029 82g 829 -
auz *

vy 92 _
902 T Couon T 9wz 902 T “oude
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avec les nombreuses simplifications de 'expression précédente, nous
obtenons )

d%g

Qudv

Cette EDP a pour solution
Y(u,v) € U, g(u,v) = h(v) + k(v)
avec h et k deux applications C?> de R dans R.

Etape 5 : retour a la fonction f.
On rappelle que f = g o ¢. Donc la solution de 'EDP initiale est

V(z,y) €U, f(z,y)=g(@+y,x—y)=h(x—y) +k(z+y)

avec h et k deux applications C? de R dans R.

2. Résolution de 'EDP

. & & &2
U=R} xR : m28;;+2xy8xgy+y28£=0; (u,0) = (z,y/x)

Etape 1 : le changement de variable ¢ (identification de ¢ et vérifica-
tion que ¢ est bien C?)

p +: U=R{ xR — U
(z,9) = (u,0) = p(z,y) = (2, %)

Regardons maintenant que ¢ est bien un C? difféomorphisme de U
dans U :

(a) ¢ est clairement C2 de U dans U car les deux fonctions compo-
santes sont C? de U dans U.
(b) Montrons que ¢ est bien une bijection de U dans U :
u=ux r=1u r=1u
v=12 Yy =vx Y =uv
Donc ¢ est I'application bijective de U dans U définie par o~ (u, v) =
(u, uv).
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(c) ¢! est bien C% de U dans U.

Finalement ¢ est bien un C2-difféomorphisme de U dans U.

Etape 2 : introduction de la fonction g
On introduit donc la fonction g définie par

Y
f =900 f(z,y) = (go0)(x,y) = g(p(z,y)) = g(x, ") = g(u,v)
Et, on a donc g = fop~!. Or, compte-tenu du fait que f est ¢! sont
C? de U dans U, on voit que g est C2 de U dans U par composition.

Etape 3 : Dérivées de f
Puisque g est C? de U dans U, on peut exprimer les dérivées partielles
de f en fonction des dérivées partielles de g. On a alors

of _ 99 @| + 99 @‘
ax (w)y) 8“ (u,v) 81’ (Q?,y) 8'[) (’lL,’U) 8:1? (x7y)
of _ 99 ou dg v
Wy Olww) Wy O lwe) Yy

ce qui donne, étant données les expressions de u et v

of _ 9 _ oy g
0wy Py T 2 (uw)
of _ 19

Wy T %)

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées secondes :

%f _ 0 (0f\_ 0 (09 yog\_ 0 (09 _Q(£>@_777
Ox2  Oxr \Odx) Oxr\ou 220v) Oxr \du Or \x2/) Ov  z20x Ov

Of (0 _ w0\ (99 209 _y (0 y 9\
or2  \ou 220v ou

30v 22 \ou 220v) Ov
O’f  9%g oy 0% y dg y 0%  y* 9%
or2 w2 2 Qudv 2300 220udv | x* on?
0’f _ 9%,y 99  ,ydg y0%
022~ w2 “x2oudv | “x3ov | at o
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Calculons maintenant la dérivée seconde croisée :

82f_8 of\ 0 (09 ydg\ 0 (0g 0 ry\9dg y 0 Jg
axay_(?y<8:c)_8y<8u_xz@v>_8y<8u)_8y<x?>8v_ac2c9yc‘9v
82f_18 dg 109 vy 10 g
218 (%)- 4% i2

ou 20v 22 7800
0% f 1 0%g 109 y 0%
0xdy xO0udv 220v a3 Ov?

et finalement :

0% f 6<8f> 8(1)89 10089 1 16<ag>_182g

oy~ Iy \ oy T T 2200

dy

ov  zdydv «x XE@U

ov

Etape 4 : expression de PEDP en fonction de g.
Nous pouvons maintenant injecter les expressions des dérivées se-
condes de f dans 'EDP afin d’obtenir une EDP sur g (qui sera,
normalement, beaucoup plus simple)

20% o 0% Ly09 v, 99 ydg ,y’ g y* O

vy 90Jd%9 9 Y9 9 499
x8u2 y8u80+ xav+x28v2+ y(‘?u@v x Ov x28v2+x28v2

avec les nombreuses simplifications de ’expression précédente, nous
obtenons

82
z? 9 0
ou?
or x = wu donc u2g—ig = 0, et comme u € RY, cette équation est
équivalente a
0%g
— =0 34
902 (34)

Cette EDP a pour solution
V(u,v) € U, g(u,v) = uh(v) + k(v)
avec h et k deux applications C2 de R dans R.

Etape 5 : retour a la fonction f.
On rappelle que f = g o ¢. Donc la solution de 'EDP initiale est

V(z,y) €U, f(z,y)=g (l‘» %) = zh <Q> tk (g)

T xT

avec h et k deux applications C?> de R dans R.
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3. Résolution de 'EDP

*f  L0°f Oof  Of
_ ¥ * o, 2 2 _ -0 - —
U —R+XR+ LT 02 Y 8y2 xal‘ +y8y 0 ) (U,’U) ('Iyay/x)

Etape 1 : le changement de variable ¢ (identification de ¢ et vérifica-
tion que ¢ est bien C?)

o : U=R, xR* — U
(z,y) = (uv) = o(z,y) = (zy, 4)

Regardons maintenant que ¢ est bien un C? difféomorphisme de U
dans U :

(a) ¢ est clairement C? de U dans U car les deux fonctions compo-
santes sont C? de U dans U.
(b) Montrons que ¢ est bien une bijection de U dans U :
2 2 u
U= u=2x U= v xrt ==
v=2 Yy =vx Yy =vx Yy =T

or on sait que x € R donc

{xQ:Z (:){x:\/f

Yy = \Juv

Donc ¢ est I'application bijective de U dans U définie par o~ (u, v) =

(V3 Vuv).
(c) » ! est bien C? de U dans U.

Finalement ¢ est bien un C2-difféomorphisme de U dans U.

Etape 2 : introduction de la fonction g
On introduit donc la fonction g définie par

[ =gop = f(x,y) = (go0)(x,y) = g(e(x,y)) = g(zy, %) = g(u,v)

Et, on adonc g = fop ™! Or, compte-tenu du fait que f est ¢! sont
C? de U dans U, on voit que g est C?> de U dans U par composition.

145



Etape 3 : Dérivées de f
Puisque g est C?> de U dans U, on peut exprimer les dérivées partielles
de f en fonction des dérivées partielles de g. On a alors

of _ 99 u| 4O o
9| pyy  Ol(up) 971(@y) vy, Oz l(zy)
of _ 9 du g o
Wy Plww) Wlay 9 lww) @y

ce qui donne, étant données les expressions de u et v

of — . 99 _ Y 99
92 | (2,y) O luwy 9 ()
of — . 9 199
W | (2,y) Iy T O ()

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées secondes qui inter-
viennent dans 'EDP :

0% f a (of 0 g y Og 0 (0g 0
axz:agc<ax>:ax<ym‘x2m):ym<w>‘ax
0% f 0 y 0 dg 2009 vy 0 y 0\ Jg
axz:y@au‘ggzav)(au)u:ﬂaz)w(yau‘xzav)av

O’f  ,0% y? O y dg y* 0%  y* 0%

ox2 y ou? 22 Oudv 230v  220udv | 2t 2
Pf 0% Ly g ydg vy

922~ Y o2 " T2 0uow T “aov | 2t 0u?

et finalement, calculons la derniére dérivée manquante :

O _ 0 (0F\_ 0 (L0 Log)_ 005 100
oy? Oy \ 9y ou x0v

= oy =y ou " 20y o
0% f 9 10\0g 1 0 109\ g
ayf“’“(%*m)m*x(%*m)av
0% f 5 0%g 0%g 1 0%

) 279 19 Y J
Oy? * 8u2+ oudv  x2 Ov?

Etape 4 : expression de 'EDP en fonction de g.
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Nous pouvons maintenant injecter les expressions des dérivées se-
condes et premiéres de f dans 'EDP afin d’obtenir une EDP sur
¢ (qui sera, normalement, beaucoup plus simple)

&g | vy g _ g
- 4y25‘u81} o 4;% 0= “”auav - v%
or v € R* donc
%9 9y
“ouow ~ av
Introduisons maintenant la fonction h = %. On a alors I’équation
suivante o
h(u,v) —u 90 =0

(u,v)

que I'on va résoudre comme une équation différentielle ordinaire puisque
cette équation ne fait intervenir que la variable u. Pour cela, nous al-
lons écrire de maniére trés impropre I’équation précédente de la facon
suivante

dh du  dh
h(u) U = 0 <= W= In(|h]) = In(u) + ¢

ou ¢ € R pour l'instant. A noter que la premiére équivalence se justifie
car u # 0 et par le théoréme de Cauchy-Lipschitz h # 0. En prenant
ensuite 'exponentielle de cette expression, on obtient finalement

h(u) = cu

Toutefois la fonction dépend normalement aussi de v. On peut ra-
jouter cette dépendance, en introduisant c¢(v) au lieu de R ou ¢ est
une application C? sur R’ . Alors la solution de 'EDP sur A est de la
forme
h(u,v) = c(v)u

Or h = %, donc

9(u,v) = C(v)u + D(u)
ou C est la primitive de ¢ et D est C2 de R% dans R .

Etape 5 : retour a la fonction f.
On rappelle que f = g o . Donc la solution de PEDP initiale est

Y(,y) €U, f(o.y) =g (vy.2) =ay x ¢ () + D(ay)
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4. Résolution de 'EDP

208 pOF 08 L0860 (u,0) = (n(a), n(y))

U=RxR" : =
+X By T Ox? y Oy? gv(?a: y@y

Etape 1 : le changement de variable ¢ (identification de ¢ et vérifica-
tion que ¢ est bien C?)

¢ : U=Ri xRy — R?
(z,y) = (u,v) = p(z,y) = (In(z),In(y))

Regardons maintenant que ¢ est bien un C2-difféomorphisme de U
dans R? :

(a) ¢ est clairement C? de U dans R? car les deux fonctions compo-
santes sont C? de U dans R?.

(b) Montrons que ¢ est bien une bijection de U dans R? :

u = In(z) x =e"
<~
v =In(y) y=e"
Donc ¢ est I'application bijective de U dans U définie par o~ (u, v) =
(eu’ 6”).

(c) ¢! est bien C% de R? dans U.

Finalement ¢ est bien un C2-difféomorphisme de U dans R2.

Etape 2 : introduction de la fonction g

On introduit donc la fonction g définie par

f=g00 <= f(z,y) = (900)(z,y) = g(¢(z,y)) = g(In(z),In(y)) = g(u,v)
Et, on a donc g = fop~!. Or, compte-tenu du fait que f et ¢! sont
C? de U dans R?, on voit que g est C? de R? dans U par composition.

Etape 3 : Dérivées de f
Puisque g est C2 de R? dans U, on peut exprimer les dérivées partielles
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de f en fonction des dérivées partielles de g. On a alors

af _ 9 du| 4 O o
oz (z,y) - Ou (u,v) 9z |(z,y) dv (u,) Oz |(z,y)
af _ 9 ou 99 o

Wy  Olww) Wy O lwe) Yy

ce qui donne, étant données les expressions de u et v

of _ 199
9% (@) T ()
of _ 19

Wy Y o)

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées secondes qui inter-
viennent dans 'EDP :

&f 6<8f> 6(189): 199 1%

ox

Oz

92 oz - x Ou 220u 12 Ou?

et finalement, calculons la derniére dérivée manquante :

O°f 0 (0f\ _ 0 (10g\ _ 199 1%
oy? Oy \ Jy yov/)

T Oy S y2dv | Y2 on?
Etape 4 : expression de ’'EDP en fonction de g.
Nous pouvons maintenant injecter les expressions des dérivées se-
condes et premiéres de f dans 'EDP afin d’obtenir une EDP sur
¢ (qui sera, normalement, beaucoup plus simple)

0%g B 0%g

ouZ  Ov?
Nous allons introduire un nouveau changement de variable :

Y : R?  — R?
(u,v) +—  (s,t) =¢Y(u,v) = (u+v,u—0)

On introduit alors la fonction h définie comme g = h o 1. Alors

Oul(ypy 05 1(st) Bul(uw) T Ol (st) ul(uw)
90|y 05 l(st) vluw) T Bl (s0) v l(u)
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ce qui donne, étant données les expressions de u et v

og|  _on  , on
ou (u) 0s | (u,v) ot | (u,v)
99 — oh _ @|
ov (u) 0s | (u,v) ot | (u,v)

Je vous laisse montrer que les dérivées secondes qui interviennent dans
I’EDP sont données par

% — &h 2%h h ‘
W wo) O we) M o) T P ()
% — &h 2%h _9 9%h ‘
ov? (u,v) 0s2 (u,0) ot? (u,0) dsot (u,0)
Alors TEDP sur g implique sur h :
0’h B
dsot

qui a pour solution

h(s,t) = K(t) + L(s)

On a donc
g(u,v) = K(u —v) + L(u+ v)

Et finalement

f(z,y) = K (In(z) — In(y))+L (In(x) + In(y)) = K <ln <§>>+L (In(zy))

. Résolution de 'EDP

0’f _, 20°f 10f 2 2
—RL xR : 224 4 — S8 =0; = (a* -
U=RixR: o 4 g2 ~gag 0 WU =@ —naty)

Etape 1 : le changement de variable ¢ (identification de ¢ et vérifica-
tion que ¢ est bien C?)
p : U=RLxR — R?
(z,y) = (uv) = p(a,y) = (2 —y,2% +y)

Regardons maintenant que ¢ est bien un C? difféomorphisme de U
dans R? :
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(a) ¢ est clairement C2 de U dans R? car les deux fonctions compo-
santes sont C? de U dans R?.

(b) Montrons que ¢ est bien une bijection de U dans U :
u=a’—y u+v=21%*>0 a? = e
2 — 2 — 2
v=x"+y v=x"+y v=x"+y

_ u+v *
{:I:—,/2 car v € R%

a2 VU
Y=0v—-1" ==

Donc ¢ est I'application bijective de U dans R? définie par ¢! (u,v) =

(V(u+0)/2,(v—u)/2).

(c) ¢! est bien C? de R? dans U. En effet : u + v = 222 > 0 puisque
x € R (pour le vérifier vous pouvez aussi calculer explicitement
les dérivées partielles premiéres et secondes).

Finalement ¢ est bien un C?-difféomorphisme de U dans R2.

Etape 2 : introduction de la fonction g
On introduit donc la fonction g définie par

f=gop <= f(z,y) = (go9)(z,y) = g(¢(z,y)) = g(z°—y,2*+y) = g(u,v)

Et, on a donc g = fop~!. Or, compte-tenu du fait que f est ¢! sont
C? de U dans U, on voit que g est C2 de U dans U par composition.

Etape 3 : Dérivées de f
Puisque g est C?> de U dans U, on peut exprimer les dérivées partielles
de f en fonction des dérivées partielles de g. On a alors

of — 9 @l + % @‘
ox (z,) ou (u,0) oz | (z,y) oJv (u,0) oz |(z,y)
of — 9 Ou 99 v
Wy Plwe) Yy P lwe) %@y
ce qui donne, étant données les expressions de u et v

9f =2z % + 22 %

P () P () P )

of —_ 9 9g

Wy Pl Plwe)
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Nous pouvons maintenant calculer les dérivées secondes :

82f_6 afy o dg dg\ .09 0 (0g dg 0 Og

82f dg dg 0 0 dg 0 0 dg

62f dg dg 2829 2 329 2 829 2829
322~ 2ou o0 T 52 T Guae T uae T a2
62f dg dg 2829 2 629 2829
T 999 4 999 | 4209 42279
0z2 ou + ov A ou? e Oudv A Ov?

et finalement :

Of 0 (Of\_(_0 09\ (_099 99\ _d% , 0
oy? Oy \ dy ov v - Ou? oudv ~ Ov?

_%—i_&)

Etape 4 : expression de 'EDP en fonction de g.

Nous pouvons maintenant injecter les expressions des dérivées se-
condes de f dans I'EDP afin d’obtenir une EDP sur g (qui sera,
normalement, beaucoup plus simple)

0%g u+v 0%g
oudv 0 0 2 Oudv

1622

or comme u + v > 0, on a finalement

0%g B
oudv

Cette EDP a pour solution
V(u,v) € R?, g(u,v) = L(v) + K (u)
avec L et K deux applications C? de R dans R.

Etape 5 : retour a la fonction f.
On rappelle que f = g o ¢. Donc la solution de 'EDP initiale est

V(z,y) €U, f(z,y) =g (2* +y,2° —y) = L(2* + y) + K(2* — y)

avec L et K deux applications C? de R dans R.
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Soit f:R* - R de classe €~ et g : R* — R définie par
glu,v) = flu,v—u)
La fonction g est de classe €2 et

%(u,v} =3 u,v—u)—;;—y(u,v—u) aMz(u,v) = W(u,v—u} —2;2—;;(u,v—u)+%(u,v—u)

Ainsl, la fonction f est solution de I’équation aux dérivées partielles étudiée si et seulement si
d%g
w(u ) =0

C’est-a-dire g(u,v) = uC(v) +D(v) avec C et D fonctions de classe €. Ainsi les solutions sont

flx,y) =xC(x+y) +D(x+y)

Soit g : R} x R} — R I"application définie par

g(u,V)=f(\/E,\/%)

Par composition, g est de classe ¢ sur R xR et

dg  Vudf u Vu 9f u
= s (V) e (V)
FPg  1*f 1 3f 1 af 1 af 1 9g

dudv  40x> 42 oy* ' Aduv ox  dvy/uv partialy 2u oy

Pour v € RY, fixé, u+— %S(u,v) est solution de I'équation différentielle 2uy’ = y. Par suite, il existe C(v) € R tel
que

9
Hu.v) = COWu
De plus la fonction v C(v) est de classe 4! et si D désigne une primitive de celle :
g(u,v) = D(v)u + H(u)
ol H est une fonction de classe ¥2. Finalement

() =D (¥) viy+ o)

oit D et H sont des fonctions de classe €72

Exercice 10 :

Déterminer les points critiques et les extrema des fonctions f : R? — R
suivantes
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1. f(z,y) =22+ 2y +y? -3z — 6y

2. f(z,y) =22 +2y> — 22y — 2y +5

3. flz,y) =23 +9°

4 floy)=(@-y)?+@+y)°

5. f(z,y) =23 + 9% — 3oy

6. f(z,y) ==z < 2(2) +y ) (sur le demi-plan > 0)

Exercice 11 :

Déterminer les extrema locaux et globaux des applications suivantes.

J B — R R — R
. fl'{ (xy) o 3yt * ﬁ:{ ((x;l) Ayt
R? — R B2 — R
2. : .
f2 {(X?J’) — (=) (P - 2%) S'fS'{ (x;¥) > x4yt —2(x—y)?
3. fa: R? — R 6 F - R? — R
B ) o P - (R ) I ) o By
. R* — R ) R — R
7. f7'{ (6;y) — P +y —9xy+27 1L f“'{ (;y) — B+
J®)? - w { R? — R
8 fs-{ (xty) — xIn(y) —yln(x) 12 fua: (x:y) — =y ++y)
R — R J R — R
> fg'{ (x3y) — Z4xy+)2—3x—6y e fu'{ (x5y) V— 2yt —dry
10 ) R — R
"SI0 (y) o R42P 292945
Exercice 12 :
0 idere Iapplicati ;)" — R
n considere 1’application g :
(x5y) %(i+i)(l+1)(l+y)

1. Déterminer les extrema locaux de g.

*

2. On considére I’application f : { ]R: :

a) Montrer que Vx € R, f(x) > L.

b) Montrer que V(x;y) € (]R’;)Z, glx,y)=1+f(x)+f0y) +f(§).

¢) En conclure que les extrema locaux de g sont globaux.
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