Chapitre 2

Groupe

2.1 Lois de composition internes
Dans tout ce chapitre, £ est un ensemble.

Définition 2.1. On appelle loi de composition interne sur E (lci) toute application
de E x FE dans E.

Définition 2.2. On appelle magma tout couple constitué d’un ensemble et d’une
lei.

Exemple 2.3. (Z,—) est un magma, mais pas (N, =), car —4 ¢ N.

Dans toute la suite, x est une lci sur F.

2.1.1 Propriétés usuelles des Ici

Définition 2.4. Soit (E,*) un magma.

On dit que E est associatif si pour tout x,y,z € E, on a : xx (yxz) = (x*y) x 2.
Lélément x  (y x z) = (zxy) x 2 est alors noté x xy* z.

On dit que E est commutatif si pour tout x,y € E, on a : x*xy =y *x.

Soit § une seconde lci sur E. On dit que dans E x est distributive par rapport a 8 si
pour tout x,y,z € E, on a :

— zx (ytz) = (xxy)i(z * 2)
— (yz) xz = (yx )iz * x).
Remarque 2.5. On dit que dans (E,*) est distributive & gauche par rapport a 4 si

pour tout x,y,z € E, on a : xx (yiz) = (xxy)i(xz * z). De méme, on a la notion de
distributivié a droite.
Exemple 2.6. 1. C, R, Q, Z, N avec + ou X sont associatifs, mais pas (Z, —)
car1—(2—-3)#(1—-2)—3.
2. C,R, Q,Z, N avec + ou x sont commutatifs, mais pas (Z, —), ni (F(R,R), o).

3. Sur C,R, Q,Z,Nx est distributive par rapport a +, et sur P(E), N et U sont
distributives ['une par rapport a l'autre.
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Définition 2.7. 1. Soit e € E. on dit que e est un élément neutre & gauche
(resp. & droite) pour  si pour tout x € E on a exx = x (resp. txe =1z). On
dit que e est un élément neutre pour x si c’est un élément neutre a gauche et
a droite, i.e. pour tout x € E,exx =x xe = .

2. Soit e un neutre pour x et soit x € E. On dit que = est inversible & gauche
(resp. & droite) s’il existe un élément y € E tel que yxx = e (resp. xxy = e).
Un tel élément y s’appelle UN inverse & gauche (resp. & droite) de x. On dit
que x est inversible s’il est inversible & gauche et 4 droite, i.e. il existey € E
tel que yxx = x*y = e. Dans ce cas y est UN inverse de .

Exemple 2.8. — 0 est un élément neutre pour + dans R, C, Q, Z, N.

— 1 est un élément neutre pour x dans R, C, Q.
— 1g est un élément neutre pour dans F(E, E), et les bijections sont tous les
éléments inversibles de cet ensemble.

Remarque 2.9. 1. Etre inversible d’un seul coté ne suffit pas pour étre inver-
sible tout court.

2. Un neutre est toujours inversible et est son propre inverse.
Proposition 2.10. Si x admet un neutre, alors ce neutre est unique.

Preuve:
Soient e et € deux neutres. Alors exe’ =eet exe’ =€, donc e =¢. O

Proposition 2.11. On suppose la loi x associative, et admettant un neutre e. Si un
élément est inversible, alors il a un seul inverse.

Preuve:
Soient y et y' deux inverses de x € E. Alors yxx = e et xxy’ = e. Donc yx (z*y') =
yre=yet (yxx)xy =exy =y, dony =y O

Remarque 2.12. On utilise souvent les notations additives et multiplicatives.

1. En notation additive, x est en général notée +, =+ x + -+ x (n—fois(
se note nx, et si x est inversible, son inverse se note —x. On ['appelle alors
plutot lopposé de x. De méme, on notera le neutre d’une telle structure 0,
ou Og.

2. En notation multiplicative, x est en général remplacée par x (et ce symbole
est méme souvent omis), x X x X -+ X x (n—fois) se note x™ et si x est
inversible, son inverse se note x=1. De méme, on notera le neutre d’une telle
structure 1, ou 1g.

Pour éviter toute erreur, on essaiera au maximum de n’utiliser la notation addi-
tive que pour des lois qui ont les mémes propriétés que la loi + sur R.
Par exemple, noter + une lci non commutative peut-étre déroutant, ainsi que pour
une lci pour laquelle tous les éléments ne sont pas inversibles. La notation + est
en général réservée a des lci commutatives et pour lesquelles les éléments sont tous
inversibles.
Ce n’est pas le cas pour la notation multiplicative, qui est la plus couramment utili-
sée pour des lois associatives, mais sans plus. Par exemple il est fréquent d’utiliser x
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méme pour une lci non commutative et pour laquelle les éléments ne sont pas tous
inversibles. Donc faites attention, par défaut on aura zy # yz, et 2! n’existera pas
forcément !

Dans toute la suite, on adoptera la notation multiplicative, et on suppose que E a
un neutre noté 1.

Proposition 2.13. On suppose la loi x associative. Soient x,y,z € E.
1. Simplification par un inversible : si x est inversible, alors xxy = x*xz < y = z.

2. Inverse d’un produit : si x et y sont inversibles alors x x y lest aussi el
(rxy)~t =y lxz7!. Attention : I’inverse de z xy n’a aucune raison
d’étre z 7' vy~ L.

3. Puissances négatives : si x est inversible, on pose pourn € N*, 27" = (z~1)".

_ -1
Alors 7" = (2™) .

. . . . _ ) -1
4. Inverse d’un inverse : si x est inversible, ™' Uest aussi et (z7')" = .
Preuve:
(3) Par récurrence. Vrai si n = 0 ou 1. Si vrai pour n, alors x"*! x x7"7! =
Pk xxr kT =" xexTz " ="k =e.
(4) Vrai par unicité de l'inverse. O

Définition 2.14. Soit (E,*) un magma et F une partie de E. On dit que F est
une partie stable (de E par x ) si pour tous x,y € F,xxy € F.

Exemple 2.15. {—1,1} est une partie stable de (R, x), mais pas {—2,2}.

2.2 Structure de groupe

2.2.1 Définition et exemples

Définition 2.16. On appelle groupe tout magma associatif, ayant un neutre, et dont
tout élément est inversible. Si un groupe est commutatif (ce qui signifie en fait que sa
loi est commutative), il est dit abélien. Par défaut on utilise la notation multiplicative
pour un groupe, sauf pour les groupes abéliens pour lesquels on wutilise la notation
additive.

Exemple 2.17. 1. C,R,Q,Z sont des groupes pour la loi +, mais pas pour la
loi x.
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2. Pourn € N*, C", R", Q", Z" sont des groupes pour la loi +.
3. C*,R*, Q*, sont des groupes pour la loi X.

4. N n’est un groupe ni avec la loi + ni pour la loi X.

Définition 2.18. Soit X un ensemble non vide. On appelle groupe des permutations
de X lensemble des bijections de X dans X. Comme son nom l'indique, c’est un
groupe, si on le munit de la loi de composition o. On le note Sx.

2.2.2 Sous-groupes

Dans toute la suite, (G, ) est un groupe de neutre e. On adopte la notation
multiplicative

Définition 2.19. On appelle sous-groupe de G tout ensemble H vérifiant les pro-
Priétés suivantes :

1. HCG;

2.e€ H;

3. Stabilité par produit : Vr,y € Hyxxy € H ;

4. Stabilité par passage o Uinverse : VYo € H, on a x~' € H.

Exemple 2.20. Sont des sous-groupes :
1. {e} et G dans (G,*).

2. U dans (C*, x).
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3. nZ dans (Z,+).

4. H={f € Sr| f(0) =0} dans (Sr,o).

Proposition 2.21. Un ensemble H est un sous groupe de G si et seulement si H
est un sous-ensemble non vide de G et pour tout (z,y) € H?, ona x™ %y € H.

Preuve:
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2 . Groupe

O

Remarque 2.22. On obtient une proposition vraie également en remplacant ci-
dessus la condition x™ 1 xy € H par xxy~' € H.

Théoréme 2.23. Un sous-groupe muni de la loi induite du groupe est lui-méme un
groupe.

Preuve:
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O

Remarque 2.24. Il est plus facile de montrer qu’un ensemble est un sous-groupe
que de montrer que c’est un groupe (pas besoin de redémontrer l'associativité, etc.).
Par exzemple (U, X) est un groupe, vu comme sous-groupe de (C*, x).

A chaque fois que l'on essaiera de montrer qu’un ensemble est muni d’une structure
de groupe, on tentera de le voir comme un sous-groupe d’un groupe bien connu.

Remarque 2.25. La réciproque de ce théoréme est également vraie (bien que moins
utilisée) : si H est un sous-ensemble de G tel que, muni de la loi induite par celle
de G, H soit un groupe, alors H est un sous-groupe de G.

Exemple 2.26. Sin € N*, U, est un sous-groupe de (U, X), donc (Uy,, xX) est un
groupe.

2.2.3 Morphismes de groupes

Définition 2.27. Soient (G, *) et (G',4) deuz groupes et ¢ : G — G'.
1. On dit que ¢ est un morphisme du groupe (G,*) dans le groupe (G', 1), si

Vr,y € G, p(xxy) = p(x)ie(y).

2. Tout morphisme d’un groupe dans lui-méme est appelé endomorphisme.

3. Tout morphisme de G dans G’ qui est une bijection est appelé isomorphisme
de G sur G'. Dans ce cas on dit que G et G' sont isomorphes. Un morphisme
qui est a la fois un isomorphisme et un endomorphisme est appelé automor-
phisme.

Exemple 2.28. 1. (Z,+) — (Z,+),z — 2x est un morphisme, mais pas un
isomorphisme.
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2. (C*, x) = (R*, x),z +— |z|, est un morphisme, mais pas un isomorphisme.

3. (R,+) = (C*, x),x — €%, est un morphisme, mais pas un isomorphisme.

4. (R,+) = (Ri, ),z — € est un isomorphisme de réciproque In, qui est
ausst un isomorphisme.

Exemple 2.29. Etudions les applications suitvantes

1. Sin € N*,
en + (C,x) = (C,X)
z — 2"
2. SineN*etay,...,a, € K", Uapplication
en 0 (K'W+) = (K,+)
(T1,..., ) = a1+ + apx,

Dans toute la suite, (G,*) et (G',f) sont deux groupes de neutres e et €/, on
adopte une notation muliplicative, et ¢ : G — G’ est un morphisme.

Théoréme 2.30. Soit ¢ un morphisme de G sur G', on a, e et € désignant les
neutres de G et G' :

/

1. ple)=¢;
2. Vr e G, pz™) = (p(x) "
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Preuve:

Corollaire 2.31. Sous les mémes hypothéses, on a
Ve e G VkeZ o(z*) = p(z)*.
Preuve:
Soit € G. D’aprés le théoréme ci-dessus, on a
p(a?) = ple) = ¢ = p(2)".

On peut alors démontrer par récurrence que pour tout n € N, on a p(x™) = p(x)"
(Ihérédité résulte directement de la définition de morphisme).
D’apreés le théoréme ci-dessus, pour tout n € N,

p(z™) = p(an) !

d’ott p(z7") = p(z)"". On en déduit le résultat. O

Exemple 2.32. 1. C* = R* z — |z| est un morphisme de (C*, x) dans (R*, X),
donc pour tout z € C*, on a
1
|- 1=

1
| 2|

2. exp est un morphisme de (C,+) dans (C*, x), donc pour tout z € C, e™* =
1

e*”
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3. In est un morphisme de (R, x) dans (R,+), donc pour tout x € R%, on a
In(1) = —In(z).

Théoréme 2.33. 1. La composée de deux morphismes de groupes est un mor-
phisme de groupe. Plus précisément, soit (G1,%1), (Ga,*2) et (G3,%3) trois
groupes, @ un morphisme de G1 dans Gy et @ un morphisme de Gy dans Gs.
Alors 1 o ¢ est un morphisme de Gy dans Gj.

2. La fonction réciproque d’un isomorphisme (en tant qu’application bijective)
est un isomorphisme. Plus précisément, soit (G1,*1) et (Ga,*2) deux groupes
et @ un isomorphisme de G, sur Gy. Alors ! est un isomorphisme de G

sur (1.
Preuve:
O
Théoréme 2.34. 1. L’image d’un sous-groupe par un morphisme de groupes

est un Sous-groupe.

2. L’tmage réciproque d’un sous-groupe par un morphisme est un sous-groupe.

Preuve:
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O

Remarque 2.35. lorsque l’on veut montrer qu’un ensemble est muni d’une structure
de groupe, on commence toujours par essayer de l'identifier comme image réciproque
(ou directe) d’un sous-groupe d’un groupe bien connu par un morphisme.

Définition 2.36. 1. On appelle noyau de p, noté Ker v, l'image réciproque de
{€'} par ¢, autrement dit ['ensemble des antécédents de €' par ¢

Kerp ={z € G| p(z) =¢}.
2. On appelle image de ¢ notée Im p, 'image directe de G par p. Autrement dit
Imp = {p(x) | z € G}.

Théoréme 2.37. Les noyauz et les images sont des sous-groupes respectivement de

G et G.
Preuve:
Montrons que Ker ¢ est un sous-groupe de G :

1. On a évidemment Kerp C G et de plus p(e) = € donc Ker ¢ est un sous-
ensemble non vide de G.
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2. Soit z,y € Ker . Alors on a successivement

plaxy™) = ol@)be(y)
_ e/ﬁe/—l

/
= €

Donc zxy~! € Kerep.
Donc Ker ¢ est un sous-groupe de G.

O

Remarque 2.38. lorsque l’on veut montrer qu’un ensemble est muni d’une structure
de groupe, on commence toujours par essayer de 'identifier comme noyau ou image
d’un morphisme.

Exemple 2.39. U est le noyau du morphisme « module », de (C*, x) dans (R*, X).

Proposition 2.40. Soit  : G — G’ un morphisme de groupes, soit x,y € G. Alors
o(z) = p(y) si et seulement si xxy~! € Ker .

Preuve:
o) = p(y) si et seulement si (z)tp(y) " = € si et seulement si p(zxy 1) = €' O

Théoréme 2.41. 1. ¢ injectif si et seulement si Ker o = {e}.

2. o surjectif si et seulement si Imp = G'.

Preuve:
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0

Remarque 2.42. Pour montrer qu’un morphisme est injectif, on utilisera TOU-
JOURS le noyau et JAMAIS (ou presque) la méthode classique pour des fonctions
quelconques : ¢’est beaucoup plus rapide!
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