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Exercice 1 : Systéme d’EDPs d’ordre 1 (4 points)

Soit le systéme :
of —

7r = yexp(ay +y°) — (y + 22) sin(ay + 2?)

9 = 2y + (x + 2y) +y?) — asin(zy + 2?)

oy = 2Y y)exp(zy +y*) — wsin(zy + @
1. Préciser, en justifiant, sur quel domaine ce systéme est résolvable.

2. Résoudre ce systéme.
1. Posons

9(z,y) = yexp(zy + y*) — (y + 2z) sin(zy + 2°)
h(z,y) =2y + (v + 2y) exp(zy + y?) — xsin(zy + 2?)

Le systéme d’EDPs peut étre résolu sur un domaine sur lequel g et h sont C'. Or g et h
sont clairement C' sur R? comme somme, produit et composition de fonction C! sur R%. En
effet, exp(X) et sin(X) sont C! sur R tandis que xy + y? et 2y + 22 sont C' sur R? comme
polynome, d’ot 'on déduit que sin(zy + 22) et exp(zy + y?) sont C! sur R?. De plus y et
y + 2 sont trivialement C' sur R?. Ainsi g est C! sur R? comme somme et produit des
fonctions C! précédente. 11 en va de méme de h.(0.5 point)

2.
Etape 1 : Vérifions que g—g = % : (0.5 point)
(‘Tz = exp(zy +y°) +y(2y + z) exp(ay +y?) — sin(zy + %) — (y + 2x)x cos(zy + 2?)
oh _ 2 2\ _ o 2y _ 2
O — exp(ey +97) + yla + 29) explay +57) — sin(ey + 32) — 2(22 + y)a cos(ay +?)

Etape 2 : Intégrons 'une des deux EDPs : (1 point)

Soit of
5, = yexp(ay + y?) — (y + 2z) sin(zy + 2°)
alors

flz,y) = exp(zy + y*) + cos(zy + %) + K (y)

ott K est C? sur R (car y € R).



Etape 3 : On dérive f par 'autre variable :

Soit
fla,y) = exp(zy +y?) + cos(ay +2%) + K(y)
alors
of _ 2 : 9y, 0K
9y (2y + x) exp(zy + y°) — xsin(zy + =) + 3y

=2y + (= + 2y) exp(zy + y*) — zsin(zy + 2?)

d’ott 'on déduit que
K
%y =2y (1 point)
Etape 4 : On résoud 'équa diff précédente (0.5 point)

La solution de %—I; = 2y s’écrit
K(y)=y*+C
avec C € R.

Etape 5 : Solution : (0.5 point)

[z, y) = exp(ay + y*) + cos(zy + %) + y* + C

avec C € R.

Exercice 2 : EDP d’ordre 1 (4.5 points)

Soit D = {(x,y) € R? / y # +x, x # 0} et © le changement de variables de D défini par

e(@,y) = (u,v) = <x1y ; x—y>

1. Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme entre D et V, en précisant V.

2. Déterminer f de classe C! sur D qui vérifie 'équation suivante :

of ~ of
V(z,y) € D, x% + y@ = exp(z + y)

1. Montrons que ¢ est un C'-difféomorphisme de D dans V. Pour cela commencons par écrire
proprement le changement de variables

v D — V=R\{0;2} x R\{0;2}
(z,y) = () =g,y = (3 v —y)

(a) ¢ est C! sur D si et seulement si u et v sont C! sur D. Or u(z,y) = (z +y)/x est C sur
D comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annulle jamais sur D. De plus
v(z,y) = x — y est trivialement C! sur D. (0.5 point).



(b) Nous allons maintenant montrer que ¢ réalise bien une bijection de D dans V.

= 1y = =(u—1 =(u—1
u= T+y=ur y=(u—1x y=(u—1zx
v=x—y =0 |v=x—y V=2 =Y V=2 —UuUr -+

y=(u—1z y =l
— = 2-u (0.5 point)
v=02-uxr w2 |r=5"
Ainsi ¢ réalise bien une bijection de D dans V et de plus
otV = D

(u,v) = (z,9) =¢ Hu,v) = <ﬁ : (“2:113”)

(c) =1 est C! sur V si et seulement si les applications composantes x et y sont C* sur V. Or
ces deux applications sont C! sur V comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule jamais sur V. (0.5 point)

2. Passons maintenant a la résolution de 'EDP.

Introduisons la nouvelle fonction ¢ qui dépend des variables u et v en posant

xr+y

f=go0 = flz,y) = g(p(z,y)) =g( ,:c—y) (0.5 point)

Calculons maintenant les dérivées partielles de f en fonction de celles de g

of _0g0du 0gov _ ydg OJg | .
Oor  Ouolx + ov Oz 22 0u + 90 (0.5 point)

Of 0gou O9gdv 1dg 0Oy

== = === 0.5 point
Jdy  Oudy + Ovdy xdu Ov (05 point)
Injectons maintenant ces expressions dans 'EDP
0 0 0 0 0 0 0
exp(a+y) = 20d 4,00 — 999, 99 yO9 09 9

ox oy T 0u ov  xou o (- y)%

on obtient donc 9
(z — y)a% = exp(z +y)
orv=x—yetr+y=uv/(2—u), donc

dg uv dg 1 uv )
P — L = 0.5 t
You — P (2—u> v£0 OV v P (2—u> (05 point)

H(u,v) = K (u) +/11)exp <2““

—Uu

Notons alors

) dv (0.5 point)

ott K est C! sur R\{0;2}.

Finalement

f(m,y):g<x;_y,w—y> :H<$Iy,m—y> —|—K(xl_y> (0.5 point)




Exercice 3 : Résolution d’une EDP d’ordre 2 (8 points)

Soit ¢ le changement polaire dans A = R%} x R. Soit f une application de classe C? sur A, et g
application définie sur ¢ ~1(A) par g(r,0) = f o ¢(r,0) = f(z,y).
1. Rappeler I'expression de ¢~ !(x,y) et l’ensemble B = o 1(A).

dg Og 0%g 02
2. Calculer I'expression de 52, 99, 54, 559 et 3 &5 en fonction de celles de f et uniquement des

variables x et .
3. Déterminer f de classe C? sur A qui vérifie 'équation

*f  *f 2 *f 8f of 2, 9 55
V(z,y) € A, xy(agﬂ—aﬁ>+(x )8m8y Yo T 8—y+($ —i—y)cos(\/m)

1. (0.5 point)
(9) = (10) =97 (r,y) = (Va2 47 5 Arctan(2))

2. Pour rappel :

Calcul des dérivées partielles de ¢ :

dg/0r : (0.5 point)

dg Ofox Ofdv g . g

o " oror Tovar W, Tein@
__x o _y 0of
Va2 +y20r (/a2 442 0y

0g/06 : (0.5 point)

dg Ofox  Ofdv i af g
20— 9290 + = 5090 TSIH(Q)% + 7 cos(6) By
)
N y@x 8y

9%g/0r* : (1 point)
g 0 of of\ .0 (of ' 9 (of
22 = o (cob(Q)% + 51n(9)8—y> = 005(0)5 <8:13) + s1n(0)§ <8y>
0 0 0 0 o o
= cos(0) [008(9)% + sin(ﬁ)a—y] <8£> + sin(6) [003(0)% + sin(a)@} (({95)

2f 82f 82f
- T 1 9cos(B)si in2(6) S
cos (9)8 5 + 2cos(0) sin(0) 920y + sin“(0) 952
2t 9%f N 20y O%f v 0%f
224y 022 22492020y a2 42 0y




02g/06? : (1 point)

gzg = %( - rsin(ﬁ)% + rcos(@)gi)
=—r cos(@)gi - rsm(&)é?a (gi) — rsin(&)ggj + Tcos(@)aae <8£>
=—r cos(e)% + 72 sin2(0)gz”§ — 2r%sin(0) cos() ggy - rsin(@)g‘g + 1% cos?(6) ;yf
0%g/0rdd : (1 point)
P00 ()21 ol v
=— sm(@)g‘i - rsin(G)a (g‘;) + COS(G)g';; + Tcos(H)a— <g‘§>
=— sm(@)% — rsin(#) cos(f) ‘;; — rsin?(f) ;;gy
+ COS(Q)'; + 1 cos?(6) affg + 7 cos(0) sm(@)g?;
_ of vy  O*f a? - 82f x 8f vy  O%f

\/xQ—i—y O[22 142 022 \/$2+y28x8y Va2 + g2 Oy \/x2+y237?/2

3. Prenons la derniére expression est multiplions-la par \/x? + y2 (possible car # 0). On obtient
alors

VTR = (G ) g e v

orob oy?  0x? 0x0 Oy Yoz

Or, a droite, on reconnait une partie de 'EDP proposée. On a ainsi

2 2 2 2
vty aage_xy<w_w>+(x2_92> Lo O a2y cos(va? + )

oy 0z Oxdy oy Ox

on déduit donc que

2
Va?+ y2767“ g _ (2% + %) cos(v/ 22 + 32)

ce qui conduit a

2
887'899 Va2 + y? cos(v/ 22 + y?) = rcos(r)



Finalement, on a
0%g
orof

= rcos(r) (2 points)
qui a pour solution
g(r,0) = [cos(T) + Tsin(r)} x0+C (1 point)

avec C € R.

Finalement
flz,y) = g(\/ x? +y?, Arctan(y/:v))

= [COS(\/{L‘Q +12) + V22 + y?sin(y/22 + yQ)} x Arctan(y/z) + C (0.5 point)

Exercice 4 : Classe C? (8.5 points)

Soit la fonction f définie par

CATAR (z
y) # (0,0)
z,y) = Y
f@:9) {O sinon
1. Montrer que la fonction f est de classe C? sur R?.

2. Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

1.
Sur R2\{(0,0)} : (0.5 point)
Iapplication f est C! sur R?\{(0,0)} comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule jamais.

On doit maintenant calculer les dérivées partielles premiéres et secondes sur R? et véri-
fier qu’elles sont bien continues.

Dérivées partielles premiéres :

af _ 3$2y3($2 + y2) - 2$4y3 . 31’4:1/3 + 3$2y5 . 2x4y3
07 | (2 )£ (0.0) (22 +y?)? CCENPIE
4083 13025 2,3 (22 1 342
_ 2ty 3270 2?2 +3y°) (0.5 point)
(22 + y2)2 (@2 + y2)2
Comme la fonction f est symétrique par permutation des x et des y, on sait que 'on peut
obtenir % en changeant tous les x en y et tous les y en x
Y1(@y)#(0,0)
of 3y (2 + y?) — 2yt
0 |2 y)#(0.0) (a2 +y2)?
2,.3(,2 2
Yy (y* + 3x*) )
= W (0.5 point)

6



of i LEQ =00 020 (0.5 point)
ox (0,0) t—0 t t—0
oy 0D =J00) ) 020, (0.5 point)
y (0,0) t—0 t t—0 ¢

nous n’allons pas étudier la continuité de ces dérivées partielles en (0,0) car d’aprés I’énoncé
la fonction est C2 en (0,0) ce qui implique bien la continuité des dérivées partielles premiéres.

Dérivées partielles secondes :

*f (423 + 62y°) (2? + %)% — da(2? + ) (2'y® + 32%y°)
022 | (4.4)(0,0) (2% +y2)*
_ (4a3y? + 6xyP) (22 + y?) — dz(aty? + 322y0)
- (22 + 32)3
6zy” — 223y° .
= W (0.5 point)
Méme si on peut encore une fois obtenir f par simple symétrie, je pense que la

0 | (24)£(0,0)
plupart des éléves feront le calcul explicite

>f _ (62°y + 42°y%) (2 + y*)® — dy(2® + y*) (32%y® + 27y")
Y2 | (2, 2(0,0) (22 +y2)*

_ (6% +42%y%) (2 + y?) — 4y (32°y® + 2°y*)

(1’2 + y2)3
6yx’ — 2930 )
== 0.5 t
@1 ) (0.5 point)
0% f 0% f

Y0z |4 ) £00)  9TY | (2)2(0,0)
22y (1422y% + 3at + 3y4)

= @1 (0.5 point)
Calcul des dérivées secondes en (0,0) :
2
a—‘é = Eﬁl = lim} 8—f — 87f =0 (0.5 point)
8:U (070) 8$ ax (0’0) t—0 t aﬂ? (t,O) 8.’[ (070)

7



2

0 £ = 99/ = lim1 or _9f =0 (0.5 point)
9 loo)  WWloo) 0t Wiy Wl

0°f oofl . 1lof afl |

= — — =0 (0.5 point

°f | _oof _, 1loff _of
ayal‘ (0,0) 8y 8.T (0,0) t—0 t i ax (O,t) a.’f (0’0)_

=0 (0.5 point)

Il ne reste plus qu’a vérifier que les 3 applications sont bien continues en (0,0) c’est-a-dire
que les applications dérivées secondes pour (z,y) # (0,0) tendent bien vers 0. Pour cela, on
peut passer en coordonnées polaires en posant x = pcos(6) et y = psin(h).

82—f =p? [6 cos(6) sin”(#) — 2 cos>(8) sin5(9)} — 0= & (0.5 point)
02 | (1.4)(0,0) o0 9% ()

donc % est continue sur R2.
>*f 2 7 .3 5 O*f :
el =p [6 sin(#) cos' (8) — 2sin”(#) cos (9)} — 0= == (0.5 point)
OY* |(2)(0,0) P20 0y o)

2 .
donc g—y]; est continue sur R2.

0% f
oxdy

0% f
_ 2 200) cin2 200 ain? 4 4 _
=p [cos (0) sin“(6)(14 cos*(#) sin“(#) + 3 cos™(#) + 3sin (9)} m 0= 920y

(z,y)#(0,0) (0,0)

(0.5 point)
donc % est continue sur R2.
Finalement f est bien C? sur R2.

. C? est une condition suffisante mais non nécessaire d’existence du gradient et de la matrice
Hessienne. On peut donc calculer ces deux objets sur R?.

Pour le gradient : (0.5 point)

af
02 | (2,4)#(0,0)
of

% | (@,4)#(0,0)

¥ £(0,0) = (8)

V(:L’,y) # (070)7 ﬁf(wvy) =

tandis que



Pour la matrice Hessienne : (0.5 point)

7 s
0z? |, 920y |,
V(z,y) # (0,0), Hy(z,y) = | g, (W07O0 0, 0700

2)#0,0) O |(2,4)#(0,0)

H(0,0) = <8 g)

oxdy (

Tandis que



