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Exercice 1 : 

1. 

ker𝑔 = {𝜆(1,1,1) | ∀𝜆 ∈ ℝ} 

Soit 𝑤 = (1,1,1) 

ker𝑔 = 𝑉𝑒𝑐𝑡((𝑤)) 

Alors (𝑤) est une base de ker𝑔 et dim(ker𝑔) = 1 

2. 

La famille (𝑤, (1,0,0), (0,0,1)) est une famille libre composée de 3 vecteurs, elle engendre donc ℝ3 

Ainsi, 𝑉 = 𝑉𝑒𝑐𝑡((1,0,0), (0,0,1)) est un supplémentaire de ker𝑔 dans ℝ3 

3. 

(1,1,1) ∈ ker𝑔 donc 𝑔(1,1,1) = 0 

𝑔(1,1,1) = 𝑔(1,0,0) + 𝑔(0,1,0) + 𝑔(0,0,1) car 𝑔 est linéaire 

𝑔(1,0,0) + 𝑔(0,1,0) + 𝑔(0,0,1) = 0 

(3,1,0) + (1,2,0) = −𝑔(0,1,0) 

−(4,3,0) = 𝑔(0,1,0) 

𝑔(0,1,0) = (−4,−3,0) 

 4. 

𝑀ℬ𝑐(𝑔) = (
1 −4 1
0 −3 2
0 0 0

) 

5. 

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 − 4𝑦 + 𝑧,−3𝑦 + 2𝑧, 0) 

 

Exercice 2 : 

1. 

𝑀ℬ𝑐(𝑓) = (
2 0 0
0 1 1
1 1 1

) 

2. 

On développe selon la première ligne. 
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det(𝐴) = 2 |
1 1
1 1

| = 0 

La matrice 𝐴 n’est pas inversible donc 𝑓 n’est pas un isomorphisme de ℝ3. 

3. 

Si (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ker 𝑓, 

{

2𝑥 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
} 

{
𝑥 = 0
𝑧 = −𝑦

} 

ker 𝑓 = {(0, 𝑦, −𝑦), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3} = {𝑦(0,1, −1), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3} = 𝑉𝑒𝑐𝑡((0,1,−1)) 

Posons 𝑤 = (0,1,−1) 

Alors (𝑤) est une base de ker(𝑓) 

dim(ker 𝑓) = 1 

D’après le théorème du rang, 𝑟𝑔(𝑓) = dim(ℝ3) − dim(ker 𝑓) = 2 

Pour trouver une base de 𝐼𝑚(𝑓), nous devons extraire deux vecteurs libres des colonnes de 𝑀ℬ𝑐(𝑓). 

On pose 𝑢 = (2,0,1) ∈ 𝐼𝑚(𝑓) et 𝑣 = (0,1,1) ∈ 𝐼𝑚(𝑓). La famille (𝑢, 𝑣) est libre, or 𝑟𝑔(𝑓) = 2, donc 

elle engendre 𝐼𝑚(𝑓). 

Alors (𝑢, 𝑣) est une base de 𝐼𝑚(𝑓). 

4. 

Soit ℱ la famille (𝑢, 𝑣, 𝑤) 

𝑀𝑎𝑡ℬ𝑐(ℱ) = (
2 0 0
0 1 1
1 1 −1

)~𝐿 (
2 0 0
0 1 1
0 1 −1

)~𝐿 (
2 0 0
0 1 1
0 0 −2

) 

𝑟𝑔 (𝑀𝑎𝑡ℬ𝑐(ℱ)) = 3,𝑀𝑎𝑡ℬ𝑐(ℱ) est inversible donc ℱ est libre. 

ℱ est une famille libre de 3 vecteurs de ℝ3 donc elle engendre ℝ3 

Ainsi ker(𝑓) + 𝐼𝑚(𝑓) = ℝ3 

Or dim(ker(𝑓)) + dim(𝐼𝑚(𝑓)) = dim(ℝ3) 

Donc ℝ3 = ker(𝑓)⊕ 𝐼𝑚(𝑓) 

5a. 

𝑀𝑎𝑡ℬ𝑐(ℬ) = (
0 0 2
−1 1 −1
1 1 0

)~𝐿 (
1 1 0
−1 1 −1
0 0 2

)~𝐿 (
1 1 0
0 2 −1
0 0 2

) 

𝑟𝑔 (𝑀𝑎𝑡ℬ𝑐(ℬ)) = 3 

Donc ℬ est une base de ℝ3 



5b. 

𝑓(𝑣1) = 𝑓(0,−1,1) = 0 

𝑓(𝑣2) = (0,2,2) = 2𝑣2 

𝑓(𝑣3) = (4,−1,1) = (4,−2,0) + (0,1,1) = 𝑣2 + 2𝑣3 

𝑇 = (
0 0 0
0 2 1
0 0 2

) 

5c. 

La propriété est vérifiée pour 𝑛 = 1 

Supposons qu’elle est vraie pour 𝑘 ≥ 1 et montrons qu’elle est vraie pour 𝑘 + 1 

𝑇𝑘+1 = 𝑇(𝑇𝑘) = (
0 0 0
0 2 1
0 0 2

)(
0 0 0
0 2𝑘 𝑘2𝑘−1

0 0 2𝑘
) = (

0 0 0
0 2 × 2𝑘 2(𝑘2𝑘−1) + 2𝑘

0 0 2 × 2𝑘
)

= (
0 0 0
0 2𝑘+1 (𝑘 + 1)2𝑘

0 0 2𝑘+1
) 

Par récurrence, pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗,  

𝑇𝑛 = (
0 0 0
0 2𝑛 𝑛2𝑛−1

0 0 2𝑛
) 

6a. 

𝑃 = (
0 0 2
−1 1 −1
1 1 0

) 
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6b. 

𝐴 = 𝑃𝑇𝑃−1 

6c. 

Utilisons l’algorithme de Gauss-Jordan. 



(
0 0 2 1 0 0
−1 1 −1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

) 

(
1 1 0 0 0 1
−1 1 −1 0 1 0
0 0 2 1 0 0

) 𝐿1 ↔ 𝐿3 

(
1 1 0 0 0 1
0 2 −1 0 1 1
0 0 2 1 0 0

) 𝐿2 ← 𝐿2 + 𝐿1 

(
1 1 0 0 0 1
0 4 −2 0 2 2
0 0 2 1 0 0

) 𝐿2 ← 2𝐿2 

(
4 4 0 0 0 4
0 4 0 1 2 2
0 0 2 1 0 0

) 𝐿1 ← 4𝐿1, 𝐿2 ← 𝐿2 + 𝐿3 

(
4 0 0 −1 −2 2
0 4 0 1 2 2
0 0 2 1 0 0

) 𝐿1 ← 𝐿1 − 𝐿2 
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