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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte cinq exercices. L’ordre dans lequel ceux-ci sont traités n’est pas imposé.

♣ ♣ ♣

Exercice 1. Calculer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

√
x(x2 +

√
x)−

√
x3.

2. lim
x→1

1− x2

1− x3
.

3. lim
x→0

(ex − 1)

5x + x2
.

4. lim
x→+∞

E(ln(x))

x
.

Où E(ln(x)) désigne la partie entière de ln(x).

Exercice 2.

1. Donner la définition exacte, avec les quantificateurs, des propositions suivantes :

a) lim
x→a

f(x) = `, où a et ` sont des nombres réels.

b) lim
x→−∞

f(x) = +∞.

2. Utiliser la définition exacte (avec les quantificateurs) pour prouver que :

lim
x→−5

x + 5

x− 5
= 0.

On pourra supposer x ≤ 0.

Exercice 3. Soit f la fonction définie sur ]0,+∞[ par

f(x) =

√
5x− x√
3x + x

.

1. Étudier la continuité de f .
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2. Montrer que l’on peut prolonger f par continuité en 0 par une fonction continue f̃ .
Déterminer f̃ .

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur R par

f(x) =

{
x2−4x+3

x−3 si x > 3

eax + ax si x ≤ 3

où a ∈ R.

1. Déterminer lim
x→3+

x2 − 4x + 3

x− 3
.

2. Montrer que f est continue sur R \ {3}.
3. Montrer qu’il existe a ∈ [0, 1] tel que f est continue en x = 3.

Indication : Pensez à appliquer le TVI à la fonction

g(a) = e3a + 3a− 2.

Exercice 5.

1. Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f([0, 1]) ⊂ [0, 1]. On considère la fonction

g(x) = f(x)− 5x− 2x2.

(a) Montrer que g est continue sur [0, 1].

(b) Montrer qu’il existe c ∈
[
0, 12
]

tel que

f(c) = 5c + 2c2.

2. Montrer que l’équation x2(cos(x))5 + x sin(x) + 1 = 0 admet au moins une solution réelle.
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