Analyse 2 — DS3 2021/2022

Correction proposée par Mathis S.

Exercice 1 :
1.

Vx €] — 1,1], le probléme se réécrit :

, 2x _ 1
Y 1—xzy_1—x2

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.
2x
1 — x2

A(x) =In(1 —x?)

a(x) =—

b(x) =

1—x2

Calculons les solutions de I'équation homogéne associée :

Les solutions sont de la forme :

A
1—x2

yy = leA0) = Jo—In(1-x?) — A(eln(l—xz))_l —

A
1—x2

Yy =

Calculons une solution particuliére de cette équation, par variation de la constante :

A(x)

yP_l—.XZ

A 1—x%)+ 2xA A
yh) = 2O (1:32; 02

2x _1

A'(x) 2x 2x A(x) 1
1—x? +/1(x)(1—x2)2 _(1—x2)(1—x2> T 1«2

Détermination de I'ensemble des solutions de I'équation différentielle




Y6 =Yu tYp

_ A+x
Ve =1 42
Vérification :
,()_1—x2+2x(/1+x)_(1—x2+2/1x+2x2)_x2+2/1x+1
YWETTa oy T (1—x2)? T T (-ax2)2

x2+2/1x+1—21x—2x2_1—x2_
1—x2 T 1—x2

(1—x?)y" —2xy = 1

Résolution du probléme de Cauchy

y0)=21=1

_ 1+x _ 1
y_l—xz_l—x

2.
y'" — 6y’ + 13y = 29¢72*
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre.

Calculons les solutions de I'équation homogéne associée :

Y — 6y’ +13y =0

Soity = e, y' = re™,y" = rZe™™
r?—6r+13)e™ =0
r2—6r+13 =0
r2—23r)+9+4=0
(r—3)*=-4

r=312i

y = e3*(Acos(2x) + usin(2x))

Calcul d’une solution particuliére :

g(x) = 29e~2*

g(x) est de la forme e** avec @ = —2 n’est pas racine de I'équation caractéristique. On cherche des
solutions de la forme :

yp = 8e™ %
yp = —28e~%*
yi = 452

y§ — 6yp + 13yp = 29e~%¥



e ?*5(4 412 + 13) = 29¢ 2%

29e7%%5 = 29

§=1

2x

Donc une solution particuliere de I'équation différentielle est yp = e~

Détermination de I'ensemble des solutions de I'’équation différentielle

Yo =Yu tYp

ye = e3*(Acos(2x) + usin(2x)) + e~2*

Vérification :

y¢ = 3e3*(Acos(2x) + usin(2x)) + e3*(2u cos(2x) — 24 sin(2x)) — 2e™%*
ye = e3*((31 + 2u) cos(2x) + (3u — 21) sin(2x)) — 2e~2*

v = 3e3*((31 + 2u) cos(2x) + (3u — 24) sin(2x))
+ e3x((6y — 41) cos(2x) — (64 + 4u) sin(zx)) + 4e2x

v = e3*((54 + 12u) cos(2x) + (5u — 122) sin(2x)) + 4e™2*

y¢ —6yc + 13y
= e3*((51+ 12u — 181 — 12u + 132) cos(2x)
+ (5u—121—-18u + 124+ 13u) sin(Zx)) +(4+12+13)e %
= e3*(0 cos(2x) + 0sin(2x)) + 29e~%*

Résolution du probléme de Cauchy

y0)=1+1=0-1=-1
y' = e3*((2u—3) cos(2x) + Bp + 2) sin(2x)) — 2e~#
y'(0)=Q@2u-3)-2=0
2u=>5
5
u==x

_ 3% E : _ —2x
y=e 2sm(2x) cos(2x) | +e

Exercice 2 :

1.

1 i
I = fo 11 dx = [arctan(x)]} = arctan(1) = 1

2.



NgE

n 1k2+nZ k=1n2<(%)2+1> nk:1(%)2+1

Par somme de Riemann:

S—fi L oge=1="
L R

&
Il

Exercice 3 :

1.1.

1 er
I = dx
! fo e*+1

On poseu = e*

du = e*dx

¢ u €1+4u e 1 .
Il:,[l 1+udu:f1 1+udu__[1 1+ud”:[u—ln(1+u)]1=e—ln(1+e)—1+ln(2)

2
=e—1+ln( )
1+e

1.2.
1 2
I, =f x3e* dx
0

On pose t = x?

dt = 2x dx

x3e*’ dx = x%e*” xdx = %tetdt
11

I, = E-fo tetdt

On pose

ul®) =t,u'(t) =1

v'(t) =et,v(t) = et

Par intégration par parties,

1 1 (1
[, == tl__f t
5 2[te]o 2Oedt
1 1
12=§[tet_et]%=§



2x+1

P == -
osons f(%) = 32

x2+3x+2=(x+1D(x+2)

¢ + A eER
x+1 x+2'a’ﬁ

2x+1=a(x+2)+pB(x+1)

fl) =

Avecx =—-1,—-1=a«a
Avecx = —2,-3=—-(,=3

1 3

f(x):_x+1+x+2

p f dx +3f dx
N x+1 x+2

P=—In|x+ 1|+ 3In|x + 2|

Exercice 4 :
1.

Utilisons le changement de variable t = % - X

NS

(—dt)

2 cos(x) (2 sin (— - ) _(° sin(®)
J;) sin(x) + cos(x) dx = fo cos (% _ x) + sin (% _ x) dx = _ér sin(t) + cos(t)

_Jz sin(t) dt
- o sin(t) + cos(t)

Donc

B 3 cos(x) B 7 cos(x)
-, =)

sin(x) + cos(x) x= sin(x) + cos(x) x

T T
o = J‘E cos(x) o+ f? cos(x)
0 0

sin(x) + cos(x) sin(x) + cos(x)

T

21 Fw z

= x:—
0 2
s

==
4

2.

t = cos(x)

dt = —sin(x) dx



1 dt _(° —sin(x) P sin(x) P
J;, t+vV1—t2 fg cos(x) + sin(x) x= fo sin(x) + cos(x) ¥



