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Exercice 1 : 

1. 

∀𝑥 ∈] − 1,1[, le problème se réécrit : 

𝑦′ −
2𝑥

1 − 𝑥2
𝑦 =

1

1 − 𝑥2
 

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. 

𝑎(𝑥) = −
2𝑥

1 − 𝑥2
 

𝐴(𝑥) = ln(1 − 𝑥2) 

𝑏(𝑥) =
1

1 − 𝑥2
 

Calculons les solutions de l’équation homogène associée : 

Les solutions sont de la forme : 

𝑦𝐻 = 𝜆𝑒−𝐴(𝑥) = 𝜆𝑒− ln(1−𝑥2) = 𝜆(𝑒ln(1−𝑥2))
−1

=
𝜆

1 − 𝑥2
 

𝑦𝐻 =
𝜆

1 − 𝑥2
 

Calculons une solution particulière de cette équation, par variation de la constante : 

𝑦𝑃 =
𝜆(𝑥)

1 − 𝑥2
 

𝑦𝑃
′ (𝑥) =

𝜆′(𝑥)(1 − 𝑥2) + 2𝑥𝜆(𝑥)

(1 − 𝑥2)2
=

𝜆′(𝑥)

1 − 𝑥2
+ 𝜆(𝑥)

2𝑥

(1 − 𝑥2)2
 

𝑦𝑃
′ −

2𝑥

1 − 𝑥2
𝑦𝑃 =

1

1 − 𝑥2
 

𝜆′(𝑥)

1 − 𝑥2
+ 𝜆(𝑥)

2𝑥

(1 − 𝑥2)2
− (

2𝑥

1 − 𝑥2
) (

𝜆(𝑥)

1 − 𝑥2) =
1

1 − 𝑥2
 

𝜆′(𝑥)

1 − 𝑥2
=

1

1 − 𝑥2
 

𝜆′(𝑥) = 1 

𝜆(𝑥) = 𝑥 

𝑦𝑃 =
𝑥

1 − 𝑥2
 

Détermination de l’ensemble des solutions de l’équation différentielle 



𝑦𝐺 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃 

𝑦𝐺 =
𝜆 + 𝑥

1 − 𝑥2
 

Vérification : 

𝑦′(𝑥) =
1 − 𝑥2 + 2𝑥(𝜆 + 𝑥)

(1 − 𝑥2)2
=

(1 − 𝑥2 + 2𝜆𝑥 + 2𝑥2)

(1 − 𝑥2)2
=

𝑥2 + 2𝜆𝑥 + 1

(1 − 𝑥2)2
 

(1 − 𝑥2)𝑦′ − 2𝑥𝑦 =
𝑥2 + 2𝜆𝑥 + 1 − 2𝜆𝑥 − 2𝑥2

1 − 𝑥2
=

1 − 𝑥2

1 − 𝑥2
= 1 

Résolution du problème de Cauchy 

𝑦(0) = 𝜆 = 1 

𝑦 =
1 + 𝑥

1 − 𝑥2
=

1

1 − 𝑥
 

 

2. 

𝑦′′ − 6𝑦′ + 13𝑦 = 29𝑒−2𝑥 

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du deuxième ordre. 

Calculons les solutions de l’équation homogène associée : 

𝑦′′ − 6𝑦′ + 13𝑦 = 0 

Soit 𝑦 = 𝑒𝑟𝑥 , 𝑦′ = 𝑟𝑒𝑟𝑥 , 𝑦′′ = 𝑟2𝑒𝑟𝑥 

(𝑟2 − 6𝑟 + 13)𝑒𝑟𝑥 = 0 

𝑟2 − 6𝑟 + 13 = 0 

𝑟2 − 2(3𝑟) + 9 + 4 = 0 

(𝑟 − 3)2 = −4 

𝑟 = 3 ± 2𝑖 

𝑦 = 𝑒3𝑥(𝜆 cos(2𝑥) + 𝜇 sin(2𝑥)) 

Calcul d’une solution particulière : 

𝑔(𝑥) = 29𝑒−2𝑥 

𝑔(𝑥) est de la forme 𝑒𝛼𝑥 avec 𝛼 = −2 n’est pas racine de l’équation caractéristique. On cherche des 

solutions de la forme : 

𝑦𝑃 = 𝛿𝑒−2𝑥 

𝑦𝑃
′ = −2𝛿𝑒−2𝑥 

𝑦𝑃
′′ = 4𝛿𝑒−2𝑥 

𝑦𝑃
′′ − 6𝑦𝑃

′ + 13𝑦𝑃 = 29𝑒−2𝑥 



𝑒−2𝑥𝛿(4 + 12 + 13) = 29𝑒−2𝑥 

29𝑒−2𝑥𝛿 = 29𝑒−2𝑥 

𝛿 = 1 

Donc une solution particulière de l’équation différentielle est 𝑦𝑃 = 𝑒−2𝑥 

Détermination de l’ensemble des solutions de l’équation différentielle 

𝑦𝐺 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃 

𝑦𝐺 = 𝑒3𝑥(𝜆 cos(2𝑥) + 𝜇 sin(2𝑥)) + 𝑒−2𝑥 

Vérification : 

𝑦𝐺
′ = 3𝑒3𝑥(𝜆 cos(2𝑥) + 𝜇 sin(2𝑥)) + 𝑒3𝑥(2𝜇 cos(2𝑥) − 2𝜆 sin(2𝑥)) − 2𝑒−2𝑥 

𝑦𝐺
′ = 𝑒3𝑥((3𝜆 + 2𝜇) cos(2𝑥) + (3𝜇 − 2𝜆) sin(2𝑥)) − 2𝑒−2𝑥 

𝑦𝐺
′′ = 3𝑒3𝑥((3𝜆 + 2𝜇) cos(2𝑥) + (3𝜇 − 2𝜆) sin(2𝑥))

+ 𝑒3𝑥((6𝜇 − 4𝜆) cos(2𝑥) − (6𝜆 + 4𝜇) sin(2𝑥)) + 4𝑒−2𝑥 

𝑦𝐺
′′ = 𝑒3𝑥((5𝜆 + 12𝜇) cos(2𝑥) + (5𝜇 − 12𝜆) sin(2𝑥)) + 4𝑒−2𝑥 

𝑦𝐺
′′ − 6𝑦𝐺

′ + 13𝑦𝐺

= 𝑒3𝑥((5𝜆 + 12𝜇 − 18𝜆 − 12𝜇 + 13𝜆) cos(2𝑥)

+ (5𝜇 − 12𝜆 − 18𝜇 + 12𝜆 + 13𝜇) sin(2𝑥)) + (4 + 12 + 13)𝑒−2𝑥

= 𝑒3𝑥(0 cos(2𝑥) + 0 sin(2𝑥)) + 29𝑒−2𝑥 

Résolution du problème de Cauchy 

𝑦(0) = 𝜆 + 1 = 0 → 𝜆 = −1 

𝑦′ = 𝑒3𝑥((2𝜇 − 3) cos(2𝑥) + (3𝜇 + 2) sin(2𝑥)) − 2𝑒−2𝑥 

𝑦′(0) = (2𝜇 − 3) − 2 = 0 

2𝜇 = 5 

𝜇 =
5

2
 

𝑦 = 𝑒3𝑥 (
5

2
sin(2𝑥) − cos(2𝑥)) + 𝑒−2𝑥 

 

Exercice 2 : 

1. 

𝐼 = ∫
1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

= [arctan(𝑥)]0
1 = arctan(1) =

𝜋

4
 

2. 



𝑆𝑛 = ∑
𝑛

𝑘2 + 𝑛2

𝑛

𝑘=1

= ∑
𝑛

𝑛2 ((
𝑘
𝑛

)
2

+ 1)

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛
∑

1

(
𝑘
𝑛)

2

+ 1

𝑛

𝑘=1

 

Par somme de Riemann : 

𝑆𝑛 = ∫
1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

= 𝐼 =
𝜋

4
 

 

Exercice 3 : 

I.1. 

𝐼1 = ∫
𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

0

 

On pose 𝑢 = 𝑒𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝐼1 = ∫
𝑢

1 + 𝑢
𝑑𝑢

𝑒

1

= ∫
1 + 𝑢

1 + 𝑢
𝑑𝑢

𝑒

1

− ∫
1

1 + 𝑢
𝑑𝑢

𝑒

1

= [𝑢 − ln(1 + 𝑢)]1
𝑒 = 𝑒 − ln(1 + 𝑒) − 1 + ln(2)

= 𝑒 − 1 + ln (
2

1 + 𝑒
) 

I.2. 

𝐼2 = ∫ 𝑥3𝑒𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

On pose 𝑡 = 𝑥2 

𝑑𝑡 = 2𝑥 𝑑𝑥 

𝑥3𝑒𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥2

 𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 

𝐼2 =
1

2
∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡

1

0

 

On pose 

𝑢(𝑡) = 𝑡, 𝑢′(𝑡) = 1 

𝑣′(𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑣(𝑡) = 𝑒𝑡 

Par intégration par parties, 

𝐼2 =
1

2
[𝑡𝑒𝑡]0

1 −
1

2
∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡

1

0

 

𝐼2 =
1

2
[𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡]0

1 =
1

2
 

II. 



Posons 𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

𝑥2 + 3𝑥 + 2
 

𝑥2 + 3𝑥 + 2 = (𝑥 + 1)(𝑥 + 2) 

𝑓(𝑥) =
𝛼

𝑥 + 1
+

𝛽

𝑥 + 2
, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ 

2𝑥 + 1 = 𝛼(𝑥 + 2) + 𝛽(𝑥 + 1) 

Avec 𝑥 = −1, −1 = 𝛼 

Avec 𝑥 = −2, −3 = −𝛽, 𝛽 = 3 

𝑓(𝑥) = −
1

𝑥 + 1
+

3

𝑥 + 2
 

𝑃 = − ∫
𝑑𝑥

𝑥 + 1
+ 3 ∫

𝑑𝑥

𝑥 + 2
 

𝑃 = − ln|𝑥 + 1| + 3 ln|𝑥 + 2| 

 

Exercice 4 : 

1. 

Utilisons le changement de variable 𝑡 =
𝜋

2
− 𝑥 

∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) + cos(𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫
sin (

𝜋
2

− 𝑥)

cos (
𝜋
2

− 𝑥) + sin (
𝜋
2

− 𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫
sin(𝑡)

sin(𝑡) + cos(𝑡)
(−𝑑𝑡)

0

𝜋
2

= ∫
sin(𝑡)

sin(𝑡) + cos(𝑡)
𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Donc 

𝐼 = ∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) + cos(𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) + cos(𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

2𝐼 = ∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) + cos(𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) + cos(𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

2𝐼 = ∫ 1𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
𝜋

2
 

𝐼 =
𝜋

4
 

 

2. 

𝑡 = cos(𝑥) 

𝑑𝑡 = − sin(𝑥) 𝑑𝑥 



∫
𝑑𝑡

𝑡 + √1 − 𝑡2

1

0

= ∫
− sin(𝑥)

cos(𝑥) + sin(𝑥)
𝑑𝑥

0

𝜋
2

= ∫
sin(𝑥)

sin(𝑥) + cos(𝑥)
𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
𝜋

4
 

 


