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Correction proposée par Mathis S.

Exercice 1 :

Dans cet exercice, on considere que (x,y,z) € R3

1.

Pour montrer que u,, uz et us sont liés, on cherche une solution non nulle de xu; + yusz + zus = 0

On peut le montrer en vérifiant que le rang de la matrice associée est strictement inférieur a 3.
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Le rang de la matrice associée est 2 < 3.

Il existe une solution non nulle de I'équation xu; + yus; + zus =0

Les vecteurs uq, us, ug sont donc liés.

2.

u; et u, ne sont pas colinéaires donc la famille (uq, u,) est libre.

Montrons que cette famille engendre F. Il suffit de vérifier que us, uy, us € Vect(uq,u,)

Vérifions donc, par la méme méthode que la question précédente, que (uq, u,, usz) et (uq, Uy, uy) sont
des familles liées.

Pour u3:

Ecrivons la matrice associée a I'équation xuq + yu, + zuz =0
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Pour I'équation xu; + yu, + zuz = 0, le rang de la matrice associée est < 3 donc il existe une
solution non nulle. La famille (uq, u,, u3) est liée, us € Vect(uq,u,)

Pour u4 :

Ecrivons la matrice associée a I'équation xu; + yu, + zuy, = 0

[ 1 2 -5
-2 -1 =2
3 1 5
-1 2 -11
[1 2 -5
0 3 -—-12
0 _5 20 L2:L2+2L1,L3:L3_3L1,L4:L4+L1
0 4 -—-16
[1 2 —5]
0 1 —4 L L3 Ly
0 1 —4|l2=3ls=g k=7
0 1 —4
[1 2 —5]
0 1 —4
00 0 Ly=1L3;—LyLy=1Ls— Ly
0 0 O

De méme, le rang de la matrice associée est < 3, donc u, € Vect(u,,u,)
Aussi, us € Vect(uq,u3) etuz € Vect(uy,u,) doncus € Vect(uy,uy)
Ainsi, uz, uy, us € Vect(uy,u,) donc (uq,u,) engendre F.

Ainsi, (uq,u,) est une base de F.

Exercice 2 :
1.
F={(x,yzt) ERLx+2y+z+t=0}

F={(x,y,zt) eRY,t=—x—2y—2z}



F={(x,y,z,—x — 2y — 2),(x,v,2) € R3}

F = {(x,0,0,—x) + (0,y,0,—2y) + (0,0,z,—2), (x,y,z) € R3}

F = {x(1,0,0,—1) + y(0,1,0,—2) + z(0,0,1,—1), (x,y, z) € R%}

On pose u; = (1,0,0,—1), u, = (0,1,0,—-2), u3; = (0,0,1,—1)

Alors F = Vect(uq,uy, u3)

F est donc un sous-espace vectoriel de R*, la famille (u;,u,,u3) engendre F.

Montrons que la famille (uq, u,, u3) est libre. Si on considere I'équation xu, + yu, + zu; = 0, alors
1, Uz, Us 1 2 3

x=0

y=0

z=0
—x—2y—z=0

L'’équation admet comme unique solution (0,0,0) donc la famille (uq, u,, u3) est libre.
(uq,uy, uz) est donc une base de F.

2.

G={(xyzt) ERY,x+2y—z+t=0ety—z=0}
G={(xyzt)ERLt=—x—2y+zety =12z}
G={(xyzt) ERLt=—x—yety =1z}
G={(xyy,—x-y),(xy) € R?}

G ={(x,0,0,—x) + (0,y,y,—y), (x,y) € R?}

G = {x(1,0,0,—1) + y(0,1,1,-1), (x,y) € R?}

On posev; = (1,0,0,—1) etv, = (0,1,1,—1)

Alors G = Vect(vy,v,)

G est donc un sous-espace vectoriel de R*, la famille (v;,v,) engendre G. De plus, les vecteurs v, et
v, ne sont pas colinéaires.

Ainsi, (v1,v,) est une base de G.

3.

FNnG={(x,y,z,t) ERY , x+2y+z+t=0etx+2y—z+t=0ety—z=0}
Soitw(x,y,z,t) EFNG

Alors w vérifie le systeme :

x+2y+z+t=0

x+2y—z+t=0
y=1z

x+2y+z+t=0
—2z=0 E, =E, —FE;
y=1z




{yt=_z =xO}

FnéG={(x00-x),x € R}

FnG={x(1,0,0,-1),x € R}

FnG ="Vect((1,0,0,-1))

F N G est un sous-espace vectoriel de R*. Une base de F N G est {(1,0,0,—1)}.
Exercice 3 :

la.

Pour montrer que (R?,+,.) est un espace vectoriel, la loi externe doit vérifier les propriétés
suivantes, V(1,1) € R%,V(x,y), (x',y") € R?:

1L.(xy) =(xy)

A (1 (x, ) = (). (x,¥)
Alx+x,y+y)=10y)+ A", y")
A+p).(xy) =240, y) +u(x,y)

1.b.

Montrons que la loi externe ne vérifie par le quatriéme point. V(4, 1) € R%,V(x,y) € R?:
A+w.(xy) = (A +wx,y)

Ao Y) +p (6 y) = (A, ) + (ua, y) = ((A + wx, 2y)

Poury #0, A+ p).(x,y) # 1. (x,y) + p(x,y)

(R?,+,.) n’est pas un espace vectoriel.

2.

Rappel : 'ensemble des applications de E vers F est noté F(E, F). D’aprés le cours, pour tout
ensemble 4, F([0; 1], R) est un espace vectoriel.

Soit F I'ensemble des fonctions de [0; 1] dans R vérifiant f(1) = 2f(0)
F={f eF(0;1], (1) = 2f(0)}

Pour montrer que F est un espace vectoriel, montrons que c’est un sous espace-vectoriel de I'espace
vectoriel de référence F([0; 1], R)

Nous devons vérifier 3 conditions : F < F([0; 1], R), I'application nulle est incluse dans F et
VLUuERVf,geEF,Af +ugerF

e F estincluse dans F([0; 1], R) par définition
e Sif estlafonction nulle, alors f(1) = 2f(0) =0doncf € F
e VALUERVSf,gEF,
Af +ug)(1) = Af (1) + ug(1) = 22£(0) + 2ug(0) = 2(A£(0) + ug(0))
= 2(4f +ug)(0)
Donc Af +ug € F



F est bien un sous espace-vectoriel de F([0; 1], R). F est donc un espace vectoriel.
Exercice 4 :

la.

On remarque aisément que uz = 2u; — U,

(Si on ne le voit pas on peut toujours résoudre un systeme simple).

1.b.

De méme, on remarque que Uy = Uy — Uy

Ainsi, Uy = uz —uy etu, = uz — 2uy

On aug,uy € Vect(uy,u,) donc Vect(usz,uy) € Vect(uq,uy) doncG € F
Onauy,u, € Vect(us,uy) donc Vect(uqy,u,) © Vect(us,uy) doncF € G
DoncF =G

2.

On consideére la famille (e, 14, u;). Cette famille est une base de R3 si et seulement si le rang de la
matrice homogeéne associée a (e, U, U,) est 3.

1 1 0
01 1
0 0 -2

Il apparait immédiatement que le rang de cette matrice est 3. Ainsi, (e, Uy, u,) est une base de R3.



